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Y  o  r  ^v  o  r  t. 

lu  dem  vorliegenden  Lehrbuche  habe  ich  es  unternommen, 
die  allgemeine  Theorie  der  Differentialgleichungsysteme  mit 
einer  unabhängigen  Variabein  und  insbesondere  der  alge- 
braischen im  Zusammenhange  zu  entwickeln,  wobei  ich  mich 
bestrebt  habe,  nur  die  Kenntniss  der  Elemente  der  Diffe- 
rentialrechnung vorauszusetzen  und  die  Integralrechnung  oder 
vielmehr  die  Theorie  der  Quadraturen  wenigstens  in  all- 
gemeinen Umrissen  als  einfachsten  Fall  des  Problems  der 
Integration  von  Differentialgleichungen  darzustellen.  Auf  eine 
Behandlung  specieller  Differentialgleichungen,  deren  Integrale 
durch  verschiedene  analytische  Kunstgriffe  sich  herleiten  lassen, 
brauchte  ich  um  so  weniger  einzugehen,  als  grade  in  der 
letzten  Zeit  einige  recht  gute  Beispielsammlungen  solcher  Diffe- 
rentialgleichungen, wie  z.  B.  die  von  Fofsyth  erschienen  sind. 

Die  Darlegung  der  allgemeinen  Theorie  der  Differential- 
gleichungsysteme beruht  wesentlich  auf  functionentheoretischen 
Betrachtungen  und  stützt  sich  ganz  und  gar  auf  die  funda- 
mentalen Untersuchungen  von  Jacohi,  Weierstrass,  Briot  und 
Bouqiiet^  und  Fuclis,  welche  hauptsächlich  in  den  folgenden 
Schriften  niedergelegt  sind: 

Jacohi:    1)  De   investigando   ordine    systematis   differen- 
tialium  vulgarium  cuiuscunque. 

(Borchardt's  Journal  B.  64.) 
und  2)  De  aequationum  differentialium  systemate  non 
uormah  ad  formam  normalem  revocanda. 

(Vorl.  über  Dynamik.) 

Weierstrass:    Zur  Theorie  der  analytischen  Facultäteu. 

(Crelle's  Journ.  B.  51.) 

Briot  et  Bouquet:  Etüde  des  fonctions  d'une  variable 
imaginaire.  (Journal  de  1  ecole  polyt.  cah,  36.) 
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Fnclis:  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen 
mit  veränderlichen  Coefficienten.     (Borchardt's  Journ.  B.  66.) 

Ausserdem  soll  noch  eine  Reihe  von  Arbeiten  angeführt 
werden,  welche  neben  den  eben  erwähnten  Schriften  und 
den  ausgezeichneten  Vorlesungen  über  Integralrechnung  von 
Camille  Jordan  bei  der  Behandlung  einzelner  Probleme  be- 
nutzt worden  sind,  während  bekannte,  längst  in  Lehrbücher 
übergegangene  Einzelheiten  nicht  besonders  hervorgehoben 
zu  werden  brauchen;  diese  sind: 

Jacohi:  Vorlesungen  über  Dynamik. 

Jacöbi:  De  integratione  aequationis  differentialis 

{A  -|-  Äx  -f  Ä'y)  {xdy  —  ydx)  —  {B  -|-  B'x  -\-  B"ij)  dy 

+  {C+C'x  +  C"y)dx==0. 

(Crelle's  Journ.  B.  24.) 

Ahel:  Memoire  sur  une  propriete  generale  d^une  classe 
tres  etendue  de  fonctions  transcendantes. 

(Oeuvres  compl.  t.  I.) 

Kummer:  Note  sur  l'integration  de  l'equation 

dx 

par  des  integrales  defiuies. 

(Crelle's  Journ.  B.  19.) 

H.  Poincare:  Note  sur  les  proprietes  des  fonctions  definies 
par  les  equatious  differentielles. 

(Journ.  de  rt5cole  polyt.  cah,  45.) 

E.  Picard:  Sur  la  forme  des  integrales  des  equations 
differentielles  du  second  ordre  dans  le  voisinage  de  certains 
poiuts  critiques. 

(Comptes  rendus  LXXXVII.) 

Thome:  Zur  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 
(Borchardt's  Journ.  B.  74,  75.) 

Hamhnrger :  Bemerkung  über  die  Form  der  Integrale  der 
linearen  Differentialgleichungen  mit  veränderlichen  Coeffi- 
cienten. 

(Borchardt's  Journ.  B.  76.) 


Vorwort.  V 

Frohenins:  Begriff  der  Irreductibilität  in  der  Theorie  der 
linearen  Differentialgleichungen. 

(Borchardt's  Journ.  B.  76.) 
Fröbenius:  lieber  algebraisch  integrlrbare  lineare  Diffe- 
rentialgleichungen. 

(Borchardt's  Journ.  B.  80.) 

Tannery:  Proprietes  des  integrales  des  equations  diffe- 
rentielles  lineaires  ä  coefficients  variables. 

(Ann.  de  l'ecole  norm.  Ser.  II.  t.  4.) 
Appell:  Memoire  sur  les  equations  differentielles  lineaires. 

(Ann.  de  l'ecole  norm.  Ser.  II.  t.  10.) 
Sanvage:  Sur  les  proprietes  des  fonctions  definies  par  un 
Systeme  d'equations  differentielles  etc. 

(Ann.  de  l'ecole  norm.  Ser.  IL  t.  11.) 

Sanvage:  Sur  les  integrales  regulieres  d'une  sjsteme 
d'equations  differentielles. 

(Ann.  de  l'ecole  norm.  Ser.  III.  t.  3.) 
Bruns:  lieber  die  Integrale  des  Vielkörperproblems. 

(Acta  mathem.  XL  1.) 
Köhler:    lieber  die  Form   der  logarithmischen  Integrale 
einer  linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichung. 

(Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys.  XXXIIT.  4.) 

Die  Gesichtspunkte,  die  mich  bei  der  methodischen  Dar- 
stellung dieser  Theorie  geleitet  haben,  werden  am  deutlichsten 
aus  der  folgenden  ausführlichen  Inhaltsangabe  erkennbar  sein. 

Der  Verfasser. 
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Allgemeine  Eigenschaften 
Yon  Systemen  algebraiscker  Differentialgleichungen. 


(2) 


I.   Reductioii  eines  allg'emeiiien  algebraiselien 
Diiferentialgleiclumg'systems  anf  ein  solches  erster  Ordnung. 

1.  Man  nennt  eine  algebraische  Differentialgleichung  m^^'' 
Ordnung  mit  der  unabhängigen  Variabein  x  und  der  ab- 
hängigen Variabein  z  jede  algebraische  Gleichung  zwischen 
X,  0  und  den  Ableitungen  von  0  bis  zur  w*''"  Ordnung,  also 
jede  Gleichung  der  B^orm 

in  welcher  F  eine  ganze  Function  der  eingeschlossenen  Grössen 
bedeutet,  und  ein  System  algebraischer  Differentialgleichungen 
mit  der  unabhängigen  Variabein  x  und  den  abhängigen  Va- 
riabein s^,  ^2}  •  ■  •  ^n  die  Zusammenstellung  von  n  algebraisch 
von  einander  unabhängigen  Gleichungen  der  Form 

Fix   z     '^^    ...'^''^'    p-    ^'i    ...^...o    '^../"'-\  —  0 
\  dx  dx  dx 

F  ix   z     -'    ...'—•   ^    ^  ...^Ih  ...o    '^'"  ...'^'"~"  |_() 
\  dx  dx  -  dx 


f(x   ,    ^>    ...^   ^    ^^3  ../^'^  ....    ^^"»  ... '^'"^A-o 

\.  dx  dx  dx    / 

worin  F^,  F.^,    ■.  Fn   ganze  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grössen  sind. 

Koeni  gsberger,    lielirbucli.  1 
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Eine  der  wesentlichsteu  Aufgaben  der  Integralrechnung 
bestellt  nun  darin,  aus  einem  Systeme  von  n  Difierential- 
gleicbungen  die  n  abhängigen  Variabein  als  Functionen  der 
unabhängigen  Variabein  auszudrücken  oder  zu  charakterisiren, 
oder,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  die  Diffei'entialgleicJmngen  zu 
integriren. 

2.  Um  zunächst  eine  einheitlichere  Form  für  die  ver- 
schiedenen Arten  von  Systemen  algebraischer  üiöerential- 
gleichungen  herzustellen,  bezeichne  man  die  grösste  der  Zahlen 

A«,  JA«, Va        mit     Ma, 

und  ersetze  mit  Einführung  neuer  abliängiger  Variabein  das 
System  (2)  durch  das  folgende,  worin  |,  i^,  .  .  .  -9"  statt 
2^1,  ^o,  .  .  .  ^ra  gesetzi  sind, 

dx  ~  ^1'   dx  ^2; d^  5«,-l 

^  ~"  '^"    d^     ""  '^-'^ ^dcT^    ~~  '^'""--^ 


(3){ 


dd'  d&,  ^^'«„-2 

dx  "    dx  ^'  dx  n 


mit  der  unabhängigen  Variabein  x  und  den  w?i  -|-  wi.^  +  •  •  •  +  w<« 
abhängigen  Variabein 

Da  aber  in  dem  nunmehr  erhaltenen  Systeme  von 

«?!  +  '>*h  +•••+*»*/« 
Differentialgleichungen   nur   die    ersten  Ableitungen  der   ab- 
hängigen   Variabein    vorkommen,    und    solche    Differential- 
gleichungen von  der  ersten  Ordnung  genannt  werden,  so  folgt 
zunächst, 

dass  jedes  System  von  algrlmiisrhen  D'tß'erentialgle'ichungen 
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ersetgt  werden  kann  durch  ein  System  eben  solcher  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung. 

3.  Wir  können  jedoch  dem  Systeme  (3)  noch  symme- 
trischere Formen  geben.  Da  wir  nämlich  die  Gleichungen 
(2),  also  auch  die  n  letzten  Gleichungen  des  Systemes  (3) 
als  algebraisch  von  einander  unabhängig  voraussetzten,  so 
wird  man  im  Allgemeinen,  von  gleich  näher  zu  erörternden 
Ausnahmefällen  abgesehen,  aus  den  letzten  n  Gleichungen 
des  Systemes  (3)  wmal  je  n  —  1  der  Ableitungen 

^  ^  dx     ^       dx      '  dx 

eliminiren,  und  somit  das  System  (3)  ersetzen  können  durch: 

dx        ^^'    dx         ^27  •  •  •       clx  ^'"'-^ 


d9  d»,  '^^^"n-^  „ 

dx  —  ^1'  7^  ==  ^•^' d^T'  —  ^'"'-^ , 


92' 


d». 


worin  (p^,  (p.,,  .  .  .  (p„  ganze  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grössen  bedeuten. 

Da  jedoch  nicht  in  allen  Gleichungen  (2)  die  höchsten 
Differentialquotienten  aller  abhängigen  Variabein  vorkommen 
mussten,  so  könnte  der  eben  angegebene  algebraische  Elimi- 
nationsprocess  dadurch  unausführbar  werden,  dass  sich  im 
Laufe  desselben  eine  von  den  Ableitungen  (a)  völlig  freie 
ganze  Beziehung  von  der  Form  ergäbe 

(5)  (p  (x,  I,  li,,..  ^,n,-i,  V,  Vi,—V'n-i,'-^,^i,  ...»,u,-i)  =  0; 

mau   greife   in   diesem  Falle   eine  der    in  (5)  vorkommenden 
Grössen  z.  B.  d-,.  heraus,  und  eliminire  zunächst  d-,.  zwischen 
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(lieser  Gleichung   und  n  —  1  der   letzten  n  Gleichungen   des 
Systemes  (ß),  so  dass  sich  die  Beziehungen 


(ß) 


ergeben,  in  denen  a^,  .  .  .  C3,;_i  wiederum  ganze  Functionen  be- 
deuten;   ersetzt  man   ferner   die  Gleichung  =  ■d',.    des 

Systemes  (3)  nach  (5)  durch 
/  d^r-i  \ 

und   beachtet,  dass   sich    durch   DiiFerentiation   von    (5)    mit 
Hülfe  von  (3) 

I       ^tP      a     I    ^'P   q,        _L        _L       ^y  '""~^       n 

+  8^;^;  *"+ 8*;  *'+'  +  ■•■  + ä«~ -*^  -  <'' 

oder  durch  Elimination  von  &,.  zwischen  (5)  und  (8) 
ergiebt,  so  liefert  die  Zusammenstellung  der  Gleichungen 


rfa;  ~  ^"  da;        ^^r"      ^3.  5 


(10)^ 


«(. — 1 


T.  Reduction  eines  allgem.  algebr.  DiffeientialgleicLungsystems  etc.    5 

ein  System  von  m^-^-nk^-] [-?//,*  — 1  Differeutialgleicliungen 

erster  Ordnung  in  den  m^  -\-  m.^  +  •  •  •  +  f*hi  —  1  abhängigen 
Variabein 

welches  mit  der  algebraischen  Beziehung  (5)  zusammen  dem 
Systeme  (4)  insofern  äquivalent  ist,  dass  sämmtliche  Func- 
tionalbeziehungen,  welche  (4)  geuügen,  auch  (10)  befriedigen. 
Wendet  man  nun  wiederum  auf  das  System  (10)  den  oben 
angegebenen  Eliminationsprocess  an,  so  wird  man  entweder 
wieder  zu  einem  System  von  m^^  -j-  m.2  +  •  •  •  +  m,j  —  1  Diffe- 
rentialgleichuDgen  gelangen,  in  welchem  jede  Differential- 
gleichung nur  einen  Differentialquotienten  erster  Ordnung 
enthält,  oder  man  wird  zu  einer  algebraischen  Relation 
zwischen  den  abhängigen  Variabein  selbst  geführt,  die  dann 
wiederum  die  Zahl  der  das  System  bildenden  Differential- 
gleichungen um  eine  Einheit  zu  erniedrigen  gestattet.  Fahren 
wir  in  diesen  Schlüssen  fort,  so  gelangen  wir  entweder  zu 
einer  Zusammenstellung  von  Gleichungen,  die  aus  algebraischen 
Beziehungen  zwischen  den  abhängigen  Variabein  und  aus  einem 
Systeme  algebraischer  Differentialgleichungen,  welche  nur  je 
eineiz  Differentialquotienten  erster  Ordnung  einer  abhängigen 
Variabein  enthalten,  zusammengesetzt  ist,  oder  das  gesammte 
Differentialgleichungsystem  (3)  ist  durch  rationale  algebraische 
und  Differentiations-Processe  in  ein  algebraisches  Gleichung- 
system transformirbar.  Da  wir  diesen  letzteren  Fall  selbst- 
verständlich von  unserer  Betrachtung  ausschliessen  können,  so 
erhalten  wir,  wenn  wir  von  nun  an  ein  System  von  m  alge- 
hraisclien  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  von  denen  jede 
nur  den  ersten  JDifferentialquotienten  einer  der  m  abhängigen 
Variahein  enthält,  ein  Differentialgleichungsystem  jh*®'"  Klasse 
nennen,  den  nachfolgenden  Satz  von  der  Beduction  eines  Differen- 
tialgleichungsystems  auf  die  JacohV sehe  Form: 

Jedes  System  von  n  algebraischen  Differentialgleichungen 
beliebiger  Ordnung  in  einer  unabhängigen  tmd  n  abhängigen 
Variabein  lässt  sich  in  ein  algebraisches  Differentialgleichung- 
system m^^^  Klasse  von  der  Form 


(11) 
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tm\x,  y„  y., 


^'"'  dx 


)  = 


0 


trunsformiren ,   in  ivelchem  f^,  f^,  •  •  •  fm  ganze  Functionen  der 
eingeschlossenen  Grössen  ledeiiten. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass,  wenn  man  die  erste 
der  Gleichungen  (11)  m  —  2  mal  nacheinander  differeutiirt, 
man  durch  Benutzung  der  anderen  Gleichungen  (11)  m  —  1 
in  g^}  ysf'-'ym  algebraische  Gleichungen  erhält,  die  ausser- 
dem noch 

„       dy,     d^  d'^'-'y, 

y^^    dx'    dx^  '  dx"'-^ 

enthalten,  und  es  folgt  somit, 

dass  sich  sämmtliche  Elemente  des  Functionalsystems  y^,  y.^, 
...ym,  deren  Existenz  siiäter  erwiesen  tvird,  im  Allgemeinen'^) 
algebraisch  durch  eines  derselben  und  dessen  Ableitungen  aus- 
drücken lassen. 

4.  Da  uns  im  Folgenden  häufig  die  Untersuchung  einer 
algebraischen  Differentialgleichung  höherer  Ordnung 


(12) 


F 


(  dz  d"A_,. 


beschäftigen  wird,  so  mag  bemerkt  werden,  dass  dieselbe 
nach  den  eben  angegobenou  Transformationen  durch  das 
Differentialgleichungsystem  n^'''  Klasse 


(IH) 


dy 
dx 


yu 


dyi 


=  y-^ 


dVn-l 


=  yn-i 


dx  ^-'  dx 

f{x,  y,  y,r-yn-i,  ^'i=^)=^ 
zu  ersetzen  sein  wird. 


■*)  Der  Satz  erleidet  eine  Ausnahme,  wenn  die  Ditterentialgleich- 
ungeu  nicht  von  einander  unabhängig  sind,  ein  Kall,  der  später  zur 
Erledigung  kommt.  
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II.    Aufstellung  der  Normal  form   eines  algebraischen 
Diiferentialgleicliungsystems  m^"  Klasse. 

1.  Die  vorher  gefundenen  reducirteu  Formen  eines  jeden 
Systems  von  algebraischen  Differentialgleichungen  beliebiger 
Ordnung  lassen  sich  nun  mit  Hülfe  eines  von  Abel  in  die 
Analysis  eingeführten  Princips  auf  eine  für  die  weiteren  Unter- 
suchungen fundamentale  Form  bringen. 

Setzen  wir  nämlich  der  Kürze  halber 

n\  ^  _  V     'ü-ifi  —  V  ^  —  V 

^^^  dx  ~  -^1'   dx~  ■^^-'"'  dx  ~  ^'"' 

und  bringen  die  Gleichungen  I.  (11)  in  die  Form 

f  Ti' '    +  A 1  (^;  ^n  •  •  •  2/«)  Yy''-^      H \-fu,  {x,  3/i ,  •  •  •  y,?)  =  0 

r,/'"  +/;«! {x,yy,---  ij,n)  r„;"~'  h \- t\av„X^,yx, ■  ■  ■  y,a)  =  0, 

von  denen  wir  offenbar  ohne  Einschränkung  des  ursprüng- 
lichen Problems  annehmen  dürfen^  dass  weder  eine  dieser 
Gleichungen  mehrfache,  noch  einzelne  der  Gleichungen  unter 
einander  gemeinsame  Losungen  haben*),  und  in  denen 

fQo  {x,  y^,..  y,n) 
rationale  Functionen  der  eingeschlossenen  Grössen  bedeuten, 
so  mag  die  Grösse 

(3)  t  =  a,  Y,  H-  a,  Y., -{ \-  a,nY,n, 

in  welcher  a^,  a.,, .  .  .  a„i  unbestimmte  Constanten  bedeuten, 
wenn  man  für  Y^,  Y^,  .  .  .  Y,«  alle  v^  .v.^  .  .  .  v,«  =  N  Com- 
binationen  der  Lösungen  der  Gleichungen  (2)  einsetzt,  die 
Werthe 

ty,    t),   .   .   .   ty 

annehmen,  die  wegen  der  Unbestimmtheit  der  Constanten  a 
offenbar  sämmtlich  unter  einander  verschieden  sein  werden; 
bildet  man  nun  die  Gleichung 

(4)  (^t-t,){t-g-..-{t-h^  =  o, 


*)  indem  im  entgegengesetzten  Falle  das  Problem  iu  eine  Reihe 
von  Einzelproblemen  zerfiele,  die  alle  den  angegebenen  Bedingungen 
genügen. 
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SO  wird  sich  dieselbe,  da  die  Coefficienten  rationale  symme- 
trische Functionen  aller  Lösungen  der  einzelnen  Gleichungen 
(2)  sind,  sich  also  rational  durch  die  Coefficienten  dieser 
Gleichungen  d.  h.  durch  x,  y^,  y^y  -  •  •  V'n  ausdrücken  lassen, 
in  der  Form  ergeben 

(5)  ip  iß)  =  f/o  {x,  ?/i ,  •  •  •  y„0  f  +  r/i  (*■;  2/i )  ■  •  •  V")  ^^"^ 

H l-i/,v(^";2/i,-  •  -2/'")  =  0, 

worin  [Iq,  <Ji,  •  -  •  yN  ganze  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grössen  sind. 

Bildet  man  nun  eine  ähnliche  lineare  Function  mit  belie- 
bigen andern  constanten  Coefficienten 

(6)  u  =  \Y,  +  h,Y.,-\ h  ^.n Y,u , 

welche  für  die  entsprechenden  Substitutionen  der  Lösungen 
der  Gleichungen  (2)  die  Werthe 

annehmen  mag,  so  wird  für  beliebige  gauzzahlige  positive  q 

tl  u^  +  ^;  iL,  H h  ^^  % 

sich  wiederum  als  rationale  symmetrische  Function  der 
Lösungen  der  Gleichungen  (2)  rational  durch  x,  y^,  y.j...ym 
ausdrücken  lassen.     Setzt  man  somit 

''^  +  ''li  +  •  •  ■  +  ".V  =  (o^){x,  2/1,  y.,,  ■  •  ■  y„) 
0)   { 

worin  a^^,  a^,  .  .  .  üJa^—i  rationale  Functionen  bedeuten,  und 
multiplicirt  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  un- 
bestimmten Factoren  A^_i,  ^n—^,  •••  ^i,  wnd  dem  Coefficienten 
/y„  der  (Jleichung  (5),  so  ergiebt  sich  durch  Addition  der- 
selben, wenn  zur  Abkürzung 

(8)  y,i''-'  +  A./'V--'  +  . . .  +  A.v-,  =  Sl{t) 

gesetzt  wird, 
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(9)     ^<,i^(^,)  +  u,Si(Q  + \-  uy^ih) 

Bestimmt  mau  nun  die  Multiplicatoren  A  so,  dass 

(10)      si{t,)  =  0,  i^(^,)  =  0,  •  •  ■  5i(^„_i)  =  0, 

oder,  was  dasselbe  ist,  dass 

(11)  Si(t)  =  ^  =  r/„^v-i  _f_  (^^  +  ^^g^.'-2  ^  .  .  . 

4-  (^,v-i  +  (JN-2L  + h  ^oC"^')' 

so  ergeben  sich  aus  (8) 

(12)  A,  =  (/i  +  </o^«.    'Iri  =  9j  +  ^1  ^-  +  i/ü^«'?  •  • 
während  (9)  in 

(13)  Ua  =  i/o«.V-l   +   Aj  OJa--^.   -1 +   Xy-i  (O^  l  ü(4) 

übergeht.  Da  nun  einerseits  die  A- Grössen  nach  (12)  ganze 
Functionen  von  ta  mit  in  a;,  ;j/i,  t/o,  ...?/,„  ganzen  Coefficieuten 
sind,  andererseits  aus  (11)  und  (5) 

(14)  Sl{Q  =  t'iQ  =  Ng.C  +  {N  -  1)^,  C  +  •  •  •  i/A'-i 
folgt,  so  ergiebt  sich  Ua  in  der  Form 

(15)  Ua  =  ^1  {x,  ?/i,  •  •  •  y,„)  f~^  +  S^(x,y,,---  V"^ ^"^  H 

+  Sy{x,y^,-  ■  ■y,,):'4>'(Q, 

worin  Si,  .  .  .  Sj^f  rationale  Functionen  bedeuten,  während 
i>'{ta),  wie  aus  (14)  ersichtlich,  von  den  in  t(a  enthaltenen 
Constanten  hi,h^,  ...  h,n  unabhängig  ist  und  wegen  der  völlig 
willkürlichen  Grössen  a^,a.^,  .  .  .  um  als  von  Null  verschieden 
vorausgesetzt  werden  darf,  weil  die  Annahme  i''(ta)  =  0  für 
die  Gleichung  (5)  oder  (4)  zwei  gleiche  Lösungen  erfordern 
würde. 
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Entspricht  mm   /„   der  Combioation  der   Lösungen    der 
Gleichungen  (2) 

und  stellt  man  nunmehr  für  willkürlich  gewählte 
die  m  Gleichungen 

«1  1 1  «  4~  ^'2  -^2  tt  -]-   •  •  ■   +  O'm  ^m  a  =  ta 


(16) 


nij^Yia  +  «22i'^2a  + 


-j-  mm  J-jiia iVa 


zusammen,  worin  die  S«,  Ta,  .  .  .  Wa  rationale  Functionen 
von  X,  y^,  1/2)  •  •  ■  Vm  bedeuten,  so  ergiebt  die  Auflösung 
dieses  linearen  Gleichungsystems  mit  Hülfe  von  (5) 

(17)       r^„  =  A,/;;-'  +  A2,  f-'  +  •  •  •  +  ^.v,  :  ^'{ta), 

worin  -4ip,  A^o,  •  •  •  Aj^^,  rationale  Functionen  von  x,  1/1,1/0,...  i/m 
bedeuten,  und  tp' (ta)  eine  ganze  Function  N —  1'"'  Grades 
in  ta  mit  Coefficienten,  welche  ganze  Functionen  eben  dieser 
Grössen  sind,  darstellt.     Wir  finden  somit  zunächst, 

dass  die  Ziveige  Fi«,  Y^a, .  -  >  Y^a  der  von  x,  y-^,  .  . .  y^ 
algebraisch  abhängigen  Functionen  Yj,  1^2;  •  •  Ym  sich  sämmt- 
lich  als  rationale  Functionen  einer  einzigen  algebraischen 
Function  ta  eben  dieser  Grössen  mit  Coefficienten  ausdrücken 
lassen,  die  rational  aus  diesen  Grössen  zusammengesetzt  sind, 
und  jeder  der  N  Comhinationen  der  Zweige  der  durch  (2)  defi- 
nirten  algebraischen  Functionen  von  x,yi,y.,,  ...  y,,,  gehört  eine 
andere  t- Losung  der  Gleichung  (4)  oder  (5)  zu,  durch  tvelcJie 
die  einzelnen  Zweige  sielt  in  einer  für  alle  t  allgemein  gültigen 
Form  ausdrücken  lassen. 
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2.   Bezeichnet   man   mm   das   kleinste  gemeinschaftliche 
Vielfache  aller  Nenner  der  rationalen  Functionen 

für  Q  ==  \,2,  ...  m  mit 

u{x,  Vi,  y-i,  •  •  -  y^n), 

so  dass 

"^  ~~  gi^,  2/1. 2/s,  •  •  -yj 

ist,   worin  g  mid  f/oQ  ganze  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grössen  bedeuten,  und   Y,,«    somit  die  Form  annimmt 

..^s    y    _  <7i g (^ .  z/i .  •  •  •  yJ tg' ^  +  <j->o Jx,  yu-- V'") t'^~'^  +  •  •  •  +  !Jxr,(^, y. > •  •  •  y,„) 
^   -*    ^"~"  ^(^%  2/1,  2/.,---2/«)^'(U 

so  wird,  wenn 

(19)        g{x,  y„  y,,...  y„)^(t)  =  G(x,  t,  y„  y.„  .  .  .  y„) 

gesetzt  wird,   Y,,«  die  Gestalt  haben 

.    .  ^        ggC^,  ta,y^,y2,---y,n) 

^*« 
worin  G^(x,  ta,  y^,  2/27  •••^m)  ganze  Functionen  von  x,  y^,  y2,---ym 
und  ta  bedeuten,  und  zwar  in  Bezug  auf  die  letztere  Grösse 
vom  iV^ —  l**^"^  Grade;  es  folgt  somit,  wenn  wir  nach  (1)  die 

Y  Avieder  durch  -^    ersetzen, 


dass  das   DifferentidlgleicJmngsystem 

t\\x,  yi,  y^r  ••2/'"' 7^)  =  ^ 


fmU,  y„  y.,,---  y,n/-pi)=0, 

^  dx/ 

in  tvelchem  f^,  f^,  •  -  -  fm  gange  Ftmctionen  bedeuten,  die  in  Be- 

0iig  auf  -^ ,  •••  -~  resp.  vom  Vi,  v.^,  •  •  ■  i^,,/""   Grade  sind, 

ersetzt  iverden  Mnn   durch  die  v^  .  i/.,  .  .  .  .  v,,,   dem  gegebenen 
völlig  äquivalenten  Systeme 
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dy. 

G,[x,  t^,yi,y,,,  . 

■  y,n) 

dx 

~~  dG(x,t^,yi,y^,  . 

■Vm) 

dy^ 

dt, 

G2{^,  *a)  2/1,2/2,   •  • 

•  y,n) 

dx 

~  dG{x,t,,  2/1.  yi>- 

■  yra) 

^K 

dy,n 

^ni^'^a'Vi'  y^'  ■ 

■  '  2/»0 

dx 

~  dG{x,t,,y^,y^,  . 

•  2/m) 

(21) 


worin  G,  Gi,  G, .  . .  G„i  ganze  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grössen  bedeuten,  und  ta  der  BeiJie  nach  die  N  ==  v^.v.^ . . .  v,n 
Lösungen  der  in  der  oben  angegebenen  Weise  stets  herstellbaren 
Gleichung  iV*°°  Grades 

(22)  G{x,  t,y„  y„...y„:)  =  0 

darstellt;  G^,  G^, . .  .  Gm  sind  in  Bemg  auf  ta  vom  N —  l'®"" 
Grade. 

Wir  werden  ein  solches  System  (21)  von  m  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  von  nun  an  ein  normales  Diffe- 
rentialgleichungsystem m*^^"  Klasse,  oder  ein  Jacobi-  Wcier- 
strass'sches  Differentialgleichungsystem  nennen. 

3.  Die  Gleichung  (22)  kann  nun  mit  Adjungirung  der 
Grössen  x,  y^,  y2, .  .  .  ym  eine  in  t  algebraisch  reductible  sein*); 
mag  die  Lösung  ta  einem  irreductiblen  Factor 


*)  So  wird  z.  B.  die   nach   den  obigen  Auseinandersetzungen  für 
die  algebraischen  Functionen 

durch  die  Substitution 

t  =  c,  Y,  +  «,  Y, 
hergeleitete  Gleichung  in  t 

i**  —  itti^xt^  +  2a;(3«, 'a;  —  a.')^'  —  iai'^x'^(a,\c  -f  .•iw„*)e- 

mit  Adjungirung   von  x  rcductibel   sein,   indem    sich   dieselbe   in  die 

beiden  Factoren  zerlegt: 

(f  —  ia^-xt'^  —  iaiit/xt  -\-  {u^^x'  —  ««'.i)) 

(i'  —  2a,'^xt''  -f  ia^a^^xt  +  {a^* x'^  —  a^'a;))  =  0, 
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(23)  g{x,  t,  y,,  y.,...y,u)  =  0 
angehöreu,  so  dass 

(24)  G{x,  t,  y,,  y^,  .  .  .  «/„,) 

=  9{x7  iy  Vif  y2,--' V'n) - H^,  t,  Vi,  y->  ■  ■  ■  y.n) 

ist,  so  wird  vermöge  (23) 

dG(x,t^,y^,y.,  ■  ■  ■  ;/,„) 

(25)  '^ 

= jr^ '-  h{x,  fa,  ?/,,  y., y,n) 

sein,  worin  die  7i-Function  von  Null  verschieden  ist,  und  es 
würde  der  Ausdruck  (20)  in 

^     ^  '^^         h(x,  t^,yi,y.,...y^)  dg(x^t^,  yi,y^,  ...  y„) 

übergehen.  Sei  nun  die  Gleichung  (23)  in  Bezug  auf  t  vom 
Grade  n,  und  seien  ihre  Lösungen  ta,  t^,  .  .  .  tu,  so  wird  in 
dem  Ausdrucke 

^  ^gC"^'  ^g»  yn  -  •  •  y,«)^^(^. iii,yi>--  y,n)---hi^.  ^^..  yi^---y,n) 

h{x,  t^,  7/,  . . .  y„;)h(x,  t^,  ?/,,...  ?/„,)•. •ft(a^,  «,.,  y,  ...  t/,„) 

der  Nenner  als  ganze  symmetrische  Function  der  Lösungen 
der  Gleichung  (23)  sich  als  rationale  Function  von  x,  y^,  y^yV»' 
darstellen  lassen,  während  im  Zähler  das  Product  der  7? -Func- 
tionen als  ganze  symmetrische  Function  der  Lösungen  der 
Gleichung 


und  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  dem  einen  Factor  die  vier  Wcrtho 

*i  =  «I  y  *■  +  «2  V  •'^1  *2  =  —  "i  y  ■^'  +  ^"^  y  ^1 

h  =  ^i  V  X  —  «2  y  ^>      *4  =  —  '^i  r  •^'  ~  »<"-  V ^1 
dem  anderen 

fg  =  —  Ol  Y  X  -\-  a^  V X,      %  =  a,  y  x  -f  jo»  Y  x, 

t-  =  —  a,  y  X  —  a.,  Y  X,      f^  =  «,   y  x  —  ia^  y  x 
zugehören. 
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9{a:,  t,  Vi,  2/2.  •  •  -Vm) 


=  0 


sich  als  ganze  Function  von  t»  darstellt  mit  in  x,  y^,  y^,  •  -  .  ym 
rationalen  Coefficienten,  und  somit  der  gesammte  Zähler  eben 
diesen  Charakter  behält  und  sich  vermöge  (23)  noch  in 
seinem  Grade  in  Bezug  auf  fa  auf  den  n  —  1*""  reduciren 
lässt;  es  wird  daher  (26)  die  Form  annehmen 

£'(?>(a^,*a.  2/1,2/2,  •■•ym) 


(27) 


J~  QC 


^9{x,  t„,  2/1,  y.„  ...  2/,„) 


dt^ 


Stellen  wir  dieses  Resultat  mit  dem  vorher  gefundenen 
Satze  zusammen,  so  ergiebt  sich  das  nachfolgende  Theorem: 

Zerlegt  man  das  Polynom  der  Gleiclmny  (22)  in  seine  mit 
Adjungirung   von   x,  y^,  y.^,  •  •  •  ym    algebraisch   irreductihlen 
Factoren 
(28)  G(x,  t,  y„...ym) 

=  9i{^,t,yi,'-  y^n)  9->  (x,  t,y^,...  ijy,)  ...go{x,t,y^,...  ym) , 
so  l'ann  man  das  System  der  vorgelcgtefi  Di/ferentialglelchiingen 
durch  die  N  ==  v^  .  V2  .  .  .  Vm  dem  gegebenen  völlig  äquiva- 
lenten Systeme 


(29) 


dyi 

9x1  (f^^ 

hq^ 

2/1,   2/2,  • 

•  •  2/„,) 

dx 

dg^{x. 

h,, 

2/1  ,   2/2  ,  • 

•  •  ym) 

dy.2 

9X2{'^> 

%^ 

2/1,   2/2.    • 

•  ym) 

dx 

dg^{x. 

%, 

2/1,2/2,- 

•  •  Vrn) 

dVm 

9Xm(^ 

% 

2/1,  2/s,  • 

•  •  ym) 

dx 

^9x{^^ 

%' 

2/1,2/2,- 

•  ym) 

ersetzen,  in  tvelchem  gx,  gxi ,  ■ '  •  yxm  ganze  Functionen  der  ein- 
geschlossenen Grössen  bcdetden,  X  die  Werthe  1,  2,...  6  an- 
nimmt, und  tx(>  der  lleihe  nach  alle  Lösungen  der  in  t  mit 
Adjiinf/irung  von  x,  y^,  y.,,...y,i,  algebraisch  irrcductibeln 
GUicIiuug 
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(30)  cjxipc,  t,  y^,  y2,...y,n)  =  0 

darstellt. 

Es  ist  aber  wesentlich  hinzuzufügen^  dass  die  Reductioii 
des  Differential gleichungsystems  T.  (11)  auf  die  Systeme  (21) 
stets  ausführbar,  dass  jedoch  die  Zurückführung  auf  die  Systeme 

(29)  im  Allgemeinen  nicht  wirklich  herstellbar  ist,  weil  wir 
die  Gleichung  (22)  im  Allgemeinen  nicht  in  ihre  mit  Adjun- 
girung  von  x,  y^,  y^,  .  .  .  ym  irreductihlen  Facto ren  zerlegen 
können,  und  somit  nur  die  Existenz  solcher  durch  (29)  und 

(30)  dargestellter,  dem  Systeme  I.  (11)  völlig  äquivalenter 
Differeutialgleichungsysteme  durch  das  Vorige  nachgewiesen 
ist.  Bemerkt  man  aber  ferner,  dass  man  in  einer  irreductibeln 
Gleichung,  wie  es  (30)  sein  soll,  von  einer  ^-Lösung  aus- 
gehend continuirlich  zu  allen  ^-Lösungen  dieser  Gleichung 
gelangt  durch  geschlossene  Wege  der  Variabein  x,  y^,  y^,.  .-ym, 
so  wird  man  die  Differentialgleichungsysteme  (29),  welche 
den  verschiedenen  Lösungen  einer  Gleichung  (30)  entsprechen, 
durch  ein  solches  System  repräsentirt  denken  können,  und 
daher 

das  System  I.  (11)  durch  die  6  DifferentialglcicJmngsysteme 
ei' setzen  können 


(31) 


worin  tx  irgend  eine  Lösung  der  6  mit  Adjungirung  von 
^^  ViJ  Vi)  ■  •  •  Vm  irredtictiheln  algehraischen  Gleichungen  (30)  ist. 
Dass  die  Lösungen  t  der  GleicJiungen  (30)  ebenso  ivie  die 
der  Gleichung  (22)  seihst  wieder  als  lineare  ganze  Functionen 
der  Ableitungen  tn  der  Form 

(32)  t=.a,^+a,^  +  ...  +  „..^ 

darstellbar  sind,  geht  aus  (3)  hervor,  worin  die  verschiedeneu 


dyi 

9xi{^^ 

h, 

yi> 

2/2,   • 

-  2/„0 

dx 

^gx{x, 

h 

Vi, 

2/2,  • 

•  Vm) 

dVm 

y?.m{^' 

h^ 

dt, 

2/2,   • 

■  y.n) 

dx 

dg^(x, 

h, 

Vi, 

2/2,   • 

■-yrnY 
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den   Gleichungen  I.  (11),    als    algebraische    Gleichungen    in 

-j^  aufgefasst,  genügenden  Werthe  der  Differentialquotienten 

die  verschiedenen  ^-Werthe  liefern  werden. 

Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dass  die 
Einführung  einer  solchen  Grösse  t  nicht  daran  gebunden  ist, 
dass  dieselbe  eine  lineare  Function  von  Y^,  i^o?  •  •  •  ^'«  ^•'^^> 
sondern  dass  alle  unsere  Schlüsse  unverändert  bleiben,  so 
lange  nur  t  eine  rationale  Function  von  Yj,  1^2;  ••  •  ^'«  ^s^; 
und  sich  diese  letzteren  Grössen  durch  eine  bestimmte  An- 
zahl dem  t  gleichgestalteter  Ausdrücke  m,  v,  «;,  .  .  .  wiederum 
rational  ausdrücken  lassen,  wobei  in  alle  diese  rationalen 
Functionen  auch  wieder  x,  y^,  ij.^,...ijm  rational  eintreten 
dürfen.  Sei  nun  t^  eine  solche  Grösse,  welche  eine  Lösung 
der  mit  Adjungirung  von  x,  y^,  y^,  ■  •  •  ym  irreductiblen  Glei- 
chung ist 

(33)  t-  -f  x,{x,y„..y„)t"-'  -] Xn{x,y,,  .  .  .  y,„)  =  0, 

in  welcher  r, ,  .  .  r„  rationale  Functionen  bedeuten,  und  für 
welche 

(34)  Fl  =  r,  (x,  yi,    ■  •  y„„  h),--  ■  F«  =  r,n{x,  y^,  ■  ■  ■  y,„,  Q 
und 

(35)  ti=='>'{^,  Viy  •••  Vm,    in  •  •  •    Y„), 

worin  r,  ^j,  ...  r„,  wiederum  rationale  Functionen  sind; 
seien  ferner  mit  Hülfe  einer  anderen  Grösse  t^,  welche  die 
Lösung  einer  mit  Adjungirung  derselben  Grössen  irreductiblen 
Gleichung 

(36)  T"  +  9i(.x,  y„...  y„?)t"-^  H h  (),(.r,  ?/i ,  •  ■  •  y„)  =  0 

ist,   1^1,...  Y,n  wiederum  rational  in  der  Form  dargestellt 

(37)  1\  =  El (x,  y/i ,  •  •  •  y„„  Ti),  •  •  •  r,„  =  li,n{x,  ?/,,•••  y,n,  t,), 
während 

(38)  Ti  =  Tl(x,  ?/,,•••  Vnn  Yi,    ■     Z„) 

ist,  so  erhält  man  durch  Einsetzen  der  Wev.the  (34)  in  (38) 
mit  Benutzung  der  Gleichung  (l>3),  indem  man  die  rationale 
Function  von  ^j  wie  oben  in  eine  ganze  und  wiederum  ver- 
mittels der  Gleichung  (."».'>)  in  eine  solche  n —  1*"'  Grades 
verwandelt. 
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(39)  Ti   =  'SiJ.V,y„  ■   •   ■  tjrn)   +   9llC^,  !/l,  •   •   •  y,n)t,    H 

worin  ^t^,  Üij  .  .  .  '^n-i  rationale  Functionen  bedeuten.  Da 
man  aber  aus  den  Gleichungen  (39)  und  (33)  durch  Eli- 
mination von  ti,  wie  unmittelbar  ersichtlich,  eine  Gleichung 
n*®"  Grades  in  Tj  erhält,  deren  Coefficienten  rational  aus 
X,  y^,  .  .  .  y„i  zusammengesetzt  sind,  so  folgt,  dass  v  nicht 
grösser  als  n  sein  kann,  weil  die  irreductible  Gleichung  (36) 
sonst  mit  der  Gleichung  niederen  Grades  die  Lösung  Tj  ge- 
mein hätte,  was  nicht  angeht;  ebensowenig  kann  n  grösser  als 
V  sein,  was  genau  so  folgt,  wenn  man  die  Werthe  (37)  in  (35j 
einsetzt  —  es  muss  also  n  =  v  sein,  und   wir  finden   somit, 

dass,  wenn  man  die m algebraischen  Funetionen  Y^,  Fg, ...  Ym 
von  X,  yi,  .  .  .ym  als  rationale  Functionen  von  zwei  verschiedenen 
Grössen  t^  und  t^  so  darstellt,  dass  jede  dieser  sich  auch  ivieder 
mit  Adjungirung  jener  Grössen  x,  y^,  .  .  .  y,n  als  rationale 
Function  von  F^ ,  ...  F,«  ausdrücJcen  lässt,  die  beiden  die  Grössen 
t^  und  Tj  deßnirenden,  mit  Adjungirung  von  x,  y^,  .  .  .  y„, 
irreductiblen  Gleichungen  stets  von  demselben  Grade  n  sind; 
wir  können  daher  in  dem  angegebenen  Sinne  sagen,  die  alge- 
braischen Funetionen  Y^,  Y2, .  .  .  Ym  gehören  mmi  Grade  n. 

Mit  Rücksicht  hierauf  werden  wir  das  Dififerential- 
gleichungsystem  (31),  wenn  die  irreductible  Gleichung  (30) 
vom  fi**'"^  Grade  in  Bezug  auf  t  ist,  ein  System  w*^'  Klasse 
und  ^^'"^  Grades  nennen. 

4,  Hat  man  es  wieder  mit  einer  Differentialgleichung 
höherer  Ordnung 

zu  thun,   welche  in  — "     vom  A;''"  Grade  sein  mag,  so  wird 

das  Differentialgleichuugsystem  I.  (13)  nach  der  oben  auf- 
gestellten Normalforni  (21),  (22)  den  folgenden  k  Differeutial- 
gleichungsystemen  äquivalent  sein: 

^    ^  dx  ^2?       ^^.  ^3  ^^  Uny        ^^  h 

worin  t  alle  Lösungen  der  Gleichung 

Koenigsb orger,   Lehrbuch.  2 
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(42)  F{x,  y,,  y,,  ■■■yn,  f)  =  0 

bedeuten  wird,  und  durch  ZerleguDg  vou  (42)  in  die  mit 
Adjimgirung  von  x,  y^^,  «/^ ,  •  ■  .  yn  irreductibeln  Faetoren  er- 
hält man  die  den  Systemen  (31)  entsprechenden  Darstellungen, 
wobei  man  wegen  der  Analogie  mit  den  Normalsystemen  die 
Gleichungen  (41)  noch  auf  beiden  Seiten  mit 
dF(x,y,,  y.,,  ...  y,^,  t) 

muliiplicirt  denken  muss. 


ITT.  T)efiiiitioii  iiiid  Existenzlx'weis  der  TntegTalo  von 
Diifereiiti.alftleichuiigsystemeii  l)elie]n*;2;er  T\lasse. 

1.    Sei   nun   ein   Differentialgleichungsystem  m^^'^  Klasse 
in  der  Normalform  vorgelegt: 

dx  ^-r^yj.,  (j  ,   //j , 


(1) 


dG{x, 


dt, 
1  ,  2/i  . 


dt. 


dG{x,t,,  ^j,  .  .  .  ?/,„) 


(rm{}r,f^,    ?/,,••   -Ihn), 


dt,  dx 

worin   /,   eine  Lösung  der  Gleichung 

(2)  G{x,t,,y„  •••?/,„)  =  0 
oder 

(3)  (5),  {x,  y,,  ■■■  y„)  t'^  +  ®,  {x,  y,  ,••■  y,„)  t'^-^  +  ■  ■  • 

+   ^n  (■*',  Vi  ,    •  •  •  ^»0  =  ^ 

ist,  in  der  ^o^^d  •  •  •  ®«  ganze  Functionen  bedeuten,  so  ist 
zunächst  klar,  dass,  wenn  wir  irgend  einem  bestimmt  ge- 
wählten Werthe  |  von  x  die  beliebig  gewählten  Werthe 
Vi}  V>}  ■'•'Hin  von  yi,  y-2}  •  •  •  Vm  zuordnen,  die  nur  der  Be- 
dingung unt«!rliegen,  dass  die  dem  Zweige  f^  entsprechende 
Lösung  r^  der  Gleichung 

(4)  ai^,f„ri„...ri„:)  =  0 

eine  endliche   —    was  stets  der  Fall   sein   wird,  wenn 
(^oU,  Vi;    tk,   •••  U'") 
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von  Null  verschieden  —  und  zugleich  eine  einfache  ist,  den 
Differentialgleichungen  gemäss  die  nächsten  einem  Incremente 
dx  von  I  entsprechenden  ?/-Werthe  fest  bestimmt  sind.  Denn 
da  für  den  dem  Werthesystem  |,  i^i ,  ...  ^,„  zugehörigen  end- 
lichen Werth  Ti  der  zweiten  Bedingung  gemäss  bekanntlich 

von  Null  verschieden  sein  muss,  so  folgt  aus  den  Differen- 
tialgleichungen (1) 

dy^  =  G^{1,  t„  7],,  ■  ■  •  n,.)dx  :  (^ '   'g//' Jt,=r, 

(5) 


dym  =  Gra{^,  t„  7]„   ■  -  •  f],n)  dx  :  (^ ^ jj^ j^_^^, 

und  es  ist  somit  den  Differentialgleichungen  entsprechend  das 
dem  Werthe  ^-\-dx  zugehörige  Werthesystem  der  abhängigen 
Variabein  rj^  -f-  dy^ ,  rj.^  +  dp^,  •  •  •  t],,,  +  dyrn  gefunden. 
Nehmen  wir  an,  dass  für  diese  neue  Werthecombination 
ebenfalls  die  beiden  oben  angegebenen  Bedingimgen  erfüllt 
sind,  so  wird  man  zu  einem  nächsten  benachbarten  x-Pnnkte 
wiederum  die  den  Differentialgleichungen  gemäss  bestimmten 
entsprechenden  Werthe  von  y^^ ,  ...  y,n  finden  können  u.  s.  w. 
Zieht  man  also  von  |  aus  in  der  rc-Ebene  irgend  eine  Curve, 
so  werden  unter  der  Voraussetzung,  dass  jene  beiden  Be- 
dingungen längs  dieser  Linie  erfüllt  sind  oder  dass,  wie  wir 
es  von  nun  an  ausdrücken  werden,  die  sich  ergebenden  Werthe- 
systeme  von  x,  y^y-Vm  längs  dieser  Linie  nicht  singulare  sind,  die 
Werthe  der  Grössen  y^,  y-2-,  •  ■  >  Vm  ^^'^  Differentialgleichungen 
entsprechend  für  alle  Punkte  dieser  Linie  bestimmt  werden 
können.  Aber  das  Problem  der  Integration  eines  DifjerentiaJ- 
gleichungsystems  bestellt  nicht  in  der  längs  einer  Linie  imnld- 
iveise  ausgeführten  Werthebestimmung  der  abhängigen  Variabein, 
sondern  sucht  «/,,  y^,  ■  ■  ■  Vm  so  (ds  Functionen  der  complexcn 
Variabclu  x  su  bestimmen,  dass  dem  Systeme  (1),  (2)  für  alle 
X  innerhalb  bestimmter  FläcJienräumc  idcntiscli  Genüge  geschieht. 

Ob  und  wie  dies  möglich  ist,  wird  zu  untersuchen  sein. 

2.  Wir  schicken  der  nachfolgenden  Auseinandersetzung 
einen  Hülfsatz  voraus.     Sei  eine  algebraische  Gleichung 
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(6)  G{t,z„z.,,  ...^„)  =  0 

zwischen  der  abhängigen  Variabein  t  und  den  unabhängigen 
Variabein  ;S, ,  z.,,  .  .  .  Zn  gegeben,  und  mag  den  Werthen 
^j  ^  ^j,  ■  •  •  Zu  ^=  In  als  eine  der  Lösungen  der  algebraischen 
Gleichung  der  endliche  Werth  ^  =  Tj  entsprechen,  —  Ti  wird 
stets  endlich  sein,  wenn  der  Coefficieut  der  höchsten  Potenz 
von  t  für  das  Werthesystem  t,^,  •  ■  .  tn  von  Null  verschieden 
ist,  —   werde  ferner  angenommen,  dass 

dt 
für  das  Werthesystem  r^,  ^j,  .  .  .  ^,i  von  Null  verschieden  sei, 
(1.  h.  dass  die  Gleichung 

(7)  Git,  l,,  ••■e-O-0 

die  Lösung  Tj  nur  einfach  habe,  so  soll  untersucht  werden, 
welches  die  analytische  Entwicklung  derjenigen  Lösung  der 
algebraischen  Gleichung  (G)  ist,  wefche  für  -Sj  =  ^,  ,  •  •  •  Zn  =  ^„ 
den  Werth  r^  annimmt. 

Setzt  man  die  ganze  Function  (G)  in  die  Form 

(8)  n,it'-r,)  +  o.,{z,-t,)+a,{z,-t:)+---  +  a„{z,-t,) 

+  «00  Q  —  Ti)'  +  «n  {z^  —  tif-\ h  ««n  {^n  —  ^0^ 

+ 

+  «o...o(^-0'+«i...i(^i  —  ^.)'+     ■    ■    ■    =0, 
worin  v  die   höchste  Dimension   der  Gleichung  (6)  bedeutet, 
und  sei  A  der  grösste  der  Moduln  der  Coefficienten  Oapy..., 
unter  denen 

(t))      mod  ttn,  =  mod  I ^ ^- 1  =  a 

^    ^  \  Ot  /r,,  ?,  ,o,,  ...c„ 

der  Annahme  nach  von  Null  verschieden  ist,  so  soll  es  sich 
darum  handeln,  die  durch  (8)  definirte  Function  i  von  ;?, , 
z^,  ...Zu.  mit  derjenigen  Function  u  von  z^,  z^,  .  ..Zn  /ai  ver- 
gleichen, welche  durch  die  Beziehung 

(10)  a{u  -  r,)-^(.^,-  g,)  -A{z.,  -  Q A{z,^  -  &„) 

-A{n-x,Y-A{z-%,f A{z,.-%:f 

—  yl(?<  — T,)(^,  — ^,) A{Zn-X—t,n-\)i/.„  —  t^ 

-A[:u—xJ'~- 


in   int.  =  0 
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clefiuirt  ist,    deren  linke  Seite  in's  Unendliche  fortläuft,  und 
die  wir  durch  die  Gleichung 

ersetzen  können,  welche  um  fj,  ^^,  ...  ^,j  herum  convergeut  ist. 
Bildet  mau  nun  die  partiellen  Diiferentialquotienten  von 
t  resp.  u  nach  0^,  S2,  .  •  •  ^n,  so  folgt  aus  (8) 

^"ä^  +  «1  +  ^^'oo(^  -  -^i)  §^  +  2«n  {z,  -  ^1) 
+  «Ol  (^1—^1)  ^~  +  «Ol  (^  -  -^i)  H =  0 


(12) 


c . 


+  «Ol  ^^^  +  «01  ('^:-^i)^^+«üi|^+  •••=0 
+  «01(^1  -^i)^^;;^^  +  «Ol  ||^  +  «12  +  •  •  •  =  0, 


und  analog  aus  (10) 

—  ^(«  — ri)  +  --.  =  0 


^  1^ -^ -2^(^*  -  0|^-2^(^ -^0-^(^ -2;0gi 


(13) 


czr  \dzj  '■         '^<70,-  3-Si 

<  /  c,  \d^u         .du  ,, 

^(^i-eo^-^äT:--™^ 


d^u         n.   i  du    du        c>  A  ,  \     d'^u 

a  ^ — ^ 2Ä^—  5 2^('W— T.) 


dsidz.^  dz^  d 2.^  ^  ^^dz^dz., 

^  ^      ^■''  cz^dz^  dz.,  ' 

und  somit  nach  der  Definition  der  Grösse  A  und  mit  Rück- 
sicht auf  die  Beziehung  (9),  Aveini  der  Werth  einer  Grösse  P 
für  t  =  t^,  u  =  t^,  Si  =  ti,  •  ■  •  ^n  =  ^n  durch  die  Klammer 
(P)i  angedeutet  werden  soll. 


22  Erstes  Kapitel. 

«  ''^«•^  (^.7),  =  "^'^^^  «1  <  ^  <  «  (1,;)^ 
a  mod  L  _  sj    <  2  nioil«yo  ™od  (^)  +  ^  niod  «n 

-|-  mod«m  iiiüd  \   ~) 

^*  "^^^^  Gf  a^),  <  ^  "^^^  «"0  mod  (1^)  mod  (||)^ 

+  mod  «Qi  mod  \^)  +  mod  a^^ 

^CZj^     \C  Zj  ^     '  \(7*2/i 

u.  s.  w.,  allgemein 

Bildet  man  nun  mittels  der  aus  den  Gleichungen  (13) 
abgeleiteten  Wertlie  der  partiellen  Differentialquotienten  die 
Reihe 

(15)      f/=  r,+fe- 5,) (1^)^ +  ..•  +  (.-„  -5„)  (/'"-)_ 

mit  Benutzung  der  gebräuchlichen  symbolischen  Bezeichnung, 
so  folgt,  weil  aus  (15)  sich 

^    ^        U  z, "'  a  ^,"^ .  •  •  a  <n ;^  ~  Va  ^;;'.  ^  z^'-^ . . .  a  <« j^ 

ergiebt,  und  die  letzteren  Differentialquotienten  durch  succes- 
sive  Differentiation  aus  der  (.{leichung  (lOj  abgeleitet  worden, 
also  nichts  anderes  ausdrücken,  als  dass  u  nicht  bloss  für 
0^=  t,i,  •  •  •  pj„  =  t,n,  sondern  auch  für  die  weitere  Fortsetzung 
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dieser  Variabeln  der  Gleicliiiiig  (10)  genügen  soll,  dass  U  in 
der  Umgebung  von  ^y,  .  .  .  ^n  die  Gleichung  (10)  befriedigen 
wird,  wenn  nur  noch  die  Convergenz  der  Reihe 

(17)  „=r,  +  (.,-?,)(|^)+.-.  +  (.„-y(j;^)^ 

in  der  Umgebung  dieser  Werthe  festgestellt  sein  wird.  Da 
sich  aber  (11)  in  die  Form  setzen  lässt 

(18)  (^a-\-Ä)(u—t,)-i-A- 

für  hinreichend  den  Werthen  Tj,  ^j,  .  .  .  t>i  benachbarte  Werthe 

von  u,  ^i,  .  .  .  Sn,  oder 

und  sich  bekanntlich 

(1  -  vf 

für  alle  v,  deren  Modul  <  1  ist,  in  eine  nach  ganzen  posi- 
tiven steigenden  Potenzen  von  v  fortschreitende  Reihe  ent- 
wickeln lässt,  so  wird  u  in  der  Umgebung  von  t,^^,  .  .  .  t,n  in 
eine  Potenzreihe  nach  z^  —  t,^,  ■  •  ■  0n  —  ^n  entwickelbar  sein 
und  dann,  wie  bekannt,  die  Form  (17)  haben  müssen,  so 
dass  diese  letztere  Reihe  als  convergent  nachgewiesen  ist. 
Bildet  man  nunmehr  mit  Hülfe  der  aus  (12)  abgeleiteten 
Werthe  der  partiellen  Differentialquotienten  von  t  nach 
^i,  .  .  .  Zn  genommen  die  Reihe 

(20)   T=  r,  +  (.-,-5.)  (1^)  +  ...  +  (.-„  -  S„)  (1^)^ 

SO  wird  vermöge  der  Ungleichheiten  (14),  weil  Potenzreihen 
zugleich  mit  der  Reihe  ihrer  Moduln  convergireu,  mit  (17) 
auch  die  Reihe  (20)  jedenfalls  in  der  früher  festgestellten  Um- 
gebung convergent  seiu,  und  zugleich  wieder  wegen  der  succes- 
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sive  aus  (8)  abgeleiteten  Differentialquotienten,  genau  wie 
oben,  2'  =  t  sein,  so  dass  für  die  Gleichung  (8)  oder  (6)  die 
in   der   Umgebung   von  ^^,  .  .  .  tn   convergirende  Reihe 

(21)      t  =  r,+iz,-  S,)  (|^)_  +  -■■+(,.-  i.)  (ß-^^ 

die  Entwicklung  derjenigen  Lösung  t  ist,  welche  für  ^i  =  ^i,--- 
Zn  =  in  den  Wert  t^  annimmt.  Wir  erhalten  somit  den  fol- 
genden Satz: 

Wenn  in  der  algebraischen  Gleichung 

dem  Werthesysteni  ^^  =  ^j ,  *2  =  t>,  •  •  •  ^n  =  S«  <^^'^*  endlicher 
Werth  Tj  von  t  entspricht  von  der  Beschaffenheit,  dass  nicht  auch 

dG(t,  S^,  Z^,  .-.Zn) 

dt 
für  das  Werthesystem  t  =  t^,  z^  =  i,^,  •  •  ■  Sn  =  t,i  verschivindet, 
also  Tj  eine  einfache  endliche  Lösung  der  Gleichung 

ist,  so  lüsst  sich  dieser  Ztveig  t  der  algebraischen  Function  von 
z^,z.^,  ...Sn  i"^  der  Umgehung  von  i^,  ^2,  •  •  -tn  «^  eine  nach  posi- 
tiven ganzen  steigenden  Potenzen  von  z^  —  ^1 ,  ^2  —  ^2?  • "  ••^«  —  t« 
fortschreitende  Reilie  entivicheln. 

Man  sieht  zugleich  unmittelbar,  dass,  wenn  wir  nicht 
von  der  algebraischen  Gleichung  (6)  ausgegangen  wären, 
sondern  t  als  Function  von  z^,Z^,  ••-Sn  in  der  Umgebung  von 
Si,^2>'--S«  durch  die  Gleichung  (8)  definirt  hätten,  wir  für 
diese  letztere  auch  eine  in's  Unendliche  fortlaufende  con- 
vertrente  Reihe  von  ganzen  Potenzen  von 

t  ■f  1  )    ^1  bl  y    ^2  b2>  ■  ■  ■  "^'i  »« 

hätten  wählen  können,  ohne  dii.-s  die  weiteren  Schlüsse  irgend 
welche  Aenderung  erfahren  hätten*),  und 


*)  weil  man,  wie  wir  gleich  nachher  sehen  werden,  ohne  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  voraussetzen  darf,  dass  die  Coefficienten 
dieser  unendlichen  Reihe  siinnntlich  unter  einer  bestimmten  endlichen 
Grenze  liegen. 
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es  gilt  also  der  eben  ansgesprocJiene  Satz  atieh  dann,  ivenn 
die  algebraische  Gleichung  (6)  durch  eine  nach  positiven  steigenden 
ganzen  Potenzen  der  bezeichneten  Grössen  fortlaufende  unend- 
liche Beihe,  d.  h.  durch  eine  in  der  Umgebung  der  Werthe 
"^tj  ^ij  ^2>  •••  ^n  eindeutige  Function  von  t,  z^,  z^,  ...Zn  ersetzt  tvird, 
die  für  diese   Werthe  selbst  verschwindet. 

3.  Gehen  wir  nunmehr  zu  dem  Differentialgleichungsystem 
(1)  zurück  und  suchen  festzustellen,  ob  für  einen  willkürlich 
gegebenen  Werth  x  =  ^  functionale  Ausdrücke  für  yi,y.,,  •  ■  •  y,n 
existiren,  welche  in  (1),  (2)  eingesetzt  diesen  Gleichungen  in 
der  Umgebung  von  |  für  einen  ganzen  Flächentheil  der  com- 
plexen  Variabelu  x  Genüge  leisten.  Zunächst  konnte  ohne  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  angenommen 
werden,  dass  die  Gleichung  (2)  nicht  gleiche  Lösungen  habe, 
oder  dass  nicht  mit  (2)  zugleich  für  willkürliche  x,  Vi, 112,  •  •  •  Vm 
die  Gleichung  bestehe 

da  wir  im  entgegengesetzten  Falle  durch  rationale  algebraische 
Operationen  die  Gleichung  (2)  von  der  Vielfachheit  der  Lösungen 
befreien  konnten.  Mögen  nun  dem  willkürlichen  Werthe  x  =  ^ 
die  ebenfalls  willkürlichen  Werthe  2/i  =  ^i>  2/2  =  V2}  '"Vm  =  Vm 
zugeordnet  werden,  die  nur  der  Beschränkung  unterliegen 
sollen,  dass  der  in  Betracht  kommende  Zweig  ti  der  durch 
die  Gleichung  (2)  definirten  Function  t  von  .f,  y,,  .  .  .  u,n  füi' 
iiO  =  ^,y^'=r]i,  •  ■  •ym  =  rjm  ^^^  endlichen  und  einfachen  Wurzel- 
werth  Tj  der  Gleichung 

(23)  0{i,jtj^,rii^n.,--  ■  r]„)  =  0 

annehme,  so  dass  also 

/gg(g,  ^,   ?3t,  Tjo,  ...   Tj„^)\ 

von  Null  verschieden  ist. 

Nach  dem  eben  bewieseneu  Hülfsatze  wird  sich  der  zu- 
gehörige Zweig  ty  der  Gleichung  (2)  in  Folge  der  gemachten 
Annahme  in  eine  um  ^,  i^j,  j^^j  •  •  •  ^'«  innerhalb  bestimmter 
Kreise  mit  den  resp.  Radien  p^,  q^,  q.^,  ...  q,„  convergireude 
Potenzreihe  von  der  Form  entwickeln  lassen 
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(24)   t,  =  x,-]r  «„  {x  —  l)-\r-  a,  (y,  -  >/,)  -| [-  a„,  (y/,„  -  ,;„,) 

+  ('m (^  —  ^f  +  «1 1  (!/i  -  '?i  J'  H h  «".'.  (!/"<  — »?"-)" 

+  ^'oi  (^  -  i)  (:!Ji  -  '?i)  H 

+ , 

und  somit,  wenn  diese  Eütwickluug  vou  f^  iu  die  dem  Systeme 
(1)  zugehörigen  Functionen 


Ga{x,  t^,yy,y.^,  .  .  .2/m)  und 
eingesetzt  wird,  sich 


dt^ 


V   ^)  dG(x,t^,y^,y,^,--y^\       a  +  r(x—^,  y,- rii,y«  —  r]2>-y,u  —  ^,S 


0 


dt^ 


ergeben,  worin  Ha  uüd  r  nach  positiven  ganzen  steigenden 
Potenzen  der  eingeschlossenen  Grössen  fortschreitende,  für 
X  =  ^ ,  iji  =  rj^,  ■  ■  ■  ijm  ^=  rj„i,  verschwindende  Reihen,  und  A^,  a 
Constanten  sind^  von  denen  die  letztere  durch  den  Ausdruck 

'dG(x,  t,,y,,y.,,  ...y,,^y 

i,^i,  Vi, 


(26) 


«=(^ 


^*i  /*-,^i,  Vi,  •■•'/,/ 

bestimmt  ist.  Da  aber  der  Annahme  nach  a  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  lässt  sich  wiederum  nach  dem  vorigen  Hülfsatze 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (25)  in  eine  nach  steigenden 
positiven  ganzen  Potenzen  von  x  —  ^,  yi~  Vd  "  '  ym  —  V"<^  f^^'^" 
schreitende,  iu  der  Umgebung  von  ^,  rj^^,  .  .  .  rj^  in  Kreisen 
convevgirende  Reihe  entwickeln,  so  dass  die  Gleichungen  (1) 
in  der  Umgebung  dieser  Punkte  durch  das  Differential- 
gleichungsystem 

X^  = '-1(^-1,2/1 


(27) 


^5  =  ^.(^-^.!/i 


■!/'> 

•!/'. 


^"0 


dy, 
,  dx 


=  r,„{x  -l,y, 


V" 


Vm) 


ersetzt  werden  können,  worin  r,  ,>„,...  r„,  wieder  Potenzreihen 
bedeuten,  die  innerhalb  der  mit  den  resp.  Radien  r^),  Vj, . . .  r,„ 
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dX 

=  % 

{X, 

Yr, 

Y,,-- 

•  r,„) 

dY, 

dX 

=   9^2 

(X, 

Yu 

Y^,- 

•  r,.) 

,  dX 

=-%, 

{X 

Y^, 

Y„- 

•  •  Y„d, 

um  i,,  rji,  . .  .rj,„  gelegten  Kreise  convergiren  mögen.  Trans- 
formiren wir,  um  eine  kürzere  Schreibweise  für  den  nach- 
folgenden Beweis  zu  ermöglichen^  das  Difterentialgleichung- 
system  (27)  durch  die  Substitution 

(28)     x  —  ^  =  qX,     yi  — Vi  =  qYi,  ■■■'!)>„— ri,„  =  QY,n, 

worin  q  kleiner  als  die  kleinste  der  Grössen  r„,ri,...r„i  sein 
soll,  so  erhalten  wir 


(20) 


worin  ^^ ,  9^^,  .  .  .  'tR,u  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von 
X,  1\,  .  .  .  Y,a  fortschreitende  Reihen  bedeuten,  deren  Con- 
vergenzkreise  nach  (28)  um  die  Nullpunkte  dieser  Variabein 
gelegt  sind,  und  deren  Convergenzradien  der  Grössenbestim- 
mung  von  q  zufolge  grösser  als  die  Einheit  sind.  Daraus 
folgt  aber,  dass  diese  Reihen  auch  convergent  sind,  wenn 
X  =  Y^  =  •  •  ■  =  Yrn  =  1  gesetzt  wird,  d.  h.  dass  die 
Reihen  der  Coefficienten  an  sich  convergiren,  und  deren 
Moduln  also  sämmtlich  unter  einer  bestimmten  endlichen 
positiven  Zahl  Ä  liegen  müssen.  Stellt  man  nun  das*  System 
(29)  mit  den  Differentialgleichungen 

'g  =  ^  { 1  +  X  +  z,  +  ...  +  z„,  +  X'  +  z;^  +  ••• 

^=  .4  {1  4-  X+  Z,  +•••  +  Z,.  +  A-'  +  Z^  +  ... 
+  ZJ+  XZ,  +  ...  4-Z„,_iZ,.  + ... } 


(30) 


dZ, 


^^^  =J.{1  +  X+Z, +...  +  z,,  +  x^'  +  z/-^  +  ... 

V  -^ZJ  +  XZ,  +  •••+  Z,„_iZ,„  +  .•■) 

zusammen,  so  sieht  man  unmittelbar  durch  den  auf  die  beiden 
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Systeme  (20)  und  (30)  wiederholt  ausgeführten  DifFerentiatious- 
process,  genau  wie  oben  für  algebraische  Gleichungen  gezeigt 
worden,  dass 

da  aber  aus  (30) 

dX  ~  dX  dX' 

also,  da  die  Nullwerthe  sich  entsprechen  sollen, 

(32)  z,  =  Z,=     ■  =  Z,,,  =  Z 

folgt,  so  wird  Z  durch  die  Differentialgleichung  definirt  sein 

(33)  ^.  =  ^(l+X  +  X^'  +  ..-)(l  +  ^+^^^  + •••)'" 
oder  durch 

(34)  ''fx  =  ^.('  +  ^+^' +■■■)■ 

Da  nun  mit  Zuordnung  von  X  =  0,  Z  =  0  die  Beziehung 

(35)  (l_Z)-+:  =  l_^^,;^4-l)(X  +  iX^^-iX^+...), 

wie  durch  Differentiation  ersichtlich,  der  Gleichung  (34)  Ge- 
nüge leistet,  diese  aber  auch  in  die  Form  gesetzt  werden  kann 

1 

(36)  Z=l-{l-^(m  +  l)(X  +  iX^  +  JX^+---)}'"+S 
und  somit  für  hinreichend  kleine  X  die  Function  Z  in  eine 
Fotenzreihe  von  X,  also  in  eiue  Reihe  von  der  Form 

verwandelt  werden  kann,  so  folgt  zunächst  wieder  aus  der 
Ungleichheit  (31),  dass  jedenfalls  auch  die  Reihe 

(3«)  ^'■-^.{'ä)+^:{Tx^+- 

um  X  =  0  herum  convergent  sein  wird. 
Da  aber  in  dieser  Reihe  unter 


(.ITA     /,r'i-,s 


diejenigen  Werthe  verstanden  sind,  welche  aus  dem  Systeme 
(29)  durch  successivc  Differentiation    entstehen,    so    wird  i/^ 
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eine  Function  von  X  definiren,  für  welche  die  sämmtlichen 
Differentialquotienten  fürX=0,  also  .sümintliche  erste  Dif- 
ferentialquotienten für  beliebige  X  in  der  Umgebung  dieses 
Punktes  dem  Systeme  von  Differentialgleichungen  (29)  ge- 
nügen, und  somit 

A  um  X  ==  0  convergente  Reihen  darstellen,  welche  das 
Differentialgleichungsystem  (29)  befriedigen  und  Integrale 
dieses  Systemes  genannt  werden.     Wäre 

.     .  A^5^/\         fd'^Y.X  fd^YA 

so  würde  Y}.  constant  gleich  Null  sein,  und  sich  dann  aus 
der  Differentialgleichung 

für  willkürliche  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  gelegene 
Werthe  des  X  zwischen  den   übrigen   Integralen    Yj,  I"2,  .  •  . 

Yx-i,  Fa+i,---  Ym  die  Beziehung 

(41)  Uxix,  r^,-..  Yx-r,o,  r,+„.--r,„)  =  o 

ergeben;  verschwinden  jedoch  die  Grössen  (40)  für  jedes  A, 
so  dass 

(42)  r,  =  i;  =  •  ■  •  =  i;.  =  0 

ist  in  der  Umgebung  von  X  =  0,  so  wird 

(43)  «R,(X,0,0,.--0)  =  0 

sein  für  A  =  1,  2,  •••  m,  d.  h.  es  dürfen  in  der  Entivicldtmg 
9?;.  gar  leine  von  Y,,  Y.^,...  Ym  freien  Glieder  vorJconwicn.  und 
umgekehrt  sieht  man  unmittelbar,  dass,  wenn  die^  der  Fall  ist, 
die  Beziehungen  (42)  ein  Integralsystem  bilden. 

Stellen  wir  nunmehr  das  für  das  System  (29)  gewonnene 
Resultat  mit  den  Substitutionen  (28)  und  den  Diöerential- 
gleichungsystemen  (27)  oder  (1)  zusammen,  so  erhalten  wir 
den  folgenden  Fundamental satz  für  die  Existenz  und  Form 
von  Integralen  eines  Systems  algebraischer  Differential- 
gleichungen : 
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Für  das  System  von  Differentiah/leicJmngcn 


(44) 


in  welchem  t^  eine  Lösung  der  von  gleichen  Wurzeln  befreiten 
algebraischen  Gleichung 

(45)  G{x,t,y„---y,,:)  =  0 

ist,  giebt  es  zu  jedem  tvillMirlich  gewählten  Werthe  |  von  x  stets 
nach  iiositiven  ganzen  steigenden  Potenzen  von  x  —  |  fort- 
schreitende,  in  der  Umgebung  dieses  Pnnides  ^  convergirendc 
Eeihen,  welche  dem  Differentialgleichungsysteme  genügen,  also  ein- 
deutige, endliche  und  stetige  Integrale,  tvelche  für  x  =  i,  die 
beliebig  gegebenen  Werthe  r}i,v}2j  •••''?«  annehmen  und  somit  die 
Form  haben 

(46)  y,  =  n,  +  -1!    U^T j .  +  "Y!     U^^  Jl  +  ■  •  • ' 

vorausgesetzt  dass  der  dem  Werthesysfem  |,  ?/,,.. .  rj,,^  zugeordnete 
Werth  Tj  der  Lösung  t^  der  Gleichutig 

(47)  G{lt„7n,-'-v^„)  =  0 
ein  endlicher,  und  dass  nicht 

\  dt,  )t,=r, 

verschivindet.     Für  den  Fall,  dass  in  der  Entivicldung  von 

~dG(x,t,,y,,  ...  2/„j 
et, 
für  X=l,2,...m   in   der    Umgehung  von   ^,  >/,,  . . .  ijm  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  ^,yi  —  ■»?!  >  " ' '  2/'«  —  "*?'"  ^^cine 
von  yi  —  Vi}'"y"'  —  V'n  freien  Glieder  vorhommen,  tvird  das 
L'degralsystem  (4G)  in  das  constante 

übergehen. 

Aber  das   in   (4G)  gefundene  Integralsystem   ist  auch   das 
einzige  Functionalsystem,  tvelches  dem  Systeme  der  Differential- 
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gleichungen  (44),  (45)  Geniige  leistet  imd  für  x  =  ^  die  Werthe 
rjiyfj^,  ...  rjm  annimmt. 

Denn  existirte  noch  ein  anderes,  also  auch  ein  anderes 
Integralsjstem  für  die  Differentialgleichungen  (29),  welches 
ebenfalls  für  X  =  0  in  allen  seinen  m  Elementen  den  Werth 
Null  annimmt,  so  würde  man,  wenn  die  durch  die  Gleichungen 
(39)  bestimmten  Integrale  mit  Yx  bezeichnet  werden,  das 
zweite  Integralsystem  in  die  Form  setzen  können 

(48)  Y,=  Z-j-i(,, 

worin  der  gemachten  Annahme  gemäss  n^,ii.j,...u„^ii\r  X=0 
verschwinden  müssten,  und  danach  das  Diifereutialgleichung- 
system  (29)  in 

(49)  '^-^^^^^'>R,{XX  +  ^h,--Y,n-\-^t,,^)     (A=l,2,-m) 
oder  vermöge  (29)  selbst  in 

Jx 


dU]  —  — 


—  ^,(X,  ¥„■■■¥„:)  (A  =  1,2,  •••*») 
übergehen.  Denkt  man  sich  nunmehr  auf  der  rechten  Seite 
dieser  Gleichungen  die  Entwicklungen  (39)  für  Yj,  Y^,...  Y,,, 
eingesetzt,  so  erhält  man  nach  positiven  ganzen  Potenzen 
von  X,  ?fj,  ?<2;  •  •-'ff-m  fortschreitende,  um  X  =  0,  u^  ==  0,  •  •  • 
Urn  =  0  convergirende  Reihen,  die,  weil  die  rechten  Seiten  von 
(50)  für  11^  =  u^  =  ■  ■  ■  =  «,„  =  0  verschwinden,  keine  von 
Wj,  «2)  •••**'«  freien  Glieder  haben  dürfen,  so  dass  sich  zur 
Bestimmung  der  Functionen  ii^,  ...u,,,  das  nachfolgende  System 
von  Differentialsleichungeu  ergiebt: 


^  =  (^'l  ,  «2.  •  •  ■  «"Ol  +  (Mi,  ?'.,•••  «m)2  +   •  • 


m 


du ., 

=  (Wj  ,  ?f, ,  •  •  •  M„,)l  +  («1  ''"■>,■•'  ""'X'  H ' 


dX 

in  welchem  (n^,  ik,,  . . .  Um)a  eine  ganze  homogene  Function 
a*«'°  Grades  von  ?f,,  ...n,n  bezeichnet,  deren  Coefficienten  Potenz- 
reihen von  X  sind.  Da  aber  die  Existenz  der  Functionen 
"i;  «2;  ■  ■  ■  *'/«  um  X  =  0  herum  vorausgt^setzt  war,  so  kiMiuon 
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wir  uus  dieselbe  punktweise  auf  einer  von  X  =  0  ausgehenden 
Linie,  so  lange  dieselbe  in  dem  zugehörigen  Convergenzbereiche 
verläuft, berechnen;  nun  sieht  mau  aber  aus (51) unmittelbar,  dass 

(duÄ   _(duA  _        ^('!^\  _o 
\dX/,~~\dX/^'      ■■■        \dXj„       ^' 

und  allgemein,  dass,  wie  aus  successiver  Differentiation  der 
Gleichungen  (51)  hervorgeht,  für  beliebige  q 

ist,  woraus  folgt,  dass  die  Functionen  Mj,  ik^,  ...  u„i  längs  jeder 
beliebigen  von  X=0  ausgehenden  Linie  im  Convergenzbereiche 
um  X  =  0  herum  identisch  Null  sind,  und  somit  nach  (48)  die 
neuen  Integralsysteme  von  (29),  also  auch  von  (44)  mit  den 
früheren  zusammenfallen. 

Sind  einzelne  dem  x  =  ^  zugeordnete  Werthe  von  y^,  y^, 
.  ,  .  y,a  z.  B.  "»^1,  ^2;  •  •  •  ^^  unendlich  gross,  so  wird  man  die 
Ditferentialgleichungen  (1)   und   (2)  durch  die    Substitutionen 

_  i  _  *  _    ^ 

Vi  — «;; '  ?/2  —  ^,_^ )  ■  •  •  2/<5  —  j,^ 

zu  transformiren  und  die  Werthe 

Vy  =  v.^  ==■■■  =  vs  =  0 

dem  X  =  %  zuzuordnen  haben;  sind  dann  in  dem  neuen 
DifiFerentialgleichungsystem  für  die  abhängigen  Variabein  Vy,v.^, 
..Vä,  yä+i,  ..'ym  bei  Zuordnung  der  Werthe 

X  =  1,    Vy  =0,  ■■■  Vä  =  0,    yciJ^i  =  >;,y+i ,  ...ym  =  ^m 

die  Bedingungen  des  Fundamentalsatzes  erfüllt,  so  dass  sich 

V,  =  ax,{x  -  I)  +  au  (^  -  I)'  +  •  •  •      (für  A  =  1,  2,  •  •  •  d) 

yu  =  Vm  4-  ^Vi  (^  -  i)  +  ^^2  {x  ~  If  -{-  ■  ■  ■ 

(für  ^  =  d  -\-  l,(J  +  2,.--  ni) 
ergiebt,  so  folgt,  wenn  der  erste  nicht  verscb windende  Coeffi- 
cient  der  r/-Keihe  mit  n^,-   bezeichnet  wird,  vermöge  der  obigen 
Substitutionen 

yx  =  «7.^  {x  -  ^r ''^  (1  +  ^  (X  -  I)  + . . .)-' 

oder 
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y,  =  A,,(x  -  |)-'A  +  A,^{x-  1)-'-.+  ^  +  . . . , 

es  enthalten  somit  diese  nm  x  ^  ^  eindeutigen  Functional- 
misdrücke  eine  endliche  Anzahl  negativer  ganzer  Potenzen  von 
X  —  i. 

Ist  endlich  der  betrachtete  a;-Werth  selbst  unendlich,  so 
hat  man  in  das  Differentialgleichungsystem  die   Substitution 

1 

X  =  - 

zu  machen  und  dann  nachzusehen,  ob  die  Bedingungen  des 
Fundamentalsatzes  für  tv  =  0  und  die  zugehörigen  jf/-Werthe 
erfüllt  sind;  ist  dies  der  Fall,  und  hat  y^  die  Form 

2/a  =  *?.i  +  A^«^  +  ^2^''"  H , 

so  wird  vermöge  der  gemachten  Substitution  sich 

2/a  =  %  +  ^i^~'  +  A^~'  H ; 

also  eine  naeh  negativen  steigenden  ganzen  Potenzen  von  x  fort- 
schreitende Reihe  ergeben, 

während,  wenn  das  zugehörige  y^  selbst  unendlich  ist, 
also  nach  dem  Obigen  die  Entwicklung  die  Gestalt  hat 

y,  =  A^iv-'--\r  A^w-'+^-i-  ■■■, 
sich  y^  in  der  Form 

y^  =  A^x'-  +  A^x"—^  -] h  ^.-  +  Ar^ix-^  +  Ar+^ocr-^  +  •  •■ 

ergiebt,  und  somit  eine  endliche  Anzahl  jiositiver  und  eine  un- 
endliche Anzahl  negativer  ganzzahliger  Potenzen  von  x  enthält. 

4.  Sei  nun  |,  ?^j,  r/g;  •  •  •  ^m  eiri  den  Bedingungen  des  oben 
ausgesprochenen  Fundamentalsatzes  genügendes  Werthesystem, 
für  welches  also  ein  Integralsystcm  von  der  Form  existirt 

(52)  y,  =  fJz  +  «;.  (^  -  I)  +  Z',  (^- i)'  +  •  •  •, 

welches  die  Gleichungen  (44),  (45)  für  die  in  der  Umgebung 
von  I  liegenden  Werthe  von  x  identisch  befriedigt,  so  ist 
zunächst  aus  dem  Umstände,  dass  die  Ditferentialgleichungeu 
identisch  befriedigt  werden,  zu  ersehen,  dass  die  Reihen  (52), 
so  lange  sie  überhaupt  convergireu,  Integrale  des  Systemes 
(44)  bleiben;  nehmen  wir  nun  in  der  Umgebung  von  §  einen 
Punkt  li  au,  berechnen  aus  (52)  und  den  durch  successive 
Differentiation  erhaltenen  Gleichungen 

Koeiiigabergor,  Lelirbucli.  3 
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(53) 


(^Ih 
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^^^  =  0,  +  2h,  {X  -  I)  +  3c,  (x  -  ly  + 
2h,  +  ?,-2c,(x-i)  +  --- 


die  Werthe 

^y^h,  '      \ dx)t^ '      \da;  V t_ '  ■  ■  ■  ' 
und  bilden  die  Potenzreihen 

(54)  i'.  =  W„  +  (SO.(^-^')  +  ^CS).  (^-^.)^+-' 
SO  werden  dieselben  jedenfalls  in  einem  Bereiche  um  |j  herum 
convergent,   und  in  dem  den  beiden  Bereichen  gemeinsamen 
Räume    fi,  =  y,   sein;    denn    setzt    man    die    Reihe    (52)    in 
die  Form 

(55)  ?/,  =  ^,  +  aJ(^-|,)  +  (i. -1)1 

+  />J(rr-|.)  +  (|,-|)r  +  -.., 
so  ergiebt  sich  nach  bekannten  Eigenschaften  der  Potenzroihen 

(56)  y,  =  ri,  +  a,  (|,  - 1)  +  \  {i,-lf  +  ••■ 

+  K  +  '^h  (^1  -  i)  +  3^;.  ai  -  ^)^  +  •  •  ■]  "^ 
+  [2-l.&,  +  3-2-c,(|.-|)+4-3..7,(|,-§y^+-]^P- 


+ 


oder  nach  (52)  und  (53) 

(57)     %  =  (%),  +  ©.(---?.)  +  ^,  CS),  (»^-?,y  +  -, 

Sl  Sl 

und  es  folgt  somit  einerseits,  dass  die  Reihe  (54)  eine  in  der 
Umgebung  von  li  convergente  ist,  andererseits  für  die  den 
beiden  Bereichen  gemeinsamen  Punkte  in  ihrem  Werthe  mit 
dem  von  y,  zusammenfallt. 

Tm  Allgemeinen  wird  nun  der  um  |]  gelegte  Convergenz- 
kreis  über  den  um  ^  gelegten  hinausgreifen,  und  es  ist  leicht 
einzusehen,  dass  die  als  Fortsetzungen  von  y,  erhaltenen 
Functionen  ^,  ebenfalls,  so  wie  es  die  Functionen  y^  der 
Voraussetzung  nach  thaten,  dem  Differentialgleichungsystem 
(44),  (45)   identisch   genügen    werden,    da  y,  und  y,   sich  in 
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einem  Fläclienstück  dockten,  und  also  beim  Einsetzen  dieser 
Wertlie  in  die  Differentialgleichungen  dieselben  für  den  ge- 
meinsamen Bereich  identisch,  also  auch  für  den  weiteren  Theil 
befriedigt  werden  müssen,  so  lange  die  Reihen  y^  überhaupt 
noch  convergent  sind.  Nehmen  wir  jetzt  wieder  einen  Punkt 
I2  in  dem  neu  hinzugekommenen  Bereiche  an,  bilden  für 
diesen  genau  wie  oben  für  |,  die  zugehörigen  Reihen  nach 
Potenzen  von  x  —  I2  fortschreitend,  so  haben  wir  weitere 
Fortsetzungen  der  Integrale  des  Differentialgleichungsystemes 
u.  s.  w.,  wobei  die  Fortsetzungen  sich  möglicherweise  nur  auf 
einen  begrenzten  Raum  der  a;-Ebene  erstrecken,  —  in  welchem 
Falle  man  von  einem  ausserhalb  dieses  Raumes  gelegenen 
a;-Werthe  aus  ein  neues  lutegralsj^stem  construiren  kann,  — 
oder  auch  über  die  unendliche  Ebene  hin  sich  verbreiten 
können.  Kommt  man  mit  den  in  Kreisen  bewerkstelligten 
Fortsetzungen  zu  einem  Gebiete  zurück,  in  welchem  wiederum 
der  Ausgangspunkt  |  enthalten  ist,  so  können  die  Werthe, 
welche  Pi,  y-i,  ■  ■  ■  Vm  in  diesem  Punkte  vermöge  der  letzt- 
erhaltenen Potenzreihen  annehmen,  den  Ausgangswerthen 
Vi)V2}  '•'  Vm  gleich,  aber  auch  von  diesen  verschieden  sein, 
wobei  zu  bemerken,  dass,  wenn  bei  der  Umkreisung  in  dem 
eingeschlossenen  Räume  Verzweigungspunkte  von  t  liegen,  auch 
die  Differentialgleichungen  selbst  in  andere  ihrer  algebraischen 
Zweige  übergegangen  sein  können. 

Dass  man  in  der  Ebene  der  x  nicht  von  vornherein  die 
Räume  absondern  kann,  innerhalb  deren  derartige  Fort- 
setzungen wieder  zu  den  Ausgangswerthen  zurückführen,  die 
Integralfunctionen  also  eindeutig  sind,  hat  darin  seinen  Grund, 
dass  die  Existenz  eines  Systems  durch  Potenzreihen  darstell- 
barer eindeutiger  Integrale  im  Allgemeinen  nicht  bloss  von  dem 
Werthe  |,  sondern  auch  von  den  beliebig  dazu  geordneten  rji,  }].,, 
. . .  r},n  abhängt,  wie  aus  dem  obigen  Fundamentalsatze  von 
der  Existenz  eindeutiger  Integrale  hervorgeht;  doch  giebt  es 
grosse  Klassen  von  Differentialgleichungen,  die,  wie  wir  später 
sehen  werden,  von  besonderer  Wichtigkeit  sind,  und  für 
welche  sich  diese  Räume  näher  fixiren  lassen.  Da  nämlich 
die  oben  gemach  ton  Eiuscliränkungen  jenes  Satzes  lediglich 
vom  Charakter  der  Gleichung  (45)  abhingen,  in  welcher  einer- 
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seits  dem  gewählten  Werthesysteai  ein  endlicher  Werth  Tj  von 
ti  entsprechen  sollte,  andererseits  die  nach  t^  genommene  Ab- 
leitung der  Gleichung  mit  dieser  für  jenes  Werthesystem  nicht 
die  gemeinsame  Lösung  tj  haben  durfte,  so  wird,  wenn  ver- 
langt wird,  dass  die  Ausuahmestellen,  welche  die  Existenz 
in  ihrer  Umgebung  eindeutiger  Integrale  entweder  nicht  auf 
Grund  jenes  Fundamentalsatzes  erkennen  lassen  oder  für 
welche  solche  gar  nicht  vorhanden  sind,  lediglich  durch  die 
Werthe  der  a;-Variabeln  und  nicht  auch  die  zugeordneten 
Werthe  der  Variabein  ^1,^/2,...  y,n  bedingt  werden  sollen, 
nur  anzunehmen  sein,  dass  die  Gleichung  (45)  von  yi,y-^,---ym 
frei  ist  und  also  die  Form  hat 

(58)     cj,  (x)  t--\-g,{x)t-'-^----\-  gn  (x)  =  0  =  G  ix,t) , 
worin   g^ipc),  gi(x),  .  .  .  gn{x)    ganze    Functionen    von  x  be- 
deuten, so  dass  das  vorgelegte  simultane  Differentialgleichung- 
system nunmehr  lautet: 

dt^    dx    ^1  ^^'^^'  y^>    y"'^ 


(59) 


für  welches  die  Bereiche  eindeutiger  Integrale  folgendermassen 
festgestellt  werden  können.  Sei  das  Eliminationsresultat  von 
t  zwischen  den  beiden  Gleichungen 

(60)  G(x,f)  =  0    und    i^g^^o 

die  Gleichung 

(61)  F{x)  =  0, 

so  werden  die  Lösungen  derselben  x^,  x.^,  ...  x^  jedenfalls 
Werthe  von  x  liefern,  welche  in  dem  oben  bewiesenen  I'un- 
damentalsatze  Ausnahmepunkte  bildeten;  greifen  wir  von  diesen 
alle  die  Punkte  x^fX.^,  ...Xä  heraus,  in  deren  Umgebung  sich 
t  nicht  nach  positiven  steigenden  ganzen  Potenzen  entwickeln 
lässt*),  tragen  diese  in  der  a; -Ebene  auf,  schneiden  ferner  irgend 
einen   einfach   zusammenhängenden  Theil  T  der   unendlichen 

*)  Die  Methoden,  diese  Punkte  zu  ermitteln,  lehrt  die  Theorie  der 
algebraischen  Functionen  einer  Variabein. 
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Ebene  heraus,  iu  dem  sich  keiner  der  Punkte  Xi,  x.^,  .  .  .  Xd 
befindet,  und  tragen  diejenigen  Lösungen  ^j,§2>-'^"  ^^^ 
Gleichung 

sowie  diejenigen  der  Punkte  Xd  +  i,  Xd+2,  -"Xq,  welche  in  dem 
Räume  T  liegen,  in  denselben  ein,  ziehen  endlich  von  diesen 
singulären  Punkten  weder  sich  selbst  noch  untereinander  sich 
schneidende  Linien  nach  der  Begrenzung  der  T-Fläche, 

so  tvird  die  so  entstehende,  iviederum  einfach  zusammen- 
hängende Flüche  T' ,  für  ivelche  die  Begrenzung  der  T- Fläche 
und  die  je  zwei  Seiten  der  zuletzt  gezogenen  Querschnitte  Grenzen 
bilden,  die  Eigenschaft  hahen,  dass  um  jeden  ihrer  Punlde  herum 
für  heliehig  zugeordnete  Werthe  von  ?/i,  2/2?  •  •  •  2/'«  ^^''^  eindeidiges 
Integralsystem  von  der  Form  (46)  existirt,  und  dass  die  inner- 
halb der  Fläche  T'  in  der  oben  angegebenen  Weise  hergestellten 
Fortsetzungen  für  eine  tvillhürliche  Wahl  der  Richtung  dieser 
Fortsctmngen  bei  der  Hüclikehr  m  dem  Ausgangsiverthe  des  x 
auch  tvieder  dieselben  Ausgangsiverthe  von  2/i,  2/a>  •  •  •  2/"»  lif^fct't^ 
die  so  erzeugten  Integrdlsysteme  also  eindeutige  Functionen 
von  X  innerhalb  der  Fläche  T'  sein  iverden. 

üeberschreiten  wir  jedoch  mit  unseren  Fortsetzungen 
die  von  den  singulären  Punkten  aus  nach  dem  Rande  der 
Fläche  T  gezogenen  Querschnitte,  so  können  wir  durch  die 
aniregebenen  Fortsetzungen  mit  anderen  Werthen  der  Integrale 
als  den  Ausgangswerthen  derselben  zum  Punkte  §  zurück- 
kommen. 

Da  aber  in  den  durch  die  Differentialgleichungen  (59) 
charakterisirten  Fällen,  in  denen  die  singulären  Punkte  nur 
von  den  a;-W.erthen  und  nicht  von  den  zugehörigen  Werthen 
Vij  %'  •••  V>>i  ^^^  Integrale  abhingeu,  die  Form  der  analytischen 
Entwicklung  der  Integrale  in  der  Umgebung  nicht  singulärer 
Stellen  unabhängig  von  den  Werthen  rj^,  rj.^,  .  .  .  >?,„  dieselbe 
bleibt,  so  treten  diese  7n  Grössen  als  willkürliche  Intcgrations- 
constanten  in  die  Integralausdrücke  ein,  die  mau  dann  die  zu  dem 
betreuenden  Punkte  |  zugehörigen  allgemeinen  Integrale  nennt, 
während  diese  Integrale  für  eine  specielle  Wahl  numerischer 
Werthe  iiir  tj^,  rj.^, ...  r],n  partiadäre  Integrale  genannt  werden. 
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5.  Nachdem  im  Vorliergehemleu  gezeigt  wordeu,  dass 
jedes  üitfereutialgleichungsystem  (44),  (45)  im  Allgemeinen 
um  jeden  Punkt  herum  —  nur  die  singulären  Stellen  aus- 
genommen —  Integralsysteme  y^,  y^,  .-.ym  besitzt,  welche 
unendlich  viele  in  convergente  Poteuzreihen  entwickelbare 
Zweige  haben,  bleibt  noch  eine  'besondere  Gattung  von  Inte- 
gralen solcher  Differentialgleichuugsysteme  zu  betrachten  übrig. 
Bei  der  im  zweiten  Abschnitte  durchgeführten  Reduction  des 
allgemeinen  Difi'erentialgleichungsystems  I.  (11)  auf  die  Jacobi- 
Weierstrass' sehe  Normalform  war  vorausgesetzt  worden,  dass 
das  dortige  4>' (ta)  oder 

(63)  -^ W^ 

nicht  verschwindet,  und  nur  unter  dieser  Voraussetzung,  die 
stets  als  erfüllt  angenommen  werden  durfte,  so  lange  a;,  ?/i, 
.  .  .  y,a  als  von  einander  unabhängig  betrachtet  wurden,  war 
die  Reduction  auf  die  Normalform  durchführbar.  Aber  es 
könnte  das  gegebene  Differentialgleichungsystem  ein  Integral- 
system 1/1,^2)  "•  Vm  besitzen,  für  welches  neben  der  Gleichung 

(64)  G{x,t^,y^,y.^,--  y,,)  =  0  auch  ^ ^j-^ =  0 

erfüllt  wäre,  und 

wir  wollen  ein  System  von  Integralen  des  gegebenen  Dif- 
ferentialgleichungsystems ,  ivelchcs  den  beiden  Gleichungen  (64) 
zugleich  genügt,  ein  singuläres  Integralsystcni  nennen. 

Zur  Auffindung  der  singulären  Integralsysteme  bemerke* 
man  zunächst,  dass,  wenn  man  t^  zwischen  den  beiden  Gleich- 
ungen (64)  eliminirt,  sich  eine  stets  herstellbare  algebraische 
Beziehung 

(65)  (o{x,yi,y.,,-  -  ■  yn?}  =  0 

zwischen  den  zu  bestimmenden  Elementen  y^,  y^, '  •  ■  ym  dos 
singulären  Integralsystems  ergiebt;  setzt  man  nun  den  aus 
(65)  folgenden  Werth  von  y„i  algebraisch  durch  x,  y^,  y.,, 
.  .  ym—i  ausgedrückt  in  das  Difierentialgleichungsystem  w*^"' 
Klasse  ein,  so  erhält  man  ein  algebraisches  Ditferential- 
gleichungsystem  m-~  P"""  Klasse,  das  wiederum  in  die  Normal- 
foriu  umgesetzt  lautet: 
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m 


'^ {](■'•,  t._, 2/. . •••y„.-i) «/ y>u - 1  _        ,    ,  -, 

wenn  t,   durch  tliu  algebraische  Gleichuug 

bestimmt  ist,  uml  welches  die  m —  1  Elemente  ?/j,  y,^,...  y,„_i 
des  gesuchten  singulilren  Integralsystenies  jedenfalls  zu  einem 
Systeme  von  Integralen  haben  wird;  ist  dieses  wiederum  ein 
singuläres  Integralsystem  der  reducittenDifferentialgleichungen 
(66),  ist  also  ausser 

U  {x,  t, ,  y/i,  ?/2,  •  •  ■  y,a-i)  =  0     auch  ^ ^^ '-  =  0 

erfüllt,  so  würde  auch  zwischen  yi,y2,  . . .  y,n—i  und  x  eine 
algebraische  Beziehung  statthaben,  vermöge  deren  dann  das 
System  (66)  von  neuem  auf  ein  solches  in  —  2''^''  Klasse  reducirt 
werden  könnte;  fahren  wir  so  fort,  so  kommen  wir  entweder 
zu  einem  Systeme  von  Differentialgleichungen,  für  welches 
ein  nicht  singuläres  Integralsystem  einen  Theil  der  Elemente 
des  singulären  Systems  von  (44)  liefert,  während  die  anderen 
Elemente  aus  diesen  vermöge  der  successive  sich  ergebenden 
algebraischen  Relationen  (65)  u.  ä.  hervorgehen,  oder  wir 
kommen  schliesslich  zu  einem  aus  chio'  Difl'erentialjfleichunü 
bestehenden  Systeme: 

{^^)  äli; da:  —  ''''  ^•^'  '*!'  ^1^ ' 

worin  u^^   der  algebraischen  Gleichung 

(61)  j  /i(x-,w,,7/,)  =  0 

genügt;  für  diese  kann  y^  ein  nicht  singuläres  Integral  sein, 

es  können  jedoch  auch  zu  gleicher  Zeit  die  beiden  Gleichungen 

bestehen 

h  {x,  u„  v.)  -  0     und  ^(f^J^LL^i)  =  0 , 

so  dass  durch  Elimination  von  i(^  zwischen  diesen  sich  ^j , 
also  auch  all'  die  früheren  Elemente  y^,  ...  y,n  als  algebraisciie 
Functionen  von  x  ergeben.      Daraus  foljxt  somit  der  Satz: 
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Die  Bcstimnmnr/  der  singnlüren  Integrale  des  Diffcrential- 
gleiclmngsystemes  wi^""  Klasse  (44)  führt  cntiveder  auf  dem  an- 
gegebenen Wege  m  algebraisclien  Functionen  von  x  für  die 
m  Elemente  ^i,  2'2)  •  •  'Vm  des  singidürcn  Integralsystemes  oder 
sie  erfordert  die  Auffindung  eines  Systemes  von  nield  singidären 
Integralen  eines  DifferentialgleicJmngsystems  niederer  Klasse, 
ivälirend  die  übrigen  Integralelemente  durch  bekannte  algebraische 
Delationen  mit  diesen  Integralen  verbunden  sind;  in  allen  Fällen 
muss  nachträglich  verificirt  iverden,  dass  die  gefundenen  Elemente 
auch  ivirklich  ein  System  von  Integralen  des  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichungsystemes  (44)  bilden. 

Es  wird  somit  die  IJutersucliung  des  Charakters  der 
singuläreu  Integralsysteme  iu  der  Umgebung  der  einzelnen 
Punkte  der  a? -Variablen  auf  die  analoge  Untersuchung  für 
nicht  singulare  Integrale  von  Differentialgleichungsystemen 
niedrigerer  Klasse  zurückgeführt,  und  ausserdem  die  Bedingung 
für  die  Existenz  singulärer  Integralsysteme  ermittelt  sein. 

Wie  nun  der  Charakter  eines  jeden  lutegralsystems,  das 
zu  einem  beliebigen  Werthe  von  x  gehört,  zu  untersuchen  ist, 
soll  in  diesem  Kapitel  noch  nicht  erörtert  werden,  da  es  hier 
vielmehr  darauf  ankam,  nachzuweisen,  dass  es  überhaupt 
Functionalsysteme  giebt,  welche  als  Integrale  des  Differen- 
tialgleichungsystems betrachtet  werden  dürfen,  und  dass  für 
jeden  Werth  ^  von  x  im  Allgemeinen,  d.  h.  gewisse  singu- 
lare Wertho  von  x  ausgenommen,  immer  nur  bestimmten 
Bedingungen  unterworfene  Werthesysteme  der  abhängigen 
Variabein  existiren,  für  welche  die  in  der  Umgebung  dieses 
Werthes  |  geltenden  Integrale  nicht  in  Reihen  cntwickelbar 
sein  müssen,  welche  nach  positiven  steigenden  ganzen  Potenzen 
von  x  —  I  fortschreiten.  Die  allgemeine  Untersuchung  des 
Charakters  der  Integrale  in  der  Umgebung  eines  beliebigen 
Punktes  ohne  jede  Beschränkung  des  zugehörigen  Werthe- 
systems  von  y,,  .  .  . «/,«  wird  später  durchgeführt  werden. 

6.    Wenden  wir  nunmehr  die  in  diesem  Abschnitte  be- 
wiesenen Sätze  auf  die  von  gleichen  Factoren  in  Bezug  auf 

befreite  Differentialgleichung  «i*"  Ordnung 
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(70)       ^^(^.;^^:.-s)=« 

au,  welche  durch  das  System  vou  Gleichuugeu  IT.  (41),  (42) 
ersetzt  werdeu  kouute,  so  folgt,  wie  uumittelbar  ersichtlich, 
der  nachstehende  Satz: 

Ist  §  irgend  ein  Werth  der  Variahchi  x,  so  giebt  es  stets 
eine  nach  (Jansen  positiven  steigenden  Fotemen  von  x  —  ^  fort- 
schreitende, in  der  Umgebung  dieses  Punktes  convergente  Reihe 
für  z  in  der  Form 

'"■       1!     =i~r       2!      '^~'  *"    (w  —  1)  !    '"*"~-^ 


{x 


also  eine  in  der  Umgebung  von  |  stetige,  endliche  und  ein- 
deutige Function  von  x,  welche  der  Differentialgleichung  (70) 
Genüge  leistet,  und  für  x  =  ^  nebst  ihren  n  —  1  ersten  Ab- 
leitungen die  'willliürlich  gegebenen  Werthe  ^,  ^, ,  ^^j  •  -  •  tn—i 
annimmt,  vorausgesetzt,  dass  der  Coeffieicnt  der  höchsten  Potenz 

er  3 

von  für  das  specielle    Werthesystem 

-  =  5.(^).=  =  5,(||),  =  &,---(^)  =  e.-. 

nicht  verschtvindet'*),  und  der  für  dieses  Werthesystem  sich  er- 
gebende Ausdruck  von  i—^j    nicht  eine  mehrfaclie  Losung  der 

Gleichung  (70)  ist;  und  dieser  Functionalwerth  von  z  ist  in 
der  Umgebung  von  |  der  einzige,  tvelcher  der  Differentialgleichung 
Genüge  leistet  und  nebst  seinen  Ableitungen  die  vorgeschriebene u 
Werthe  annimmt.  Die  Bestimmung  der  singtdärcn  Integrale 
*)  Es  genügt  nach  dem  Früheren,  einen  Zweig  der  durch  die 
algebraische  Gleichung  (70)   für  ——-  definirten  Function  zu  betrachten, 

der  für  das  Werthesystem  ^,  t,  ti,  •  •  •  ?« _i  nicht  unendlich  wird,  und 
es  mag  der  oben  gewählten  Form  (70)  wegen  noch  hinzugefügt  werden, 
dass  die  höheren  Ableitungen  von  2  von  der  n  +  l'®*"  Ordnung  an  sich 
ßämmtlich  rational  also  eindeutig  durch 

dz  d"-^z 

'"'''  dx^---dx^-' 
und  den  fest  gewählten  Zweig  der  n'*="  Ableitung  iiusdrückcu  lassen. 
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der  Differentialgleichung  (70)  liefert  enliveder  z  als  algebraische 
Function  von  x  oder  als  ein  nicht  singuläres  Integral  einer 
Differentialgleichung  von  niederer  Ordnung  cds  der  n^^^. 

7.  Wir  wollen  vou  dem  oben  bewiesenen  Fundamental- 
satze über  die  Existenz  eindeutiger  Integrale  noeli  eine  An- 
wendung auf  einen  Hülfsatz  machen,  den  wir  im  Folgenden 
liäufiii:  brauchen  werden. 


(71) 


Seien  n  Gleichungen 

F.^(Ui,   %,    •  •  'U,,,   v)  =  0 


^Fn(^Ui,   Uy,    ■  ■  ■  u„,    v)  =  0 

zwischen  den  n  abhängigen  Variabein  u^,  il^,  .  .  .  u„  und  der 
unabhängigen  Variabein  v  gegeben,  und  mag  dem  Werthe 
v  =^  Vq  eine  Werthecombination  %*',  «2^  •  •  •  ««"  entsprechen, 
während  das  System  (71)  der  Bedingung  unterliegt,  dass 
Fl,  F2,  . '  .  Fn  eindeutige  Functionen  von  u^,  . .  .  Un,  v  in  der 
Umgebung  von  Uj^,  u.^^,  .  .  ,  Un^,  Vq  bedeuten,  und  die  Deter- 
minante 


(72) 


D  = 


dF, 


für  V  =  v^i,  u^  =  «i",  •  •  •  Un  =  Un^  vou  Null  verschieden  ist. 
Diöerentiirt  man  die  Gleichungen  (71)  nach  v,  so  dass  man 
(dFi  dui        dFi  du.,  dFi  du^  dF^ 


{!?>) 


du^     dv     '    Smjj    dv 


di\  du^ 

8ui    dv   "*"  du.^ 


cF^  du,, 


dv 


+  •••  + 


üF.^  du^^ 
du„    dv 


dF._ 

8v 


dF„  du.        dF„  du.^ 

fii,      (In      '^  (in,,     dv      '^  '^ 


8u„    do 


rv 


erhält,  hu  ergiebt  sich 
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'du^  /;  («1,  «.,  .  .  .  ?t,, ,  v) 


dv                          D 

d  u.,          f.,  (Ui ,  «^ ,  .  . 

■««. 

.) 

dv                          D 

du^          f„{Ui,  u,,  .  . 

■«„, 

.) 

(74) 


^do  n 

und  da  den  gemachten  Voraussetzungen  zufolge  sich  die 
rechten  Seiten  dieser  Ditferentialgleichungeu  in  nach  ganzen 
positiven  steigenden  Potenzen  von 

fortschreitende,  convergente  Reilien  entwickeln  lassen,  so 
werden  u^  ,tL,,  ...  Un  nach  dem  obigen  Fundamentalsatze  sich 
in  der  Umgebung  von  ti^^,  .  .  .  u,i^,  Vq  in  eben  solche  Potenz- 
reihen von  V  ~  v^^  entwickeln  lassen,  und  wir  finden  daher 
folgenden  Hülfsats: 

Wenn  in  dem  Gleiclnmgsystemc  (71)  dem  v  =  v^^  ein  Wcrthc- 
system  u^,  .  .  .  Un  entspriclit,  in  dessen  UnKjchumj  i\,  ...  Fn 
eindeutige  Functionen  der  Variahein  sind,  und  für  tvelehes  die 
Determinante  D  von  Null  verschieden  ist,  so  lassen  sich  Uy , 
«<2 ,  •  .  •  ■^<«  ^'»*  (Icr  Umgebung  von  v  =  Vq  in  Potensrcihen  von 
der  Form  entivielceln 

Ut,  -  u,'  =  «,(')  {v  -  ^g  +  ü.}'\v  -  vj  +  •  ■  • 
(75)  

\u,  -  «„"  =  «i(«>(t'  -  v^)  4- «,(«) (v  -  tg-  +  •  •  • 

8.  Nachdem  oben  gezeigt  worden,  dass  im  ÄUgemeinen 
für  beliebig  gegebene  Werthe  r]^,  r].^,  ...  r],^  von  g^,  y^,  ...y,u 
in  einem  Punkte  a;  =  |  zu  diesem  Punkte  gehörige  analytische 
Functionen  (46)  existiren,  welche  dem  Differentialgleichung- 
systeme identisch  genügen,  werden  wir  auch  umgekehrt,  weil 
nach  dem  vorigen  Hülfsatz  die  nach  rjif  r]2,  ...  ■»?,«  genommene 
Determinante  D  der  Gleichungen  (46)  für  x  =  ^  den  Werth  1 
annimmt,  rj^,  r;._,,  .  .  .  /;„,  als  Functionen  von  x,  yi,  y,,  •  •  •  Vm 
betrachten  dürfen,  und 

wir  erhalten  somit  neben  der  Form  der  Integrale  (46)  für 
das  Differentialgleichimgsystcm  (1),  (2)  auch  die  nachfolgende: 
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Vi  =  «1  (^, 

!/i;    •• 

■  !Jn>) 

%  =  ^i  (*■; 

Vi,  ■■ 

•  y>") 

y]in=   G),„{X, 

Vi,  •■ 

•  l/'n) 
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(76) 


tvorin  rji,  ...  rjm  ivüllmrUche ,  einem  hestimmten  WcrtJie  |  ent- 
sprechende Werthe  von  y^,  ...  ijni  bedeuten;  wir  ivollen  die  (o 
selbst  mm  Unterschiede  von  den  vorher  defmirten  Integralen 
Vi>  Vi}  '  '  •  V'H  Inteyralfunetionen  nennen. 

Hat  man  aber  die  Integrale  des  »Systems  auf  die  Form 

(76)  gebracht,  in  welcher  die  m  von  einander  unabhängigen 
Constanteu  /^, ,  y]., ,  .  •  .  i?m  nur  auf  der  einen  Seite  dieser 
resp.  Gleichungen  enthalten  sind,  so  ist  klar,  dass,  ivenn 
man  irgend  eine  der  Gleichungen 

(77)  n,  =  (Or{x,  y,,  y^„  ...yn) 

nach  X  dijferentiirt   und  statt   der  Differentialquotienten  -p- , 

■ '  ■  -j^  die  durch  die  Gleichungen  (1)  gegebenen  Werthe  einsetzt, 
die  sieh  ergebende  Gleichung 

(78)  ^  +  ^^H f--r^^  =  0, 

^      -'  öx      ^     diji    cCr     '  '     VIJi^^  0(jr  ' 

tvenu  der  Werth  von  t^  aus  der  Gleichung  (2)  substituirt  ivird, 
eine  in  x,  y^,  v/2,  ...  y^  identische  sein  muss,  da  sich  die  sonst 
folgende  analytische  Beziehung  zwischen  x,  yi ,  y, ,  •  •  •  Vm 
nicht  mit  der  die  willkürliche  Constante  -}],.  enthaltenden 
Relation  (77)  vereinigen  Hesse. 

Es  ist  endlich  noch  unmittelbar  zu  sehen,  dass 
in  dem  angegebenen  Sinne  auch  jede  aus  co^ ,  a.,,  •  •  •  ßJ»! 
gebildete  Function  eine  Integralfunction  des  Differentialgleichung' 
Systems  (1)  ist, 
indem 

(79)  ii(«,,  üx,,  ...co,,)  =  C 

gesetzt  durch  Differentiation  nach  x  mit  Benutzung  der  I>iffe- 


IV.  Ueber  dieMnltiplicatorenvonDiffeventialgleichnngsystemenetc.  45 


rentialgleichungen(l),(2)eine  in:r,  y, ,  ...?/,„  identische  Gleichung 
liefert,  da 


(80) 


+ 


9  CO, 


d  X 


+ 


'^   dy,    dG-'^ 


vermöge  der  Gleichungen  (78)  identisch  befriedigt  wird; 
hierbei  ergiebt  sich  C  nothwendig  als  eine  Function  der  will- 
kürlichen Constanten  ?^j ,  .  .  .  yj^,  welche  nach  (79)  durch  die 
Beziehung  bestimmt  ist 


(81) 


C=Si{f]i,  %,  ...  ^i,,). 


IV.    lieber    die   Miiltiplicatoreu    von    Differeiitialgleichnng- 
systeineu  beliebiger  Klasse. 

1.  Seien  die  einem  Werthe  a:  =  |  entsprechenden  Werthe 
7]i,  r]2,  .  •  •  'y]m  der  abhängigen  Variabein  y^,  y.,,  ...  ?/,„  des 
Differentialgleichungsystems  (1)  und  (2)  des  vorigen  Ab- 
schnittes von  der  Art,  dass  die  Bedingungen  des  Funda- 
mentalsatzes erfüllt  werden,  so  können  wir  nach  den  im 
vorigen  Abschnitte  gemachten  Auseinandersetzungen  für  das 
kürzer  in  der  Form 


(1) 


dx 

'£:^K(^,y,,. 


=  F,{x,  y,,  ...  y,u) 

V'n) 


dx 


=  F,„{x,  yi,  .  ..?/,„) 


geschriebene  Differentialgleichungsystem,  in  welchem  F^,  F.,, 
.  .  .  Fm  algebraische  Functionen  von  x,  y^,  y.i,,  .  .  .  y,»  be- 
deuten, die  um  x  =  ^  gültigen  Integrale  in  der  Form  dar- 
stellen 
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(2) 


(Vi  =  "i(^;  Vi,  V2,  •  •  -ym) 

rj,   =   C},{X,    y^,    ?/ä,    ...  Vra) 


woraus  die  durch  Differentiation  hergeleiteten  Gleichungen 

sich  in  x,  y^ ,  ?/2,  .  .  •  ym  identisch  ergeben. 

Eine  Fundion  M  von  x,  y^ ,  .  .  .  y,,,  soll  ein  Multipli- 
cafor  des  DifferentialgleicJmngsysfems  (1)  (/mannt  werden^  wenn 
die  Gleichung 

(4)      »K  +  >HE^  +  ms>+...  +  '(^^o 

ox      '        oij-i        '        öy.2        '  '       öy^^^ 

identisch  für  alle  x,  y^ ,  y.2 ,  ■  .  .  y,,,  befriedigt  irird, 
oder  da  vermöge  (1) 

^  ^  ^Vx  <^yx  ^Vx         ^Vx    f^^  ^Vx 

und 

^M        d3£  ^    .    dM   dy^^    .  dM  dVm  _  dM 

dx     '     diii    dx     '    dy^,     dx     '  ^ym   ^^  ^^ 

ist, 

ivenn  M  als  Function  von  x,  y^,  y.2,  ...  y,,,  aufgefasst  der 
Gleichung 

dM  {^F,        dF.  dF\ 

identisch  genügt'*). 

Es  sollen  zunlichst  einige  einfache  Beziehungen  zwischen 
den  Integralfunctionen  Oj ,  «^ ,  ...  co,„  und  den  Multiplicatoren 
entwickelt  werden.  Setzen  wir  nämlich  eine  Integralfunction 
(o  in  die  Form 

(7)  t]  =  a(x,  y^,  y.2,  ..  .  y,,)  =  j~-, 

worin   ilf  ein    Multiplicator    des    Systems    (1)   sein    soll,    so 
folgt  vermöge  (3) 

*)  Die  Definition  iles  Mnltiplicafors  ist  offenbar  unabbäiigig  von  der 
Anuahuie,  dass  das  Ditiercntialgbiiuhungsystoni  (1)  ein  aljrebraiscbes  ist. 
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(8) 


1      cy^, 

und  diese  Gleichung  geht,  da  otfenbar 

identisch  erfüllt  ist,  in 

(9)  M  »1^  -  Jf,  ^  +  ^/ 5^  '-i^  -  N,  yi  ^^)  =  0 

über,    woraus    folgt,    dass,    weil    M    als    Multiplicator    der 
Gleichung  (4)  genügt,  auch 


dx 


S(,M,F) 


eine  in  x,  y^ ,  ...  y/„,  identische  Gleichung,  d.  h.  auch  71/, 
ein  Multiplicator  ist;  wir  finden  somit, 

dass  jede  Integralfimction  sich  als  Quotient  siveier  Midti- 
plicatorcn  darstellen  lässt. 

Umgekehrt  folgt  aber  auch  leicht, 

dass  jeder  Quotient  ziveicr  Multiplicator en  eine  Intefiral- 
funetimi  des  Systems  von  Diff'erentialgleiclmngen  liefert: 

denn,  wenn  M  und  3I^  MultipHcatoreu  sind,  so  bestehen 
nach  (4)  die  identischen  Gleichungen 


(10) 


?+I?lf^.+  ^^^'^=o 


dM 


dx     '  .^J    cv       ^     '        '.^-J    dl/ 


und  somit,  wenn  oben  mit  M^ ,  unten  mit  31  multiplicirt, 
und  die  beiden  Gleichungen  von  einander  abgezogen  werden, 
durch  Division  mit  ilf^,  wie  unmittelbar  zu  sehen, 


(11) 


dx      ^2j       dy,      ^'-'        '^' 
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es  ist  somit  nacli  der  in  Gleichung  (3)  gegebenen  Definition 

M 
'   eine  Integralfunction. 

Der  Beweis  von  der  Existenz  eines  Multiplicators  für 
ein  Differentialgleichungsystem  beliebiger  Klasse  wird  in  dem 
folgenden  Jacohi'schen  Satze  mit  enthalten  sein. 

2.  Nach  der  Feststellung  der  Beziehungen  zwischen 
Tntegralfunctionen  und  Multiplicatoren  soll  ein  wichtiger  Satz 
vom  leisten,  MuUiplicator  hergeleitet  werden. 

Zunächst  ist  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  man  eine 
Integralfunction  des  Differentialgleichungsystemes  (1)  kennt, 
d.  h.  einen  analytischen  Zusammenhang  a^  zwischen  x,  y^, 
.  .  .  ijm  anzugeben  weiss  von  der  Art,  dass,  wenn  rj^  eine 
willkürliche  Constante  bedeutet, 

(12)  a^{x,  tj^,  ...y„)r=ri, 

nach  X  total   diiferentiirt   mit  Benutzung  der   aus  den  Diffe- 
rentialgleichungen   sich    ergebenden    Werthe    von    ^',   ~, 
°  *=*  °  dx  '   (Ix  ' 

■  •  •  -j—  identisch  verschwindet,  das  DifiFereutialgleichungsystem 
wi}'^^  Klasse  dadurch,  dass  man  aus  (12) 

(13)  ri,n  =  ^i{oo,  Vi,  ...  Vm-l ,  Vi) 

in  die  ersten  m  —  1  Differentialgleichungen  (1)  einsetzt,  in 
ein  solches  m  —  l*''"'  Klasse  übergeht,  welches  wir  in  der 
Form  darstellen  wollen: 

äyi 


(14) 


^Vm—l 

■■fm-i{x,  ?/, ,  ...y,„-x,  ri^), 


dx 


wobei  wir  uns  jetzt  die  rechten  Seiten  nicht  mehr  als  alge- 
l)raische  Functionen,  sondern  in  Form  von  unendlichen  Reihen 
denken  müssen; 

die  Kenntniss  einer  Integralfunction  gestattet  somit  die 
Reduction  der  Klasse  eines  Differentialgleichungsystenis  mn  eine 
JEinheit. 
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Sei  nun  ausser  dieser  Integralfunetion  (o^  iiocli  ein  AFiilti- 
plicator  M  des  Systenies  (1)  bekannt,  und  werde  eine  FiDictioii 
N  von  X,  'Dy,  .  ..y,n,  wenn  y,„,  mit  lliilCe  der  Gleichung  (l.'V) 
herausgeschafft  wird,  mit  (N)  bezeichnet,  welche  somit  nur 
noch  von  x,  fii,  .  ..y,n—\,  ^;,  abhängt,  so  soll  jetzt  die  lie- 
deutung  des  Ausdruckes 

fiir  das  Differentialgleichungsystem  (14)  festgestellt  werden. 
Da  M  ein   Multiplicator,    und  o,    eine   Integral function 
des  Systemes  (1)  sind,  so  gelten  die  Gleichungen 

1         '  (i 


und  setzt  man  zur  Abkürzung 

(18)  ^  ==  V, 

•'in 

so  dass  nach  (15) 

(19)  M,  =  (^) 

wird,  so  soll  gezeigt  werden,    dass  M^  ein  Multiplicator  des 
reducirten  Systcmes  (14)  ist,  oder  dass  nach  Gleichung  (4) 

(20)  Tx  +  Zf'^  dv,  +  ^^'Zsev,  - ^ 

identisch  fiir  alle  x,  y^  ,  .  .  .  ym  —  i  erfüllt  ist. 
Bemerkt  man  aber,  dass  nach  (1.'}) 


(21)        ^^^'^  = 

^'^   -'            fKx 

dM   .dM  dSli 
irix  "T"  ?y^^^   dx  ' 

d{v) 
dx 

Sv     .     dv 

~  dx  "T"  ay,„ 

dx 

(22)        ^^-^  = 

dM.d3I  ?ß, 

'("Vi,  ' 

dv     ,     dv 

dSl, 

dass  ferner  aus 

(für  Q=\,2,- 

■  in  - 

-    I), 

Koen  igsbergcr 

,    Lehrl)iicli. 
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(23)  F„  (x,   IJi,   ...  thn-i,   >ßi)  =  fo  {x,   ?/i  ,   ...  ?/,„_ i) 

(für  ()  =  1,  2,  ■  ■  ■  m  —  1) 
durch  Differentiation 

(24)  ^  =.  ^  _{_  ^?  ^  =  ^  4-  ?^(^  ^J^' 

^    ^  'dy^      '^Pf,      ^^1  ^?/p      ^?/i,      ^2/,„  ^2/o ' 

ferner  aus 

tue  nothwendig  in  x,  y^  ,  ...  y»,-i   identische  Gleichung 

folgt,  dass  sich  endlich  durch  Differentiation  der  in  x,  y^ , 
.  .  .y,n—i,  Vm  identischen  Gleichung  (17)  nach  ?/„,  mit  Berück- 
sichtigung von  (18) 


ergieht,  so  folgt  unmittelbar  durch  Einsetzen  der  durch  die 
Gleichungen  (21),  {22),  (23),  (24)  gegebenen  Wertbe  der 
linken  Seiten  derselben  mit  Berücksichtigung  der  identischen 
Beziehungen  (25),  (26)  und  der  Identitäten  (IG),  (17)  in  die 
linke  Seite  der  Gleichung  (20)  oder,  was  nach  (19)  dasselbe 
ist,  in 

m  —  1 

1      •  a 
dass  dieselbe  identisch   gleich  Null  wird,  und  es  ist  somit  die 
obige  Behauptung  erwiesen. 

Wir  erhalten  daher  den  folgenden  Satz: 

Kennt  man  eine  Jntef/ralfi(netion  co^(x,  ?/, ,  ...?/,„._i,  ?/,„) 
des  Sijsfemes  (1)  der  w*^'"  Klasse  nnd  einen  Mnltiplieator  71/ 
desselben,  so  wird  man  aneh  stets  für  das  diireh  das  Integral 

«iC^';    Vi,    ■  ■  -y.n-i,    Vn)  =    Vi 
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durch  Elimhmtion   von  y,„  rcducirtc  T)lß'rrnifinJ(ßeic]iiinr/si/sft"ni 
m  —  l*"""  Klasse  (14)   einen  MuUipIiedtor  l.rmicn,   der  sieh  in 
der  Form 
(27)  M,  =     '  ^^ 


ergieht,  tvenn  die  rechte  Seite  vermöge  des  gegebenen  Integrales 
durch  Elimination  von  y„t  als  Function  von  x,  ?/, ,  ...  y,n—\ 
dargestellt  ist. 

Seien  uun  ausser  dem  Multiplicator  des  ursprünglichen 
Systems  von  Differentialgleichungen  sivei  Integralfunctionen 
desselben  gegeben 

(28)  «1  (x, iji ,... ?/,„_! , y,„)  =  f]i,     G).,(x,yi,... y,„-i , y„,)  =  >;., , 
so  werden,  wenn  aus  der  ersten  Integralgleichung 

(29)  tj,„  =  ßi(.r,  ?/,  ,  ...  y,„^i,  r]^) 
ausgerechnet    und    in    die    Differentialgleichungen    eingesetzt 
wird,  einerseits  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze 

(30)  '^'-(§; 

ein  Multiplicator  des  reducirten  Systems,  andererseits  aber  auch 

(3 1 )  CO.,  (x,  Pi,  ...  ?/„,_! ,  Sil)  =  )]2     oder     («._,)  ^  >]., 

ein  Integral  dieses  Systems  sein;  denn  als  Integralfunction 
des  ursprünglichen  befriedigt  es  die  Gleichung 

(32)  ^-"  +  T~  F.  -f  T,-^  F,-\ \-  ^ — --  F,„-i  -f-  TT  - 1  ,„  =  0 

identisch,  und  da 

^^^  ~dar  ~  Tx    ^  M,J^>         dyl    ~  dy^   '^  d^i  W„ 

(für  Q  ^=  \,  2,  ■  ■  ■  nt  —  1), 
so  folgt  nach  (23)  und  (32) 


d  m»    I  C 
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oder  vermöge  (25)  und  (20)  die  in  x,  y^,  .  .  .  ym  —  i  identische 
Gleicliuuff 

O  711 1 

d.  li.  die  Gleichung  (31)  ist  eine  Integralgleichung  des  redu- 
cirten  Differentialgleichungsystems  (14).  Da  nun  jetzt  aber 
vermöge  (30)  und  (31)  ein  Multiplicator  und  ein  Integral 
des  reducirten  Differentialgleichungsystems  (14)  bekannt  sind, 
so  wird  sich,  wenn  vermöge  der  Gleichung  (31) 

(36)  y,n-i  =  ßg  (^;  Vi,  •  •  •  lhi-2 ,  Vi ,  V2) 

in  die  ersten  m  —  2  Differentialgleichungen  von  (14)  sub- 
stituirt  wird,  ein  Differentialgleichungsystem  ni  —  2*''''  Klasse 
'dy,  f  . 


(37) 


1^  =  (Pm-2{oc,  y,,  ...  y,n-2) 
ax 


ergeben,  für  welches  ein  Multiplicator  bekannt  sein  wird  in 

der  Form 

(88)  M.>  =  /  -j^^  \  =  /  g„^    g(„^^ 


worin  der  Ausdruck  rechts  so  zu  verstehen  ist,  dass  man 
aus  der  ersten  Integralgleichung  (28)  ym  ausrechnet,  in  die 
zweite  Integralgleichung  einsetzt,  so  dass  sich  («2)  ==  ^^  ^^'' 
giebt,  aus  dieser  wieder  den  Werth  für  ym  —  i  herleitet,  und 
diese  Werthe  von  y,n  und  ym  —  i,  welche  beide  nur  durcli 
X,  «/j ,  ...y,n—2,  Vij  %  ausgedrückt  sind,   sowohl  in  il/,  als 

auch  in  ^-^  und  in  v,  substituirt. 

Fahren   wir  in   diesen  Schlüssen   fort,    so   gelangen  M'ir 
zu  folgendem  Theorem: 

Seien  Je  Integralf/leichungen  des  Diffcrentinlfßciclmngsystcmfi 
m^'  Klasse  (1) 
(39)     03,  {x,  y^,  ...  y,„)  =  ^, ,     «,  (a;,  ^, ,   ...  ?/,„)  =  r]2 , 

•  •  •  «-^C^,  Vi,  ■  ■  •?/"')  =  ^A- 

lind  ein  Multiplicator  M  dieses  Systems  heJcannt,  so  hennt  man 
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auch  stets  cüicn  MidtipUcatur  31^  des  Dijferentialgleiehung- 
systems  m  —  Ic^"""  Klasse,  tvelches  man  erJtält,  tvoin  man  in  die 
ersten  m  —  h  DifJ'erentiaJglcicImnfjcn  (1)  die  aus  den  Glei- 
chungen (39)  hervorgehenden  Wcrthe  von  g,„,  ijni  —  i,  ...y,u—k+i 
durch  X,  y^,  y.^...y,a—k,  Vi}  •  •  ■  Vk  ciusgedrüc/d  einsetzt,  d.  h. 
des  mit  Hülfe  von  h  Integralgleichungen  reducirten  Differcntial- 
glcichungsystems  m  —  Jv'^'^  Klasse. 

Mail  tindet  diesen  Multipliciitor  in  folgender  Weise;  man 
berechne  aus 

(40)  03,  (x,  ?/,,  ...y,,)  =  rj^ 

zunächst  y,i^  und  setze  diesen  Werth  in  die  anderen  Glei- 
chungen (39)  ein,  die  dann  in 

(41)  (o.,i{x,yi,...y,n-i,Vi)  =  V2,   «3l(*'>!/i;--y'«-l;  'h)  =  %; 

...03ki{x,    V/i,    .  .  .y,n-i,    ni)  =  »]k 

übergehen  mögen;  berechne  weiter  aus 

(42)  «21  {x,  y,,  ...  ?/„,_i ,  i/i)  =  rj.^ 

ym  —  i  uwd  setze  den  Werth  in  die  übrigen  Gleichungen  (41) 
ein,  welche  die  Form 

(43)  G).^2{^,y„... y,n-2, Vi , V2)  =  Vs ,  «42 (^;!/i , •  •  •  2/m-2 ,Vt, r/ä)  = '/ 1 , 

■  -■<x>kAx,  yi,  ..  .y,n--2,  Vi,  y  =  m 
annehmen  mögen,  leite  aus 
{U)  03.,.,{x,  y^,  ...  «/,„_2,  Vi,  V-^)  =  Ui 

y,u  —  -2  her,  setze  diesen  Werth  in  die  übrigen  Gleichungen 
ein  u.  s.  w.,  so  ergicht  sich  nach  der  ohoi  gegebenen  Herleitung 
der  Multiplicator  Mk  in  der  Form 

(45)        Mk  -  ^^^^ 


VymJ  Vvm-i)  vym-J      \Sy,„-k+lJ 
worin  die  eingcJdammerten  AusdrücJce  anzeigen  sollen,  dass  die 
Grösseti  y,a,  ym—i,  •  •  •  ^«-^+1  'init  Hülfe  der  Je  gegebenen  Inte- 
gralgleichungen (39)  eliminirt  sind. 

Wir  können  aber  dem  Nenner  der  Gleichung  (45)  noch 
eine  einfachere  Form  geben,  wenn  wir  den  algebraischen 
Elimiuationsprocess  der  einzelnen  Grössen y,,*,  ym  —  i ,  ...y,n—k+i 
etwas  genauer  verfolgen. 

Du  nämlich  nach  den  Gleichungen  (39)  bis  (44)  u.  f. 
die  in  x,  y^,  y.,,  ...  identischen  Beziehungen  bestehen, 
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3  a),  dto^  3ö>2i      ^""i 


+ 


C(o, 


^y„ 


^Qj,        ^0)32  ci  (o^         dco.^ 


d(On 


d(0^        j^    3<JÖ32       3  Cgi       j_       5( 


S2/,„_2         ?^i    ^2/„,-2         ^^2    ^2/,„_2         ^2/. 


so   entspringt   die   aus   der  Regel    der  Multiplication   zweier 
Determinanten  unmittelbar  ersichtliche  Beziehung 


(46 


dri^ 


dfi^ 


0  0 

1  0 


1 


0  0 
0  0 
0      0 


s^^l-k-l  ^«Äi-1 


SVi 


Sn-z 


0  . 


di 


? 


d  O), 


^y^-x 


di 


dy„,_2        dy,„_.^   at/,„_„ 


•  0 
■0 
•0 


3o), 


dy„,^k+l    ^Vm-lc+l  ^y.u-k  +  l 


hh„  WnZ^i  ^ym-2  "  '  ^y 

?  fOg  d   0)3  d   CO., 


3  CO, 


?Cö,, 


^.'/m- 


m  — A-l-1 


0  01. 


dm. 


^y.n  ^y>, 


H, 


^V,n- 


m  —  k->r\ 


welche,  weil  jede  der  Detcrniinauten  der  linken  Seite  in  das 
l'roduct  ihrer  Diagunalglieder  übergeht,  sich,  wenn  die  so- 
genannte Functionaldctcrm'manle  der  Ic  Functionen  Wj,  w^,,  ...w^; 
in    I^ezuiJ  auf  die  Variabcln 


Vlll,     VlH—l,     lliu-2, 


llw~k-\l 
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F(w,,Wcj,...w,) 


(47) 

^y,a 

d  (0^ 

'^y,u 

<^y,u-i 
^y.u-1 

do).j. 

^Vnc  -2 

^(o^ 

^y,u-k+i 

^ym-k+l 

^y,u 

^y.n-i 

d(o^    . 

. .     ^"* 

^ym-2 

("y^u-ü+i 

gesetzt  wird,  iu  die  Form  briugen  lässt 


m     ^ 


^y.u  ^y,n-i  ^2/« 


=  F{(Oi,(o.^,  .  ..Ok). 


Sy,n-k+l 

Wir  finden  somit  nach  Gleichung  (-15),  dass 
der  ^lultiplicator  des  mit  Hülfe  von  Je  Integralen  reducirten 
Systems  von  ni  —  li,  Differentialgleichungen  die  Form  hat 

/  31  \ 

(■^•0  ^^^^-[  Ff..,  .......,))> 


ivorin  die  Klammer  ivieder  anzeigt,  dass  der  Ausdruch  mit 
Hidfe  der  h  Integrale  (39)  auf  eine  Funetion  von  y^^,  y.,, 
.  .  .  y,n—k  redncirt  tverden  soll. 

Daraus  folgt  aber, 

dass,  tvenn  maii  für  ein  Differentialgleiehnngsystem  m^^'^ 
Klasse  einen  Blidtijylieator  und  m  —  1  Intcgralfnnctionen  Wj, 
ö^,  ...  dni—i  Jcennt,  auch  ein  Midtiplicator  des  mit  Hidfe  der 
m  —  1  Integrale 

(50)  OJi    =-    IJi  ,         «2    ^   n-l,     ■   •    ■   "/«-l    =    H'n-l 

reducirten  Systemes  von  einer  Differentialgleichung 


(51) 


-^  ^^{x,   v/, ,    »/i,    ...  l/,„_i) 


bekannt  sein  tvird,  und  zivar  in  der  Form 

M 


(52) 


M., 


( ^1 V 


dieser  Mulliplicator  icird  der  letzte  JSlaltiplicator  von  Jacohi 
genannt. 

3.    Untersuchen  wir   nun  zunächst  die  Bedeutung  eines 
Multiidicators  ;«  einer  Difiereutialgleichuiig 
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(53)  ff-^C-.!/). 
welcher  nach  (4)  der  Gleichung  genügt 

(54)  |^  +  l(j^  =  0, 
^     ^  dx    '       Oll  ' 

so  wird  die  Gleichung  (53)  mit  ji  ujultiplicirt  lauten 

(55)  (idi/  —  iii&(x,  y)  •  dx  =^  0. 

Hat  man  aber  eine  Differentialgleichung   von  der  Form 

(56)  L  (x,  y)  dy  +  31  {x,  y)  dx  =  0 , 

für  welche  L  und  31  solche  Functionen  von  x  und  //  sind^  das.s 

,      .  dL{x,y)  _  dM{x,  y) 

•^'-^'^  dx  ?y        ' 

wie  dies  für  die  Gleichung  (55)  nach  (54)  der  Fall  ist, 
identisch  für  alle  x  und  y  befriedigt  wird,  so  wird  diese 
Differentialgleichung  eine  vollständige  genannt,  und  es  lässt 
sich  die  Auffindung  der  dieser  Differentialgleichung  zugehörigen 
Integralfunetion  auf  die  entsprechende  Aufgabe  für  die  ein- 
fachste Form  von  Differentialgleichungen 

(58)  II  =  Fi^) 

zurückführen,  deren  allgemeines  Integral,  wenn  c  eine  will- 
kürliche Constante,  mit 

(50)  t^  J'F{x)dx-\-  c 

bezeichnet,  und  auf  dessen  wirkliche  Auswerthuug  später  ein- 
gegangen wird;  man  nennt  die  Integralformen (59)  Quadraturen. 
Um  die  Ueduction  der  für  (50)  zu  lösenden  Aufgabe  durch- 
zufiihren,  sei  zunächst  bemerkt,  dass,  wenn  es  uns  gelingt, 
eine   Function  u  von  x  und  y  zu   bestimmen  so,  dass  zugleich 

(^^)        'd'^j  ^-^ ^*''  -'^  ■  ""'^  'dl^  ^^^^'  y^ 

befriedigt  wird,  dann  offenbar 
(61)  u  =  c 

gesetzt,  worin  c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet,  die  ge- 
suchte Integralgleichung  von  (56)  sein  wird,  da  sich  durch 
lJ)iflerentiation  von  (61)  nach  (60) 


IV.  Uelier  ilie  Multi[plic;itoren  von  Diffcrfiitialf^lt'ichunf^sybtiuien  vb:.  f)? 

(G2)     du  =  y^  dij  -h  'Jl  dx  ==  L  (X,  y)  dy  +  M {.c,  ij)  dx  =  ( ► 

f^rgiebt.  Um  nuu  n  aus  (60)  wirklich  herzuleiten,  betrachte 
man  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  ij  als  Variable  und  x  als 
Parameter,    und    erhält  sijdunn   durch   Vergleichung  mit  (58 j 

und  (59) 

(03)  u=^jL{x,y)dy-\-  P{:x), 

worin  P  {x)  constant  in  Bezug  auf  /y,  aber  noch  abhängig 
vom  Parameter  x  sein  wird;  difterentiirt  mau  nunmehr  (Ooj 
nach  X,  so  folgt  nach  (60) 

du  Tir/   ,  ('("Lix,!/)   -j       .    (lP{x) 
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.         .  /  ?L{x,y)   ,       , 


oder 

und  da  die  rechte  Seite  dieser  Gleichuuj:^  i^i'^'  von  x  abhän«it, 
weil  vermöge  (57) 


^     ^  ' -^'J         dx ^  ^  dM{x,y)  _  dL{x,y) 

dy  dy  dx 


=  0 


ist,  so  wird  die  Diflereutialgleichung  (64)  wieder  die  Form 
von  (58)  haben,  und  die  zugehörige  Integralgleichung  also 
lauten 

(65)         P(^)  =^J\m  {x,  y)  -  ß-^^'^  dy]  dx  +  C, 

wo  C  eine  willkürliche  Constante  bedeutet;  es  nimmt  somit 
nach   (63)  u  die  Gestalt  :in 

{W)    a=J  L{:x,y)dy+j'^M{x,y)-  f'^-fi^dy]  dx-^C. 

Da  nun  nach  der  obigen  Auseinandersetzung  u  einer  con- 
stanten  Grösse  gleichzusetzen  ist,  so  erhalten  wir  die  all- 
gemeine Integralgleichung  von  (56)  in  der  Form 

(67)  J'l  {x,  y)  dy  +J[  M{x,  y)  -j'^-^^dy\dx  =  Ic , 
worin /j  eine  willkiirliclie  ('(instante  l)e(leutct,  und  sehen  somit, 


58  Erstes  Kapitel. 

ihss  sich  die  Auffindung  der  Inteyralgleichung  einer 
vollständigen  Differentialgleichung  auf  Quadraturen  surüclc- 
f Uhren  lässt. 

Da  nun  die  Gleichung  (55)  vermöge  der  Beziehiiug  (54) 
ebenfalls  eine  vollständige  Differentialgleichung  ist,  die  man, 
wenn  der  Multiplicator  /x  der  Differentialgleichung  (53)  be- 
kannt ist,  durch  Multiplication  dieser  mit  ft  aufsteilen  kann, 
so  folgt  der  Satz, 

dass,  wenn  man  einen  Midtiplicator  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  kennt,  die  Auffindung  der  Integral- 
function  auf  Quadraturen  mrüchführljar  ist. 

•t.  Beachtet  man  nun,  indem  wir  wieder  zu  einem  Dif- 
ferentialgleichungsysteme w*'-*^  Klasse  zurückkehren,  dass  die 
Gleichung  (52)  einen  Multiplicator  der  Differentialgleichung 
(51)  lieferte,  wenn  ein  Multiplicator  und  m  —  1  Integrale  des 
Differentialgleichungsystems  m^^^'  Klasse  bekannt  waren,  so 
können  wir  mit  Benutzung  der  voranstellenden  Sätze  das 
folgende  Theorem  aussprechen: 

Kennt  wan  für  ein  Differentialgleiclmngsystem  ni^^^  Klasse 
einen  Multiplicator  und  m  —  1  IntegraJfunetionen,  so  lässt  sieh 
die  Auffindung  der  leisten  Intcgralfunction  auf  Quadraturen 
mrücTifiihren. 

5.  Wir  wollen  die  Untersuchung  über  die  Multiplicaton;n 
eines  Systems  von  Differentialgleichungen  noch  mit  einer  Be- 
merkung über  die  Beziehung  dieser  zu  den  singulären  Inte- 
gralen solcher  Systeme  beschliessen. 

Sei  nämlich  oj,  (:*:;,  v/j,  y/.,  ...  y/,„)  eine  Intcgralfunction  des 
Systemes  (1),  so  dass 

(68)  «i  (x-,  v/i ,  y,. ,  •  •  -  y,n  - 1 ,  y«)  =  Hi 

gesetzt,  worin  ri^  eine  Constante  bedeutet,  nach  der  Definition 
der  Gleichung 

oder 

identisch  genügt,  so  wird  jede  Function  von  x,  g^,  //.,  ...  g,„  —  i,  gm 


iV.  Uubcr  die  Multiplicatorcii  vuii  D  UVientiiil^'lt'ichiingsyBU'inen  etc.  5"J 

Hilf  die  Form  gj,  (x,  ?/, ,  y.,,  ...ijm-i,  y„)  —  Hj  gebracht  werden 
köuueu,  wenn  man  nur  Hi  als  Function  von  x,y^,y.^,...y,n  —  {,  ym 
aus  der  Gleichung 

(70)  co^{x,y^,y.,,---y,„-x,y„)  —^i  =  (p{x,yi,y.,,--y,n-i,y„.) 

so  bestimmt,  dass  dieselbe  in  x,yi,y.^,  . . .  7/„._i,  y„,  identisch 
erfüllt  wird.     Nehmen  wir  nun  an,  dass 

(71)  <p(x,yi,y>,--'j>n-i,y..)  =  o 

ein  singuläres  Integral  des  Differentialgleichungsystems  (1) 
ist,  dass  also  jedenfalls  die  Gleichung 

durch  die  Beziehung  (71)  in  x,  y^,  y.^,  . . .  7/m-i, !/«  erfüllt  wird, 
so  ergiebt  sich  aus  (70)  durch  Einsetzen  in  (72) 

oder  durch  Division  mit  ^ — '- 

\^ax-  ^  r»/,       '^  a(/,„_i  ;     r//,„ 

Vaa.  +  ai,/^+      ^^a2/,/"7'^z/,„       ' 

woraus  nach  (60)  folgt,  dass  die  Gleichung 

^\^rx-    '    ai/,     '   '  ay,„_i  a»/„.       /    i //„, 

für  alle  x,  yy,  . . .  y,u-i,  y.n  des  singulären  Integrales  erfüllt 
sein  muss.    Dies  kann  aber  offenbar  nicht  dadurch  geschehen, 

dass   die  Klammer  oder  -y-;   verschwindet,  weil  sonst  H,  eine 

Constante  ^/^  sein  müsste,  und  somit  die  g>- Function  unter  den 
durch  (GS)  dargestellten  Integralen  enthalten  wäre,  was  selbst- 
verständlich von  vornherein  ausgeschlossen  war;  der  Gleichung 
(74\  also  auch  den  GliMchungon  (7^»)  und  (72)  kann  aber  aucli 
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dadurch  genügt  werden,  dass  zwischen  x,y^^^y.^,  . . .  y„i—i,  Dm 
ein  solcher  Zusammenhaug  besteht,  dass 

wird,   d.  h.    der   durch    die    Gleichung   (71)    oder    durch    das 
siaguläre  Integral  dehiiirte  Zusammenhang  zwischen  .r,  t/i,  ^/^ 
. ..  yiu—i,  y,n,  welcher  dem  System  von  Differentialgleichungen 
{1)  genügt,  wird  durch  die  Gleichung  (75)  gegeben ,  oder 

_J ==0 

(76)  ga)i(a;,y,,...y,,,_i,y„0 

bildet  eine  singulare  Integralgleichung,  vorausgesetzt,  dass 
sie  nicht  in  anderen  particulären  Integralgleichungen  ent- 
halten ist. 

Sei  nun  c},j(x,  y^,  y.^, . ..  ym—i,  y,,,)  eine  zweite  Integral- 
function  des  Differentialgleichuugsystems  (1),  so  wird  nach 
der  früheren  Bezeichnungsweise 

eine  Integralfuuction  des  reducirten  Systemes  von  Differential- 
gleichungen (14)  sein,  und  somit  wieder 

O'^)  S 7 ^ N  =■  0 

eine  singulare  Integralgleichung  des  Systemes  (14),  also  auch 
des  gegebenen  sein.  Schliessen  wir  so  weiter,  so  folgt  aus 
der  durch  die  Gleichung  (45)  ausgedrückten  Beziehung, 

dass  die  shiytdärcn  Integrale  eines  Di/ferentialylciclmng- 
systeius  heliebiyer  Klasse  gefunden  iverden,  ivenn  man  den 
Midtiplicator  desselben  gleich  unendlich  seist, 

Avobei  jedoch  immer  nachher  durch  Einsetzen  in  das 
Diflerentialgleichungsystem  erst  festzustellen  ist,  ob  die  ge- 
fundenen Ausdrücke  auch  wirklich  dem  Systeme  genügen. 


V.  Uebev  d.  hrednctibilität  oinos  Systems  alofftbr.  DiftV-rentialgleicli.  ( j  1 


V.  TIcher  die  Irrednetibilifät  rinos  Systems  al^ebraiselier 
Differeiitinlgleiehiiiigeii. 

1.  Sei  ein  DiflFerentialgleichungsystem  w/*'''  Klasse  in  der 
Form  vorgelegt 

{'"'(^''"y- '■■■'■'•'■)  'hn  =  ff,  (^,  ,„,„,.  ,,,„) 

ot^  dx 


U) 


a«(...,  y.,...y.„) äy,,  _  ^^_^_  ^^_  ,^ _  ^^^^ _  , , ,  ^^^^^^  _ 


worin  t.   eine  bestimmte  Lösuno-  der  Gleiclunifj 

(2)  G^(:r,^,^Vi,  ■••?/,«)  =  <> 

ist,  und  werde  angenommen,  dass  unter  v  Elementen  eines 
Integralsystems  von  (1) 

Y     Y  Y 

eine  algebraische  Beziehung  bestehe 

(3)  fix,Y„Y,,.--  n)  =  0, 

dann  ist  sogleich  ersichtlich,  dass,  wenn  man  aus  den 
Gleichungen  (1),  (2)  und 

(4)  /"(a^,  2/i,  ?/•>;•••  2/.)  =  <^ 

eine  der  Grössen  z.  B.  y,.  eliminirt,  man  ein  üifferential- 
gleichuugsystem  m  —  1**^'"  Klasse  erhält,  welches  in  di<' 
Normalform  umgesetzt  lautet: 

€g(x,u^,yi,...y^._i,y,.^i,...y^)dy^._^ 

?^, ^^^-rf^  =i/.-i(^V'i;^n-?/.-i.//.-fi."/0 
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worin  ii^  eine  Linsnng  der  (Tleichung 

ist,  und  für  welche 

Y  1^  V  Y^ 

ein  TÖllsi'dnäiges  d.  h.  ans  w  —  1  Tntegralelementen  bestehendes 
Integralsystem  darstellen. 

JSs  hiläet  somit  unter  der  Annahme  einer  algebraischen  Be- 
siehung (3)  ein  Theil  eines  vollständigen  Integralsystems  des 
Differentialgleiehungsystems  ni^^^  Klasse  ein  vollständiges  Tntegral- 
system  eines  Dißerentialgleichungsystenis  niederer  Klasse. 

Mag  nun  umgehehrt  von  einem  vollständigen  Integralsysteme 
von  (1)/(L>) 

Y    Y  Y 

ein   TJieil    Y^,  Y^,...  Y,.,    ivorin   vKm   ist,  ein   vollständiges 
Intcgralsystem  eines  Differenlialgleichungsystems  ?'**""  Klasse  hilden 


•  y^)  dy,        ,     . 

■?/.) 

•  ?/v)  dy^. 

•  ■  2/.) , 

(^0 


(7) 


worin  Vj  eine  Lösung  der  mit  Adjnngiruug  von  x,  y^^...y,n 
algebraisch  irreductibeln  Gleichung 

(8)  h{x,v,y^,--  y,)  =  0 

ist,  so  werden,  wenn  man  die  den  Y^,...Y,i,  entsprechenden 
Werthe  von  t^  und  v^  mit  t-  und  ö^  bezeichnet,  wie  durch 
Vergleichung  von  (1)  und  (7)  hervorgeht,  die  Relationen  be- 
stehen 


V.  Ueber  cl.  IireductiVjilitilt  eines  Systems  alpfebr.  DiflFerentialgloicli.  Gi^i 

CS  cxistircn  somit  wieder  algebraische  Beziehungen  zirischen 
(Im  Intcgralelementcn  F, ,  Y.,,  ..  .  Y„t, 

wenn  nicht  silmmtliche  Gleichungen  (1>)  i<hnitiscli  sind, 
(1.  h.  die  ersten  v  Gleichungen  des  Systemes  (1)  nur  .Vi,?/^,  •••?/i 
enthalten  ^  also  ein  selbständiges  Differentialgleichungsysteni 
i/*'""  Klasse  bilden. 

Schliesst  man  diesen  letzteren  Fall  aus  und  eliniinirt  aus 
einer  der  algebraischen  Beziehungen 

( 1 0)  — ^ ^j^ '-  /a„  (.r ,  i\  ,V„---  ?/.■) 

—  — ^    (ra{x,  11,1/1,  ■•■Ihn) 


und  den  Differentialgleichungen  (1),  (2)  die  Grösse  ?/,„,  so 
erhält  man  ein  ähnliches  Üifferentialgleichungsystem  m — 1*^'" 
Klasse,  welches  das  vollständige  Integralsystem  Yj,  Y2,...Y,„  —  i 
hat,  und  von  dem  der  Theil  Y^,  Y<^,  ...  Y,  wieder  ein  voll- 
ständiges Integralsystem  von  (7)  bilden  wird;  stellen  wir  dieses 
Differentialgleichungsysteni  m  —  l**''  Klasse  in  derselben  Weise 
wie  vorher  mit  (7)  zusammen,  so  kann  man  in  ähnlicher 
Weise  ein  solches  m  —  2*"  Klasse  herleiten  u.  s.  w.,  bis  mau 
zu  einem  Differentialgleichungsystem  v^''^  Klasse  von  der 
Form 


i'^^'^-y---:^^y.^H,^.,T,,y,,...y:) 


(H) 


d'l\ 


dH(x,2\,y,,  ...  //„)   dy^.  „  /       t  \ 


gelangt,  worin   T,   eine  Lösung  der  Gleichung 

(12)  H{x,T,y„...y,.)  =  0 

bedeutet.     Da  dieses  Differentialgleichungsystem  mit   (7)  ein 
gemeinsames  Integralsystem    Y,,  Y^,  . . .  Y,   besitzt,  so  würde 
sich  wiederum  aus   (11)  und  (7) 
dH(x,%.,Y.,...  Y) 


64  Erstes  Kajiitcl. 

ergeben,  wenn  X,   eine  Lösun<j5  der  Gleicliung 

(14)  H{x,%,  y,,--  r,.)  =  o 

ist.  Wäre  nun  die  Gleichung  (lo)  keine  in  Y^,  Y.^,  ...  Yy 
identische,  so  würde  mau  wiederum  die  Klasse  des  Differential- 
gleichungsystems (11)  um  eine  Einheit  erniedrigen  können, 
und  es  würde  somit  ein  Theil  des  vollständigen  Integral- 
systems Yj,  Y.2,  ...  Yr  der  Differentialgleichungen  (7)  das  voll- 
ständige Integralsystem  eines  Differential gleichungsystems  von 
niedrigerer  Klasse  als  der  v^^^  sein,  —  nehmen  ivir  also  an, 
dass  die  Integrale  Y^,  Y^,...  Y,,  des  Differentialglciclmngsystems 
(7)  nicld  schon  mm  Theil  ein  vollständiges  Integralsystcm  eines 
DifferentialgleieJmngsystems  niederer  Klasse  als  der  v^^"  bilden, 
so  werden  die  Gleichungen  (13)  identische  sein  müssen,  d.  h. 
sämmtliche  vollständige  Integralsysteme  der  Differential- 
gleichungen (7)  werden  Theile  von  vollständigen  Integral- 
systemen von  (1)  sein  müssen,  und  es  ist  klar,  dass  die 
Identität  der  Gleichungen  (13)  erhalten  bleibt,  wenn  man  für 
Ü,  jeden  Zweig  der  irreductibeln  Gleichung  (8)  setzt,  indem 
man  in  (13),  worin  Y^,  . . .  Ym  durch  yij-.-ym  zu  ersetzen 
sind,  nnr  X,  y^,  .. .  y,n  solche  geschlossene  Umläufe  machen 
lässt,  dass  t)^  in  die  einzelnen  Zweige  übergeht.  Es  konnte 
jedoch  auch,  wie  wir  vorher  sahen,  schon  von  vornherein  der 
Fall  eintreten,  dass  das  gegebene  Differentialgleichungsystem 
(1)  aus  V  Differentialgleichungen  besteht,  welche  nur  v  ab- 
hängige Variable  enthalten  und  aus  m  —  v  Differential- 
gleichungen, welche  alle  m  Variabein  einschliessen. 

Es  braucht  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  für  den  Fall 
v=m  aus  den  obigen  Folgerungen  sich  zugleich  ergiebt, 
dass  der  Grad  des  die  Lösung  f^  definirenden  irreductibeln 
Factors  von  (2)  gleich  oder  grösser  sein  muss  als  der 
Grad  der  irreductibeln  Gleichung  (8),  und  wir  erhalten  somit, 
wenn  wir  noch  daran  erinnern,  dass  ein  Differcntialglciclmng- 
system  »w*^'  Klasse  vom  n*°"  Grade  genannt  werden  sollte,  trenn 
die  mit  Adjnngirnng  von  x,  y^, . .  .y,n  algchraiscli  irrcdnctihlc 
Gleichung  in  t  vom  n^°^  Grade  war,  den  folgenden  Satz: 

Wenn  mvischcn  m  TntcgraMcmaiten  eines  Dißcrential- 
gleichnngsystcms  ?>^*'''"  Klasse  eine  algebraische  Beziehung  stall- 
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findet,  so  lässt  sich  ein  algebraisches  Differentialgleichungsystem 
niederer  Klasse  ah  der  m^^^  aufstellen,  von  ivelchem  ein  Thcil 
jenes  Integralsystems  ein  vollständiges  Intcgralsystem  bildet]  ivcnn 
umgelehrt  ein  Differentialglciclmngsystcm  m^"  Klasse  ein  voll- 
ständiges Integralsystem  besitzt,  von  welchem  ein  Theil  v  (v<.m) 
ein  vollständiges  Intcgralsystem  eines  Bifferentialgleichimgsystems 
v^"'^  Klasse  und  Ji*®"  Grades  bildet,  ivobei  angenommen  ivird,  dass 
von  diesen  v  Integralen  nicht  schon  ein  Theil  v^  ein  vollständiges 
Integralsystem  eines  Differentialgleichungsystems  Vj^''  Klasse 
bildet,  so  werden  alle  vollständigen  Integralsysteme  des  Differential- 
gleichungsystems v''^"  Klasse  Theilintegralc  des  Differential- 
gleiehungsystems  m*^"  Klasse  bilden,  und  es  wird  das  gegebene 
Differentialgleichungsystem  entiveder  aus  jenem  Differential- 
gleichungsystem v^"''  Klasse  und  m  —  v  Differentialgleichungen 
bestellen,  ivelche  noch  alle  m  abhängigen  Variubeln  enthalten 
lönnen,  oder  es  iverden  mvischen  deti  Elementen  eines  Integral- 
systems solche  algebraische  Beziehungen  stattfinden,  dass  das  gegebene 
Differenticügleiclmngsystem  vermöge  derselben  in  zwei  Systeme 
der  angegebenen  Art  zerfällt,  ohne  dass  deren  Integralsysteme 
jedoch  alle  des  vorgelegten  Differentialgleichungsystems  erschöpfen. 

2.  Nachdem  dieser  Hiilfsatz  vorausgeschickt  worden, 
werden  wir  an  die  Aufstellung  eines  für  die  Theorie  der  al- 
gebraischen Differentialgleichungen  wichtigen  Begriffes  gehen 
können. 

Tni  zweiten  Abschnitte  war  nachgewiesen  worden,  dass 
alle  algebraischen  Differeutialgleichungsysteme  in  selljständige 
Differentialgleichungsysteme  w**""  Klasse  und  »'^"^  Grades  von 
der  Form  sich  auflösen 


(15) 


-^ 8t, dx  =  ^^'  ("^^  ^ -'A ,  •  •  • :'/-,) 


. dt, ^  =  ^"'  (•^'  ^' '  -^A  '  •  •  •  ?^"')  ' 


worin  ^j  eine  Lösung   der   mit  Adjuugirung   von  x,  yy,  . . .  y,„ 
algebraisch  irreductiblen  Gleichung  vom  Grade  n  in  Bezug  auf  t 
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ist,    und    sich,    wie  IL  (35)    zeigte,    zugleich    als    rationale 

Function  von  x,y^,-  ■  y,,,,  -J^  r  ■  • -^^  ^^  ^^r  Form 

(17)  «,  =  7j(^,,^,...,„„^,...f^) 

darstellen  lässt. 

Das  Diffcrentialgleichungsysteni  w**^"^  Klasse  und  n*"'^  Grades 
(15),  (16)  soll  ein  irreductibles  genannt  werden,  ivenn  Iceine 
Zusammenstellung  von  weniger  als  m  Elementen  irgend  eines 
Integralsystems  ein  vollständiges  Integralsystem  eines  Differential- 
gleichungsystems niederer  Klasse  bildet,  oder,  was  dasselbe 
ist,  das  gegebene  Differentialgleichungsystem  m*^'  Klasse  mit 
keinem  anderen  niederer  Klasse  irgend  ein  Integralsystem  ge- 
mein hat. 

Berücksichtigt  man  zugleich  den  vorher  bewiesenen  Satz, 
so  ergiebt  sich, 

dass  ein  reductibles  Differentialgleichungsystem  m^""^  Klasse 
und  M*®°  Grades  entweder  in  ein  System  v**^"  Klasse  (v  <  m)  ver- 
fallen wird,  das  nur  v  anhängige  Variabein  enthält,  und  in 
m  —  V  Differentialgleichungen  mit  im  Allgemeinen  m  Variabein 
oder  dass  zwischen  den  Elementen  eines  Integralsystetns  eine- 
algebraische Beziehung  bestehen   ivird; 

jedenfalls  giebt  es  dann  ein  Differentialgleichungsystem 
niederer  Klasse  als  der  m^^^,-  dessen  sämmtliche  vollständige 
Integralsysteme  zusammengehörige  Elemente  von  Integral- 
systemen des  gegebenen  Differentialgleichungsystems  bilden. 
Es    ist    somit  auch  unmittelbar  ersichtlich, 

dass  für  ein  irreductibles  Diffcrentialgleichtmg System  nie 
Elemente  von  Integralsystemen  existiren  dürfen^  ivelche  algebraische 
Functionen  sind. 

3.  Nach  Aufstellung  des  Irreductibilitiltsbegritfes  wird 
sich  mit  Berücksichtigung  der  in  1.  und  2.  gemachten  Aus- 
einandersetzungen leicht  der  Satz  beweisen  lassen, 

dass  ein  irreductibles  System  von  Differentialgleichungen 
^^^tor  xiagse  und  »i^'^"  Grades  auch  mit  keinem  andern  Differential- 
gleichungsystem w*°'  Klasse  und  niederen  Grades  als  dem  w*®" 
ein  Integralsystem  gemein  haben  kann. 

Denn   sei   dieses  zweite  System   in  der  Normalform 
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'^g{^,-^x,yx>--y„)  dy,         ,  , 


(18) 


gegeben,  worin  t^  eine  Lösung  der  mit  Adjungirung  von 
X,  ;?/, ,  . . .  y,n  irreduetiblen  Gleichung  v^''"  Grades 

(19)  9ix,t,1/^,■^■y,„)  =  0 

ist,  in  welcher  v  <w,  und  habe  dasselbe  mit  (15)  das  Integral- 
system 

Y     Y  Y 

gemein,  so  würde  sich 

(^Q)  a-^-(.;yr;T7rrTg = ä-,-(^7fr7Tr7TTYg(^"^"- 1^^>-»0 

ergeben,  worin  T^  und  T,^  die  dem  particulären  Integralsysteme 
Fj,  ...  Y,n  entsprechenden  Werthe  von  t^  und  Tj  bedeuten. 
Da  aber  nach  den  obigen  Ausführungen  zwischen  den  Integral- 
elementen  eines  irreduetiblen  DiÖerentialgleichungsystems  eine 
algebraische  Beziehung  nicht  stattfinden  darf,  so  wird  die 
Gleichung  (20)  oder 

(^a  (x,t,,y,,...  2/,,,)         g^(x,T,,y,,...  y^) 


(21) 


dG{x,t^,y^  ...  2/,„)         dg(x,z^,y^,.  .  2/„,) 


eine  in  ?/,,.. .  ?/,„  identische  sein,  und  somit  die  beiden  Systeme 
von  Differentialgleichungen  (15)  und  (18)  insofern  zusammen- 
fallen, als  ihnen  alle  Integralsysteme  gemeinsam  sind.  Bringt 
man  nun  die  Gleichung  (19)  in  die  Form 

(22)  T,"  +  W,  {X,  //,,  •  •  ■  //„,)  T/— 1  -\ \-co,  (.<•,  //,  ,  •  •  ■  //,„)  =  (» , 

worin  w, ,  . . .  o,  rationale  Functionen  bedeuten,  und  bemerkt, 
dass  sich  die  lieduction  auf  die  Normalform  eines  Differential- 
gleichungsystems stets  so  vollziehen  Hess,  dass  /,  eine  rationale 

Function  von  x,yy,  •  •  •  y,„,  j  ] ,  •  •-  -yr  ist,  sich  also  auch  mit 
Hülfe  der  Gleichungen  (18)  und  (22)  als  ganze  l''unction  vou 
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Tj  vom  V  —  1*"°  Grade ,  deren  Coefficienten  rationale  Func- 
tionen von  x^y^,  . . .  ym  sind,  in  der  Form  darstellen  lässt 

(28)      t^  =  ^0  (^;  Ih ,  •  •  •  V")  +  -^1  (^;  Vi,  ■  ■  ■  !/><:)  ^i  H 

-jr  iiv-i{x,y„-'-y„,)t,'-', 

so  folgt  bekanntlich  durch  Zusammenstellung  von  (22)  und 
(23)  oder  durch  Elimination  von  r,  zwischen  diesen  beiden 
Gleichungen  für  t^  eine  algebraische  Gleichung  vom  v*°"  Grade, 
deren  Coefficienten  rationale  Functionen  yow  x,y^,  ..  .y,n  sind. 
Da  dies  aber  der  Irreductibilität  der  Gleichung  (IG)  wegen 
nicht  möglich  ist,  so  wird  die  oben  gemachte  Annahme,  dass 
die  Tj  definirende  Gleichung  (19)  von  niedrigerem  Grade  als 
(16)  ist,  unstatthaft. 

Aus  dem  eben  bewiesenen  Satze  folgt  aber  sogleich, 

dass  für  ein  irreductihles  Differentialyleiclmngsystem  die  mit 
Adjimgining  von  x^y^,  ...  y,u  irrednctible  Gleicimng  (16)  für  t^ 
auch  mit  Adjimgining  eines  jeden  speciellen  Integralsystem  Y^,...  Ym 
irreductihel  bleibt;     . 

denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  würde  das  ursprüng- 
liche System  von  Diiferentialgleichungen  mit  einem  System 
derselben  Klasse,  welches  aber  zu  einem  niedrigeren  Grade 
gehört,  ein  Integralsystem  gemein  haben,  was  nach  dem 
vorigen  Satze  unmöglich  ist,  und  ebenso  unmittelbar  folgt 
aus  dem  Umstände,  dass,  wie  in  5.  des  dritten  Abschnittes 
nachgewiesen  worden,  die  singulären  Integralsysteme  einer- 
seits algebraische  Beziehungen  zwischen  den  Integralelementen 
bedingen,  andererseits  ein  Theil  ihrer  Elemente  das  voll- 
ständige Integralsystem  eines  Systems  von  weniger  als  m 
Differentialgleichungen   bildet, 

dass  ein  Differentialgleichungsystem  belichigcr  Klasse^  welches 
singulare  Integralsysteme  besitzt,  stets  rednciibel  ist. 

Endlich  liefert  die  Zusammenstellung  des  in  1.  dieses 
Abschnittes  bewiesenen  Satzes  mit  der  vorher  gegebenen 
Irreductibilitätsdefinition  unmittelbar  das  Theorem, 

dass,  ivenn  ein  irreductiblcs  System^  von  Diff'crcntiahjleiclmngen 
?»*"'■  Klasse  mit  einem  Diff'erentialgleichungsystem  höherer  Klasse 
oder  derselben  Klasse,  aber  höheren  oder  desselben  Grades  ein 
Integralsystem  gemein  hat,  dann   auch  sämmtlirJic  rollständige 
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Integralsysteme   des    irreductibeln    Systems    Integralsystcnie   des 
Systemes  höherer  oder  derselben  Klasse  res2).  Grades  sein  iverden. 
4.  Sei  wieder  die  Differentiali^leichunff 


gegeben,    welche   mit  Adjimgirung  vou  x,z, 


dz         d"-'. 


d^z 
Bezug  auf  -^  algebraisch  irreductibel  sein  soll,  und  die  durch 

das  System  der  Gleichungen  (41)  und  (42)  des  zweiten  Ab- 
schnittes ersetzt  werden  konnte,  so  wird,  we'^n  man  beachtet, 
dass  nach  diesen  Gleichungen  die  Variabein  yi,  y2}  •  •  •  Vn  die 
0*'',  V^,...n  —  1*^  Ableitung  der  Function  2  oder  y^  bedeuten, 
sich  bei  genauer  üebertraguug  der  oben  bewiesenen  Sätze 
Folgendes  ergeben: 

Wenn  eine  algebraische  Differentialgleichung  n^^  Ordnung 
mit  einer  anderen  gleichartigen  von  niederer  Ordnung,  ivelche  in 
Bezug  auf  den  höchsten  Differentialquotienten  im  algebraischen 
Sinne  irreductibel  ist,  ein  Integral  gemein  hat,  tvclches  Tceincr 
algebraischen  Differentialgleichung  noch  niederer  Ordnung  genügt, 
so  iverden  sämmtliche  Integrale  der  stveiten  Differentialglei- 
chung auch  der  ersten  geniigen,  oder  es  wird,  wie  man  sich  auch 
in  diesem  Falle  ausdriicld,  die  Differentialgleichung  niederer 
Ordnung  ein  cdgebraisches  Integral  der  ersteren  sein. 

Aus  der  oben  gegebenen  Irreductibilitätsdefinition  eines 
Systems  von  Difi'erentialgleichungen  folgt  ferner: 

Eine  algebraische  Differentialgleicliuug  w*^'  Ordnwtg  (24) 
ivird  irreductibel  genannt,  ivenn  sie  in  Bezug  auf  den  höchstoi 
Differentialquotienten  im  algebraischen  Sinne  irreductibel  ist  und 
mit  Jceiner  algebraischen  Differentialgleichung  niederer  Ordnung 
ein  Integral  gemein  hat. 

Daraus  ergiebt  sich, 

dass  eine  irreductible  Differentialgleichung  »i*®""  Ordnung  mit 
heiner  anderen  algebraischen  Differentialgleichung  derselben  Ord- 
nung, aber  in  Bezug  auf  den  höchsten  Di/ferentialquotientcn 
niederen  Grades  ein  Integral  gemein  haben  lann,  dass  also  auch 
eine  irreductible  Differentialgleichung  für  kein  jiHfUculüres  Inte- 
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(jral  sich  in  Factoren  zerlegen  lassen  darf,  welcJie  in  Bezug  auf 
den  höchsten  Difj'erentialquoücnten  von  niedrigerem  Grade  sind, 

uud  endlich  der  Satz: 

dass,  -wenn  eine  irreductihle  Differenlialgleichung  (24)  7nit 
einer  anderen  Differentialgleichung  ein  Integral  gemein  hat,  sie 
alle  Integrale  mit  derselben  gemein  haben,  also  ein  algebraisches 
Integral  der  letzteren  sein  muss. 


VI.  Satz  von  der  Erhaltimg  der  algeln'aischeu  Bezielnmgen 
zwischen  Integralen  verschiedener  DifFerentialgleichnng- 

systenie. 

1.  Seien  Je  irreductible  Diiferentialgleichungsysteme  m^,m.^, 
...nik''"^  Klasse  gegeben: 


(1) 


^h, 


j^^  ^(,'1  V*';  ^U"  ?A'i '  *  ■  "  y '-,""(>) 


IQ 

(n\vQ  =  i,2,--Jc), 

worin  t^^,  als  Lösung  der  irreductibeln  Gleichung  w^,*'"'  Grades 
definirt  ist 

(2j  G^,  {x,  t^,,  y^^ ,...  ijorn^)  =  0  , 

ferner  ein  irreductibles  oder  reductibles  Differeutialgleicliung- 
system  w*"  Klasse 


■dg(x,zi,z,,...  g„^)   dz,  _       .  X 
oZr              "  Vy^.  —  ^1  K^f  '^1?  ^1?  ■  ■  ■  ^"0 


(3) 


dt^  dx 


dti  dx 

worin  Tj  eine  Lösung  der  Gleichung 

(4)  g(x,t,z^,...z,„)  =  0 

ist,  und  werde  angenommen,   dass   zwischen   den   Elementen 
der  den  irreductibeln  Systemen   zugehörigen  Integralsysteme 
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und  den  Elementen  eines  Integralsystemes  der  Differential- 
gleichungen (3) 

*1 ;  ~2  >     •  •  •  "'" 

m  algebraische  Beziehungen  von  der  Form 

(G)     @,(x-,^v,i^,)  =  0,   %.,{x,v~z,)=^,---%„ix~if;-„:)  =  ^^ 

bestehen,  worin  y  kurz  das  gesammte  System  (5)  repräsentiren 
soll,  und  @i,...  @,rt  ganze  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grössen  bedeuten.  Führen  wir  zunächst  die  den  Systemen 
;?/  entsprechenden,  durch  die  Gleichungen  (2)  definirten  Grössen 

hl)  h2''  •  ■  ■  ^lA- 
ein  und  ersetzen  die  Gleichungen  (G)  durch  die  mit  Adjungirung 
aller  dieser  ^ Grössen,  der  x  und  y  irreductiblen  Gleichungen 

0)  Qi{^,y:i,s'i)  =  0,Q.X^,y,'i,2^)  =  0,---Q„,{x,y,t,ß,„)  =  0, 
die  wir  der  weiteren  Betrachtung  zu  Grunde  legen.  Da 
2i,  ...  0,a  algebraische  Functionen  der  Grössen  x,  y,  t  sind,  so 
kann  man  nach  den  Auseinandersetzungen  des  zweiten  Ab- 
schnitts eine  algebraische  Function  T^  von  x,  y ,  t  bestimmen, 
welche  als  Lösung  der  mit  Adjungirung  von  x,y,  t  irreduc- 
tiblen Gleichung   . 

(8)        T"  +  /;  {x,  y ,  0  T—  ^  +  •  • .  -f  /;  {x,  y,  t)  -=  0 

delinirt  sein  mag,  und  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  sich 
durch  diese  und  durch  x,  y,  t  die  Grössen  2^,2.,,...  Sm  rational 
ausdrücken  lassen  in  der  Form 

(i))  I,  =7v\  (x-,  y,  t,  T,),  z,  =  R,{x,  y,l,  T,),-2,,=R,u(x,y,  J,  T\}, 

woraus  wieder  durch  Ditterentiation  mit  Hülfe  der  Gleicli- 
ungen  (l)  und  der  Gleichung  (8)  nach  wiederholt  dagewesenen 
Seil  Kissen 
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folgt,  wenn  t^jT.,^  .. .  r^  wiederum  rationale  Functionen  be- 
deuten. Bemerkt  man  ferner,  dass  das  r^  der  Gleichung  (4), 
wie    im   zweiten    Abschnitte   gezeigt   worden,    eine   rationale 

l  uuction  von  x,  0^,  ■  ■  ■  s,,,,  ^, ^ 

(11)  x,=r\x,0„---,,.,,  ^,----ä^) 
oder  nach  (9)  und  (10) 

(12)  t,=^r{x,y,t,T,) 

wird,  worin  r  und  r  rationale  Functionen  bedeuten,  so  folgt 
durch  Einsetzen  der  Werthe  (9),  (10),  (12)  in  das  Gleichung- 
system (o),  wenn  man  beachtet,  dass  man  jede  rationale 
Function  von  1\  vermöge  der  Gleichung  (8)  in  eine  ganze  Func- 
tion n — l**^"  Grades  in  T^  verwandeln  kann, 

{rd)ruix,y,I,f^)==x^{x,B^(x,y,t,T^)r-Br^^^^ 
oder 

(14)  §,,  {x,  y,  t,  T,)  =  l),  (x,  y,  1,  T,)    (für  ft  =  1 , 2,  ■  •  •  m) , 

worin  §„  und  I)„  ganze  Functionen  n — 1*™  Grades  in  T^  und 
rationale  Functionen  von  x,  y,  t  bedeuten.  Da  aber  die  Gleichung 
(8)  mit  Adjungiruug  von  x,  y,  t  irreductibel  sein  sollte,  so 
wird  nach  bekannten  algebraischen  Sätzen  die  Gleichung  (14) 
eine  identische  sein  müssen,  und  somit  jede  Lösung  von  (8) 
auch  (14)  oder  (13)  befriedigen,  was  offenbar  dasselbe  ist,  als 
wenn  wir  sagen,  dass,  ivenn  Ta  eine  heliebüje  Lösung  von  (8) 
bedeutet,  und  man  bildet  nach  (i))  die  AusdrücJce 

(15)  Ziu  =By{x,y,l, T,^,Zt„^B^{x,y,t,T,,),---z,na=lln{pc,y,\Tc), 

auch  diese  ein  Integralsystem  der  Differentialgleichungen  (3)  sind. 
Beachtet  man  jedoch  weiter,  dass,  da  die  Gleichung  (14) 
eine  identische  sein  muss,  die  Coefficieuten  gleich  hoher  Po- 
tenzen von  1\,  welclie  rationale  Functionen  von  x,y,t's>\n^, 
einander  gleich  sein  müssen,  diese  Gleichheit  aber  Gleichungen 
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zwischen  x,  y,  t,  also  vermöge  (2)  algebraische  Beziehuügeii 
zwischen  den  y  und  x  festsetzen  würden,  so  werden  diese 
Gleichheiten,  ivenn  ivir  die  Annahme  machen,  dass  weder  zwischen 
den  y  eines  Systemes  von  (1)  eine  alyebraisclie  Besiehuny  statt- 
finde —  ivas  schon  nach  den  früheren  Untcrsuchimyen  in  der 
Voraussetzung  der  Irreductibilität  der  Differentialgleichungen  (1) 
eingeschlossen  ist  —  noch  dass  die  y  der  verschiedenen  irreduc- 
tibcln  Systeme  unter  einander  algebraisch  verhiinden  sind,  eben- 
falls identische  sein  müssen,  also  auch  bestehen  bleiben,  wenn 
mau  statt  der  Integralsysteme  y  irgend  beliebige  andere  In- 
tegralsysteme der  Differentialgleichungen  (1)  setzt.  Da  man 
aber  zur  Herleitung  der  Gleichungen  (13)  und  (14)  nur  durch 
Differentiation  der  Ausdrücke  (9)  mit  Benutzung  von  (1)  und 
Einsetzen  in  (3)  gelangt  ist,  so  werden  die  Ausdrücke  (t*) 
noch  Integrale  des  Differentialgleichungsystems  (3)  bleiben, 
wenn  mau  y  und  also  das  davon  abhängige  t  durch  beliebige 
andere  Integralsysteme  von  (1)  und  die  dazugehörigen  ^-Werthe 
ersetzt.     Wir  erhalten  somit   den   folgenden  wichtigen  Satz: 

I.  Sind  die  m  Elemente  eines  Intcgralsystcms  der  Differential- 
gleichungen (3),  (4)  algebraische  Functionen  der  Elemente  von 
Integralsystemen  beliebig  vieler  Systeme  irreductiblcr  Diffe- 
rentialgleichungen (1),  (2),  und  bringt  man  diese  algebraiscJien 
Beziehungen  auf  die  Form 

(16)  Zi=Ei(x,y,t,T,),Z2  =^  E.^(x,y,t,  T,),-z,„  =  Ii,„(x,y,l  T,), 

worin  T^  eine  Losung  einer  mit  Ädjungirung  von  x,  y,  t  irre- 
ductibeln  Gleichung  (8)  ist,  und  Bi,  R^j-'-  -ß»*  rationale  Functionen 
bedeuten,  so  iverden  die  Ausdrücke 
(ll)z,  =  R,(x,y,t,T),z,=B,(x,y,t,T),-0„^  =  B„,(x,y,t,T), 

worin  die  y,  t  beliebige  Intcgralsysteme  der  Differcntialglcich- 
ungen  (1),  (2),  und  T  für  diese  beliebigen  Integralsysteme  eine 
jede  Wurzel  der  Gleichung  (8)  bedeuten  darf,  tviederum  Integral- 
systeme der  Differentialgleichungen  (3),  (4)  darstellen,  wcn)t  a)i- 
genommen  wird,  dass  zwischen  den  erstercn  Intcgralelemctitcn  y 
der  verschiedenen  irrcduetibeln  Differentialgleichmigsysteme  keine 
algebraische  Beziehung  stattfindet, 
oder  anders  ausgedrückt, 
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wenn  man  m  ahjebraische  Besiehimyen  zwischen  den  Ele- 
menten eines  Integralsystems  (3),  (4)  und  Inteyralsystemen  von 
heliehiy  vielen  irreductiheln  Difj'erentialyleichuny Systemen  (1),  (2) 
in  der  Form  hat 

(18)  1\ (x,  y,Si,---  ^-)  =  0;  ^\(^,  y,^i,  ■■■  ^m)  =  0, •  •  • 

F,„(x,  y,^!,---  ^'0  =  0, 
so  bleiben  diese  algebraischen  Beziehungen  erhalten,  ivenn  man 
für  die  y  beliebige  Integralsysteme  der  irreductibeln  Differential- 
gleichungen, für  die  Werthe  Zj,...0,„  ein  passendes  Integral- 
system der  DifferentialgleicMmgen  (3)  substituirt,  falls  wiederum 
die  obige  Annahme  erfüllt  ist. 

2.  Nehmen  wir  nunmehr  an,  dass  nicht  m  algebraische 
Beziehungen  zwischen  z^,  z.^,  . . .  Sm  und  den  y  bestehen,  son- 
dern sei  jetzt  allgemein  vorausgesetzt,  dass  nur  m  —  A  solcher 
algebraischer  Beziehungen 

(19)  (Pi{x,y,z^,---  z,,;)  =  0,    <jD,  {x,  y,Zi,--'  z„,)  =  0,  •  •  ■ 

q),n-x(x,y,z^,  ■■■  z,u)  =  0 
existiren,  so  dass,  wenn  m  —  A  =  v  gesetzt  wird, 

(20)  Ä',  =«,  {x,  y,Zr+i,  ••■z,n),  z,  =  a^(x,y,Zr+i,  ■■■  s.,),--- 

z„  =  ay{x,y,  z,.+i,---  z,u) 
ist,  worin  a^,  ...  a,,  algebraische  Functionen  bedeuten,  und  an- 
genommen wird,  dass  nicht  ausserdem  zwischen  a:;,i/,^,.-fi,-^w 
eine  algebraische  Beziehung  besteht.  Gestalten  wir  zunächst 
diese  Gleichungen  mit  Zuziehung  der  ^-Grössen  in  die  mit 
Adjungirung  von  x,  y,  t,  Zr-^i,  . . .  Zm  irreductibeln  Gleichungen 

(21)  91  («-■;  y,t,  Zr+x,---z,„,  2,)  =  0,  •••  g,,^*',  y,'t,Zr+i,---  z,,„  z,)  =  0 

um,  in  denen  Qi,  ...  g,.  ganze  Functionen  bedeuten,  bemerken 

ferner,   dass    vermöge  (4)   und   (20)    sich  r^   als   die   Lösung 

einer   mit   Adjungirung  von  x,  y,!,  Zy^i,  . ..  z,n   irreductibeln 
Gleichung 

(22)  cj {x,  y,  t,  Zr  +  i,  ■  ■  ■  z,n,  rj  =  0 
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darstellen  lässt,  und  bestimmen  eine  algebraische  Function 
Tj  von  X,  y,  t,  ■s'v+i,  •  •  .^m,  die  als  Lösung  der  mit  Ad- 
jungirung  von  x,  7j,  t,  Zy+i,  .  . .  s,n  irreductibeln  Gleichung 

(22)  T'^  +  f\  (x  ,y,l,  ^,+: ,  .  .  .  z,,)  T"-^  +  •  •  • 

+  fn{x,  y,  l  0,+i,  . .  .s,„)  =  0 
definirt  sein  mag,  und  die  Eigenschaft  hat,  dass  sich  durch  sie 

und  durch  x,  y,  t,  ^r+i,  •  •  •  ^m  die  Grössen  Zy,  Z2,  .  .  .  Zy  und  Tj 
rational  ausdrücken  lassen  in  der  Form 

(23)  ^,  =  E,  {x,  y,  1,  „-,.+1 , . . . z,„ ,fy),z,=B2 {x,  y,  t,  ^,.+1 , . . . z,„ ,  T, ), 

•■'8y    =    By{X,     y,     t,     ^,+1,     .    .    .   5'„,     TJ 

und 

(24)  x,  =  n{x,  y,l,  1.+,,  ...~z,a,f,). 

Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (23)  folgt  nach  (1), 
(3),  (22)  und  (24) 

dx 


^'  =  i\{x,  y,t,  Zy+i ,  . ..  z,n,  Tj) 


(25) 


dz  -     _     _  _ 

^  =  ry{x,  y,  t,  Zy^i,  ...z,„,  TJ, 


dx 

worin  r^ ,  .  .  ,  iv  wiederum  rationale  Functionen  bedeuten, 
und  somit  durch  Einsetzen  der  Werthe  (23)  und  (25)  in  die 
ersten  v  Gleichungen  des  Systemes  (3) 

(26)  >v,(a;,  y,  t,  Zy+i ,... z,„,  Tj  =  r„(:f,  y,  f,  Zy+i, . . . z,,,,  T,) 

(für  fi=l,  2,  ...I.), 
worin  r^,  eine  rationale  Function  bedeutet,  oder  aus  wieder- 
holt angegebenen  Gründen 

(27)  ^^(x,  y,  t,  Zy+i,  ...z,„,  '1\)  =  ^„(.c,  //,  7,  ;iv+i ,  ...^«.,  ^1), 
worin  .»p,,    und   I)„   ganze  Functionen   n  —  1^'"  Grades    in  T, 
und  rationale  Functionen  von  x^  y,  t,  Zy^-i ,  .  .  •  z,,,  bedeuten. 
Da  aber  die  Gleichung  (22)  mit  Adjungirung  von  x,  y,  ^,  r,+i, 
,  .  .  z„i  irreductibel   sein   sollte,   so   wird  (27)  wieder  'in   dem 
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Sinne  identisch  sein  müssen,  dass  die  Coefficienten  gleich 
hoher  Potenzen  von  T^  auf  beiden  Seiten  einander  gleich 
sind,  und  es  wird  also  auch  jede  Lösung  der  Gleichung  (22) 
die  Gleichung  (27)  oder  (26)  befriedigen,  was  offenbar  das- 
selbe ist,  als  wenn  wir  sagen,  dass,  wenn  Ta  eine  beliebige 
Lösung  der  Gleichung  (22)  bedeutet,  und  man  bildet  naeli  (23) 
die  ÄusdrücJce 


(28) 
auch 


^la  =  Ri(oO,  y,  t,  ZyJ^l  ,    .   .  .  S„cj  Ta) 


8ra  =    Flv{x,  y,  t,  Ä'r+lj    •  •  •  ^lu,  T,() , 


^Xa  ;    ^2a  ;    •  •  •  ^va  j     ^»  +  1  ; 


ein    Intcgralsystem    der    Differentialgleichungen    (3)    darstellen 
werden. 

Beachtet  man  jedoch  weiter,  dass,  da  die  Gleichungen 
(27)  identische  sein  müssen,  durch  Gleichsetzen  der  Coeffi- 
cienten gleich  hoher  Potenzen  von  Ty  sich  algebraische  Be- 
ziehungen zwischen  x,  y,  t,  äV  +  i?  •  •  •  ^m  ergeben  würden, 
was  oben  ausgeschlossen  war,  da  nur  m  —  l  =  v  alge- 
braische Beziehungen  zwischen  x,  y,  z^,  ...  z„i  stattfinden 
sollten,  so  werden  die  einzelnen  Coefficienten  der  T^-Potenzen 
in  (27)  auch  in  Bezug  auf  Zy-\-i,  ■  .  .  ^m  identisch  sein  müssen, 
und  wenn  wir  noch,  wie  oben,  die  Voraussetzung  hinzufügen, 
dass  auch  die  y  nicht  unter  einander  in  algebraischer  Be- 
ziehung stehen,  auch  in  diesen  Grössen  identisch  sein.  Be- 
merkt man  aber,  dass  die  letzten  m  —  v  Differentialglei- 
chungen des  Systemes  (3)  für  das  particulare  System  z^,  . .. s,n 
vermöge  der  Beziehungen  (23)  und  (24)  in 


(20) 


7?-  =  Qi  (.^>  y^  ^  -•+!;   •  •  •  ^"o   ^i) 


dx 


d  s.., 


=   ^„j_,.(x,    //,    /,    ~',.-(-i  ,    .   .  .  Ä'm,   J-i) 
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übergehen,  worin  pj ,  ...  ()„,_,.  rationale  Functionen  bedeuten, 
dass  ferner  die  identischen  Gleichungen  (27)  nur  durch  Ditte- 
reutiation  der  Ausdrücke  (_23)  mit  Benutzung  von  (1)  und 
Einsetzen  in  (3)  entstanden  sind,  so  werden  offenbar  die 
Ausdrücke  (28)  noch  Integrale  des  Differentialgleichung- 
systemes  (3)  bleiben,  wenn  man  die  y  und  die  davon  ab- 
hängigen t  durch  beliebige  andere  Tntegralsysteme  von  (1) 
uud  die  dazu  gehörigen  ^-Werthe  ersetzt,  und  zugleich  für 
Zv^i ,  ■  •  ■  ^m  Wild  das  zugehörige  1\  ein  beliebiges  anderes 
Integrahsystem  des  Difterentialgleichungsystems  (20)  und  das 
dazugehörige  T^  substituirt. 

Wir  finden  somit  den  ganz  allgemeinen  Satz  von  der 
Erhaltung  der  algebraischen  Beziehungen  zwischen  Integralen 
von  Differentialgleichungsystemen : 

II.  jEs  seien  k  irreductihle  Differentialgleichmgsysfenic  der 
nii ,  ni2 ,  .  .  .  »»i*'^"  Klasse  in  dev  Form  gegeben 


(30) 


(für  ^=1,2,  •••/.), 

fvoritt  ftn  ah  Lösung  der  irreductiheln  Gleichung  Mo**°  Grades 

definirt  ist 

(31)  ^.(•'•;^c';?A,i;.%V.'/vO  =  0, 

und  mögen  zivisehen  Ic  Tntegralsyskmen  dieser  h  Differotfial- 
gleichnngsijsteme 

(a)        Vii,  •  •  •  ?/i ,n, ,  y-n ,  "  ■  v>,„, ,  . .  •  ?yu,  ...  Vkm^. , 

nntei'  denen  algehraische  Beziehungen  nieht  stattfinden  sollm'*), 
und  einem  Integralsystem 


*)  Diese  Bedingung  ist  nach  den  früliercn  Untersuchungen  stets 
von  selbst  erlullt,  sobald  es  sich  nur  um  ein  irreductibles  System  von 
Ttift'erontialgleichnngon  in  den  Grössen  v  handelt. 
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(b)  ^1 ,  ^2 ,  .  .  .  s,„ 

eines  beliebigen  irreductiheln  oder  reductiheln  (auch  in  gesonderte 
Systeme  zerfallenden)  Systcmes  von  Differentialgleichungen 


(32) 


dg(x,  r,,  2,,  ..  .  z.^,)  dz^^^  _ 


worin  t^  als  Lösung  der  irreductiblen  Gleichung  defmirt  ist 

(33)  g{x,  r,  2„  ■•  .0„,)  =  O, 

V  und  nur  v,  worin  v  ^  m,  algebraische  Beziehungen  von  der 
Form  statthaben 

(34)  qoi  (rr,  y,  Zi,  ■  '  ■  z„)  =  0  ;  •  •  •  (p,{x,  y,  z^,  ■  •  ■  z„)  ==  0, 

worin  cp^,  . . .  (p^  ganze  Functionen  der  eingeschlossenen  Grössen 
bedeuten,  und  y  der  Kürze  halber  die  Gesammtlieit  der  Inte- 
gralsysteme .  (a)  darstellen  soll.  Diese  Beziehungen  (34)  bleiben 
nun  erhalten,  wenn  man  statt  y  willkürliche  andere  Integral- 
systeme 

(c)         y'u  ,  . . .  y\  „n,  y^i ,  • ..  ?/2/., ,  ..-yli,  ...  ylm;^. 

der  Diff'ercntialgleiclinngen  (30)  einsetzt,  vorausgesetzt  dass  man 
mir  statt  des  Integralsystemcs  (b)  ein  oder  auch  verschiedene 
passende  Integralsysteme  der  Differentialgleichungen  (32)  sub- 
stituirt.  Um  die  zu  einem  beliebig  gewählten  Systeme  der  y 
zugehörigen  z  zu  finden,  verfahre  man  folgendermassen:  Man 
stelle  aus  den  Gleichungen  (34)  und  (33)  Zi,  z^,  . .  .  Zy  und 
Tj  als  Lösungen  algebraischer,  mit  Adjungirung  von  x,  y,  t,  Zy^\ , 
.  . .  z,n  irreductibler  GleicJiungen 

(35)  n ,  (.r,  ?/,  /,  ^r+i , .  ■ .  0,u ,  ^1 )  =  0,  . . .  g,,  (,r,  y,  f,  ,^,+, , . . .  z,„ ,  z,)=  0, 

(36)  n(.r,  y,  t,  .?,,+i,  .  .  .  z,,,  r,)  =-0 
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dar,  bestimme  eine  Grösse  T^  als  Lösung  einer  mit  Adjungirung 
von  X,  y,  tj  ^v+i,  •  •  •  Zm  irredudibeln  algebraiscJien  Gleichung 

(37)  F{x,  y,  ~t,  ^.,+„  ...l.,  T)  =  0 

derart,  dass  sich  2^,  s^,  .  . .  Zv  und  x^  rational  durch  T,  und 
die  übrigen  Grossen  in  der  Form 

(38)  0i  =  Bi{x,  y,  t,  Zr+i,...z„„T^),  -z,.  =  R,{x,  y,  t,  0r+i,  z,,.,  T,) 
und 

(39)  r^  =  R(x,  y,  t,  Zy+i,  .  .  .  z,,,,  ^,) 

ausdriicTien  lassen*),  setzt  diese  Werthe  für  Zy,  .  .  .  Zy,  Xy  für 
Zi,  . .  .  Zv,  Tj  in  die  m  —  v  letzten  Differentialgleichungen  des 
Systemes  (32)  ein,  so  dass  sich,  wenn  p, ,  ...  p„,_,.  rationale 
Functionen  bedetden , 


(40) 


dz^iy  -    -    -  -       — N 

-^  =  Qi(^,  y,  f>  ^"+1 ,  •  •  •  ^"o  ^i) 


dz.,.  _    _   _ 

=  Q,„-r(x,    y,    t,    Z,.+l,    .  .  .  Z,n,    1\) 


dx 
ergiebt,  ivorin  T^  nach  (37)  durch  die  Gleichung  defmirt  ist 

(41)  F{x,  y,t,  ^,.+x,  ...l,.,  T,)  =  0, 

so  werden,  tvenn  man  für  y  und  die  zngeliörigen  t  ivilllcürUchc 
Integralsysteme  y'  und  t'  der  Differentialgleichungsysteme  (30), 
(31)  setzt,  ferner  irgend  ein  Intcgralsystem 

der  Differentialgleichungen  (40)  bei  willkürlicher  Festsetzung  des 
Zweiges  der  Wurzel  T/  der  Gleichung  (41)  irählf,  dir  ans  den, 
den  Gleichungen  (38)  analogen  Formen 

z\  =  Tly{x,  y\  ?,  z'y^i,  z',^.,,  . . .  z',„,  T\) 

(42)  

Zy  =  By{X,    y',    i',    Z'y+l,     Zy+2   ,    .   .   .  z',„,     T'i) 

*)  wie  in  dem  zweiten  Ab.schnitte  gezeigt  worden. 
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hervorgehenden  Werthe  von  z\,  .../,.  msammen  mit  ^',+1, 
.  . .  z'in  dasjenige  Integralsystem  der  Gleichungen  (32),  (33)  bilden, 
welches  für  Substituinmg  jenes  ivillkürlicheti  Integralsystems  der 
y  gesetgt  iverden  muss,  damit  die  gegebenen  algebraischen  Eela- 
tionen  (34)  erhalten  bleiben. 

3,    Legen  wir  wieder  zum  Zwecke  späterer  Anwendung 
eine  Dififerentialgleicliung  m^^''  Ordnung 


(43) 


'  \^'  ^'  dx' 


dx^ 


dx 


?«/ 


0 


zu  Grunde,  so  kann  für  diese  das  irreductible  Differential- 
gleicliungsysteni,  in  welchem  z  =  z^  gesetzt  wird,  substituirt 
werden 


,d^ 
dx 
dz„ 
dx 


taz^ 
dx 

dz. 


(44)  < 


oder 


dx 


(  ^^^n  \ 


dx 
dx 


worin  F(x,Zi,  .  ..z,,,,  t,)  =  0  ist; 


es  werde  angenommen,  dass  ein  Integral  der  Gleichung  (43) 
also  ein  Integralelement  des  Systems  (44)  i;,  eine  alge- 
braische Function 


(45) 


^1  =  «  {x,  Vi ,  % 


Vk) 


von  X  und  Je  Functionen  von  x:  tji,  fj.^}  •  -  ■ '^Jk  sei,  welche 
Integrale  der  resp.  algebraischen  Diiferentialgleichungen  erster 
Ordnung 

(46)  F,  (..,,, „^,;j)  =  0,    7^,(.,,„'^=)=0,... 

od  IT  der  S3'stome 
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(47) 


dx  ^  dx  '  dx         ^ 


sind,  welche  irreductibel  sein  sollen,  d.  h.  nach  den  früheren 
Definitionen,  welche  keine  algebraischen  Integrale  besitzen, 
und  für  welche  die  zweiten  Gleichungen  (47)  mit  Adjungi- 
rung  von  x  und  resp.  y^,  y^,  .  -  .  yk  in  Bezug  auf  t  alge- 
braisch irreductibel  sind.  Wird  nun  der  früheren  Voraus- 
setzung entsprechend  angenommen,  dass  zwischen  den  Inte- 
gralen rj^,  9^2 '  '  '  '  Vk  ^^^  irreductibeln  Systeme  (47)  nicht 
schon  unter  einander  eine  algebraische  Beziehung  besteht  — 
was  unbeschadet  der  Allgemeinheit  vorausgesetzt  werden 
darf,  da  man  sonst  eine  der  Functionen  rj^,  •  •  •  V^  mittels 
einer  solchen  algebraischen  Beziehung  aus  (45)  eliminiren 
kiumte  und  eine  algebraische  Beziehung  zu  nur  k  —  1  Inte- 
gralen zu  Grunde  zu  legen  hätte  —  und  bemerkt  man,  dass 
aus  (45)  mittels  (47)  sich  auch 

^—  f        dt,  _  ^  dt,„_^  _ 

dx  ^^'       dx  ^3»       ■"       dx        ~  ^"' 

als  algebraische  Functionen  von  x,  ?;, ,  rj^ ,  •  •  •  'flk  ergeben, 
so  sind  alle  Bedingungen  des  Satzes  I.  dieses  Abschnittes 
erfüllt,  und  wir  erhalten  somit  das  folgende  Theorem: 

Besteht  zivischen   einem   Integrale  ^^   der  Differentiakflci- 
clmng  »>i*'"'  Ordnung 

(48)  f(x,,/]\  ...^  =  0 

und  li  Integralen  rji,  yj.2,  ■  •  ■  ^i,  d^^'  '^'f^P-  ^  irrednctiheln 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

m    ^■.(..,j/,,:J*)  =  o,  F,(.,-,,,,,;;^.')-o,... 

eine  algehraisclie  Beziehung 

(••^O)  (p  {x,  rix ,  V->,  •  ■  •  Vk  j  ^i)  =  ^^ » 

so  ivird  unter  der  Voraussetsimg,  dass  nicht  schon  :;u'isrhc)i   ly,, 

Koenigsberger,    Lehrbuch.  0 
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1^2 ,  ...  ')].  uml  X  eine  algebraische  Relation  existirt,  diese  Bc- 
Bielmng  (50)  erhalten  hleihen,  ivenn  man  für  rj^,  rj.^,...t]^, 
heliehige  andere  Integrale  der  irreductiheln  Differentialglei- 
chmigen  (49)*)  und  für  g^  ein  passendes  Integral  der  Bifferen- 
tialgleiehmg  (48)  set0t,  und  zwar  findet  man  das  in  jedem 
Falle  für  l^  zu  setzende  Integral,  indem  man  (50)  durch  den 
mit  Adjungirung  von  x,  7]^,  fj^,  •  •  -Vk-}  hy  h^  •  -  -tk,  worin 
ty,  1.2,  ...tk  aus  t^,  t.^,  ...tk  durch  Einsetzen  von  ri^,  i].>, 
' '  'Vh  fi^^'  Vi }  Vt)  '  •  'Vk  hervorgehen,  irreductiheln  Factor 

(51)  Q,,{x,  ni,  %,  •••  Vk^   h,k,"' tk,  ^i)  =  0, 

efrsetzt'^-'^)\  jede  Losung  der  Gleichung 

(52)  gi(^,  ^'i 7  ^'2 ,  •  •  •  ^1. j     t'i,  t'^i,  ■••  t'k ,  Q  =  0 , 

worin  t/i ,  •  •  •  i?l-  ein  willMrlichcs  Integralsystem  von  (49)  be- 
deuten, liefert  für  £;i  ein  Integral  der  Differentialgleirhtmg  (48), 
welches  mit  ij'i ,  vi'-i,  ...ri\.  zusammen  der  Gleichung  (50)  Genüge 
leistet. 

4.  Es  werde  ferner  hier  der  später  häufig  zur  An- 
wendung kommende  Fall  hervorgehoben,  in  welchem  ein 
Integral  der  Differentialgleichung  m**""  Ordnung 

(53)  ^(..,.,  ^;,  ...;0)  =  o 

eine  algebraische  Function  von  x  und  von  Quadraturen 


*)  Es  mag  bemerkt  werden,  dass,  um  die  Bedingung  der  Irredncti- 
bilität    zu    erfüllen,    diese    Differentialgleichungen    nur    in   Bezug    auf 

dif  ^Vk  •  ■  •  • 

•^'  .  •  •  •  alaehraisch  irrednctibel  zu  sein  brauchen,  da  die   zweite 

dx  '  dx       ^ 

Bedingung  für  die  Integrale,  nicht  Differentialgleichungen  niederer 
also  0**""  Ordnung  zu  geniigen,  also  nicht  algebraische  Functionen  von 
X  zu  sein,  schon  in  der  obigen  Voraussetzung,  dass  zwischen  r?,  ,  ??,  ;> 
•  ■  .  r}^  und  X  keine  algebraische  Beziehung  stattfinden  sollte,  mit  ent- 
halten ist. 

**)  indem  durch  Differentiation  von  (f)!)  sich  .^^  ,  j^.,  ,  .  .  .  t,,,  rational 

durch  X,  7},  ,  .  .  .  rjf^^ ,  i,  ,  .  .  .  tf^,  und  i^^  ansdrficken,  und  somit  das  T 
der  Gleichung  (8)  Ji   sellj.st  ist. 


VI.  Satz  von  der  Erhaltimg  der  algebraischen  Beziehnngen  etc.    Hij 

m  {ff\  (•'>•)  ^^^•)_.,_ ,    (//;(.s)r/s)_  ^ ,  . . .  (/ACs)r/.s)_^^ 

ist,  worin  fi{s),  f.Js),  .  .  .  fk{s)  algebraische  Functionen  von 
s,  und  s, ,  .9^ ,  ...  5^.  algebraische  Functionen  von  x  bedeuten, 
wobei  angenommen  wird,  dass  unter  diesen  Quadraturen 
selbst  nicht  algebraische  Beziehungen  stattfinden,  also  auch 
sie  einzeln  nicht  durch  algebraische  Functionen  darstellbar 
sind.     Setzt  man 

so  folgt 

und  wenn  man  die  beiden  algebraischen  Functionen  s„  und 
f,,{s,J)  von  X  in  bekannter  Weise  rational  durch  eine  alge- 
braische Function  t^,  von  x  ausdrückt,  welche  die  Lijsung 
einer  irreductibeln  Gleichung  der  Form  ist 

(57)  P;  +  /\,{x)Vo~^  +  ...  4-/;,^^(a;)  =  0  =  g),(a:,  0, 

in  welcher  ft,,^  .  .  . /',^^^  rationale  Functionen  bedeuten,  so 
dass  sich 

(58)  S4.  =  n.(a:,  y,    ffj{S(j)  =  B^,(x,  f^^ 

ergiebt,  worin  r„  und  Jlo  ebenfalls  rationale  Functionen  dar- 


stellen,   so   erhält   man    ebenfalls    in    Form    einer   rationalen 
Function 

'«?^"'?>'  dx 


m  f,(s,)j:!=x,,{x,t,). 


Setzt   man    nun    die   Differentialgleichungen    (5(^>)    in    dio 
Form 


(00) 


/^  =  v.(.r,  f,),  /^;  =  v,(x,  g,  ...  ^,^  =  r,(.r,  h) 
<Pi  C^,  ^)  =  0,     (p,(x,  O  =  0,     ...  (jp^.(.r,  /,)  =  0 , 


welche  nunmehr  die  wesentliche  Gestalt  der  NormaH'orm  haben, 
so  ergiebt  sich  wiederum  nach  dein  'riieorom  1.  mit  Berück- 
sichtigung  der  in  3.  gemachten  Auseinandersetzungen  und  der 
Bemerkung,  dass    siimmtliclu'    Tntograle   je  einer  Ditl'erential- 


G  -^ 
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gleichimg  (GO)  sich  für  eiue  bestimmte  Lösung  t^  nur  um  eine 
willkürliche  additive  Constante  unterscheiden,  der  folgende  Satz: 
Ist  ein  Integral  t,^  einer  Differentialgleichung  m^''''  Ord- 
nung (53)  algebraisch  mit  den  Quadraturen  (54)  durch  die 
Gleichung  verbunden 

(Gl)  «(^,  (//l(s)  ^s)_,_,  .  .  .  (/a.(s)  r?.)_,^,  e,)  =  0, 

worin  co  eine  ganze  Function  bedeutet,  so  bleibt  diese  Beziehung 
erhalten,  wenn  man  für  die  Quadraturen  jedes  beliebige  Integral 
der  Differentialgleichungen  (60),  die  ivieder  Quadraturen  alge- 
braischer Functionen  sind,  setzt,  ivenn  man  nur  für  t,^  ein 
passendes  Integral  der  Differentialgleiclmng  (53)  sidjstituirt,  und 
zwar  findet  man  das  in  jedem  Falle  für  t,^  zu  setzende  Integral, 
indem  man  (Gl)  durch  den  mit  Adjungirung  von 

irreductiblen  Factor 

(62)  g,  (x,  {ff, {s)ds)^^^^,..\ff,{s)dsl^^^A,t,,..J,,;,^  =0 

ersetzt;  jede  Lösung  der  Gleichung 

(63)  91  (a;, J ti {x, t[) dx-\-c,,--  Jik {oc, t[) dx  +  Ck, t'i,t!>,... ti, ^[j = 0, 

worin  t[,  ...  t'k  beliebige  Lösungen  der  ziveiten  der  Gleichungen 
(60)  und,  Ci,  .  .  .  C/c  willMrliche  Constanten  bedeuten,  liefert  für 
t,i  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (53),  ivelches  mit  den 
in  (63)  enthaltenen  Quadraturen  der  Gleichung  (61)  Genüge 
leistet. 

Ist  endlich  die  Differentialgleichung  (53)  selbst  von  der 
ersten  Ordnung  und  zwar  die  Quadratur  einer  algebraischen 
Function,  so  wird  einerseits  unter  der  oben  gemachten  Be- 
dingung, dass  nicht  schon  zwischen  den  Quadraturen  (54) 
eine  algebraische  Beziehung  stattfindet,  der  eben  ausgespro- 
chene Satz  erhalten  bleiben,  andererseits  wird  sich  aber  auch 
die  allgemeine  Form  eines  algebraischen  Zusammenhanges  « 
zivischen  Quadraturen  algebraischer  Functionen  bestimmen  lassen. 
Denn  sei 
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(64)  «(:.,  {fF{s)chl_,,  {ff[(s)chl__^^^,  •  ■•  (/A(5).4=,^)=0 

eiue  solche  irreductiblc  algebraische  Beziehung,  in  welcher 
I'Xs) ,  fi{s),  .  .  .  fk  (s)  algebraische  Functionen  von  s,  und 
S,  Sj^ ,  ^2 '  •  •  •  '^/^  algebraische  Functionen  von  x  bedeuten, 
oder  wenn 

(65)  {fF{s)  dsl_,  =  J,     {ff\  (.)  ds)^^^^  =  i„... 

gesetzt  werden, 

(66)  «  (x,  J,  ii ,  4 ,  ...  4)  =  0 , 

so  bleibt  diese  erhalten,  wenn  für  ij ,  i^,  ...  4  irgendwelche 
andere  Integrale  der  zugehörigen  Differentialgleichungen,  also 
auch,  da  sie  Quadraturen  sind, 

gesetzt  werden,  worin  c^,  c.2,  . .  ■  Ck  tvillkürliche  Constauten 
bedeuten,  wenn  nur  für  J  ein  passendes  Integral,  also,  Avie 
eiue  leichte  Ueberlegung  zeigt,  J  -\-  C  substituirt  wird,  woriu 
C  von  q ,  c^,  ...  Ck   abhängt.      Setzt  man  also  nach  {ßQ) 

(67)  J=  Sl{x,  ii,  ic,,  ...  4), 

worin  ^  eine  algebraische  Function  bedeutet,  so  folgt 

(68)  J  -\-  C  =  Sl{x,  «1  +  Cj ,  ^2  +  a, ,  •  ■  •  ik  +  Ck) , 
und  durch  Zusammenstellung  von  (67)  und  (68) 

(69)  Si  (x,  ii  +  Ci ,  4  +  C2 ,  •  •  •  ik  +  Ck )  =  -Q  (x,  ^  ,/,,•••  h  )  +  C; 

da  nun  diese  Gleichung  in  Folge  der  Voraussetzung,  dass 
zwischen  den  Quadraturen  ^l,  i.^,  .  .  .  ik  uicht  selbst  schon 
ein  algebraischer  Zusammenhang  stattfinden  sollte,  eine  in 
diesen  Grössen  identische  sein  muss,  so  folgt  aus  (60)  durch 
Differentiation  nach  ix  und  c;. 

g^(x,  ti  +  Ci,  •••4+c^.)  _  a^(a;, »!,...  4)  _  ac 

^^  a(/;.  +  c,)  -'  di,  -de,' 

und  somit,  da  diese  Beziehung  wiederum  eine  identische 
sein  muss. 
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(71)  Sl{x,i„i„---h)  =  C,l,-{-aj,-\ \-C\h+F, 

woriu   6\,  C2,  ...  Ck    Constauten    und    F   eine    algebraische 
Function  von  x  sein  werden,  so  dass  (67)  in 

(72)  J=C,i,  +  C,i,  +  .  •  •  +  C,h  +  P 

übergeht,  und  wir  somit  den  folgenden  Satz  erhalten: 

Zivisclien  Quadraturen,  deren  Variabein  in  einem  alge- 
braischen Zusammenhange  stehen,  und  die  nicht  schon  in  ge- 
ringerer Zahl  cdgebraisch  von  einander  abJdingig  sind,  ist  jeder 
irreductible  algebraisclif  Zusammenhang  in  linearer  Form  mit 
Constanten  Coefficienten  darstellbar,  von  einer  additiven  alge- 
braischen Function  der  unabhängigen   Variabein  abgesehen. 
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Charakteristische  Eigenschaften  specieller  Arten 
Yon  Differentialgleichungsystemen. 

Nachdem  die  allgemeinen  Eigenschaften  aller  algebra- 
ischen Difierentialgleichun'gsysteme  beliebiger  Klasse  behandelt 
worden,  wenden  wir  uns  nunmehr  zur  Ermittlung  der  Eigen- 
schaften specieller,  besonders  wichtiger  Arten  solcher  Systeme, 
ohne  noch  nach  der  analytischen  Form  der  Integralfunctionen, 
wenn  sich  eine  solche  für  den  ganzen  Bereich  der  unend- 
lichen Ebene  der  Variabein  gültige  ermitteln  lässt,  oder  nur 
nach  der  Beschaffenheit  derselben  in  den  einzelnen  Punkten 
der  Ebene  zu  fragen. 


I.   Eigeiischafteu  der  Differentialgleichuugeu  der  Mechanik. 
1.  Wenn  n  materielle  Punkte,  deren  Coordinaten  mit 

und  deren  Massen  mit  m^,  m.,,  ...  nin  bezeichnet  werden  sollen, 
von  Kräften  angegriffen  werden,  für  welche  die  nach  den 
Coordinatenaxen  gerichteten  Componenten  der  den  Punkt  in, 
angreifenden  Kraft  X,-,  Yi,  Zi  sein  mögen,  so  liefert,  wenn 
diese  Punkte  von    einer  bestimmten  Anfangslage 

(b)  li,  '^?,,  ^, ,     t>,  %,  t',     ■  ••  In,   r]n,  ^ 

aus  bestimmte  Anfangsgeschwindigkeiten  erhalten,  deren  Com- 
ponenten durch 
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(C)  ^l,    Xl,    i\>        fP2,    X2,    '^2,        ■  •   '  ^n  ,    Xu  ,    tn 

gegeben  sein  mögen,  und  wenn  ausserdem  die  Coordinaten 
der  n  materiellen  Punkte  noch  der  Bedingung  unterworfen 
sind,  während  der  Bewegung  den  h  analytischen  Gleichungen 

(1) 


Fkiot^i,  Vi,  Zy,   x^,  y.^,  Z.^.    ...  Xn ,  IJn ,  ^h)  =  0 

Genüge   zu   leisten,   das  d'Älemhert' sehe  Princip   zur  Bestim- 
mung der  Bewegung  die  folgenden  3n  Differentialgleichungen 


l2j 


nii. 


dx- 


dx; 


+  h 


dF,. 


nii  -TIF  =  r,  +  /Ij  -^-  +  Ajj  7j;f  -f- 


m 


d''z- 
'~dW 


^Vi 


^Vi 


'         ^     CZ-      '        ^  OZ-      ' 

(für  i  =  \,  2,  •  •  •  n) 


+  A, 


+  k 


'  dz. 


in  denen  t  die  Zeit  bedeutet,  und  die  mit  den  Je  Gleichungen 
(1)  zusammengenommen  3n  -|-  /c  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung der  3n  -{-  k  Grössen 


(d) 


Xi ,  y. 


^1  }    ^2  >    •  •  •  '^A 


bilden;  die  6w  eintretenden  willkürlichen  Integrationsconstanten 
werden  durch  die  6n  gegebenen  Grössen  (b)  und  (c)  bestimmt, 
welche  nichts  anderes  als  die  Coordinaten  und  deren  erste 
Ableitungen  für  ^  =  0,  also 

bedeuten. 

Da  die  Je  Gleichungen  (1)  Je  der  Coordinaten  vop  den 
übrigen  3n  —  Je  abhängig  machen,  so  werden  sich  sämmt- 
liche  3n  Coordinaten  als  Functionen  von  'du  —  Je  =  ^  Grössen 

(e)  Qi,  Q2,  •■•  1^^ 

so  darstellen  lassen,  dass  die  analytischen  Ausdrücke  für  diese 
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durch  {/i ,  q.,,  ...  g^,  in  die  Gleichungen  (1)  eingesetzt  die- 
selben identisch  tur  alle  VVerthe  von  ^i,  q._,,  .'.fj/n  befriedigen, 
so  dass  identisch 


^  Va;.   dq^  "T  dy^  dq^  '^  dz.  dqj  ~ 


(3) 


J^   \dx.    dq^  "'     öv/.    dq^     '     dz^    dq^ 

(für  s=^\,2,  ...ii) 


)  =  0 


wird,  und  man  erhält  daher,  wenn  die  Differentialgleichungen 

(2)  mit 

dx.      dy.      dz^ 

multiplicirt    und    für    alle   i  zusammen    addirt    werden,    und 
ausserdem 

■^TT  /      dX;  dy,.  dz.\ 

und 

dx.  ,       dy.  ,       dz. 


dt 


gesetzt  wird,  die  ^  Gleichungen 

■^7         /dx.  ex.        dy'.  dy.        dz'-  dz\ 

(6)  2^'   *'^'-  Ut   ä^  +  -^   ä^  +  1^   dqJ  =  ^^- 

Führt  man  nun  die  lebendiye  Kraft  des  Systems 

n 

1 

,         dq^ 
ein,  so  folgt  für  q,  =  -jj 

dT       -ST}        (  ,c>x.  cy]         .f'~,\ 

^^)  H-Z'  "'  V'd.Z   -^y'dq:   +-  dq'} 

und  somit 
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^'^      dt  a^;  ~'^' '"'  \c/«  dq[  "^  "d<  a^;  +  dt  ä^/ 


clii  aber 

(10) 

also 
(11) 


( x-  dx.  dx; 

( y-     ,       ^y,-     ,  '^Vi     , 

cz^      ,       dz-^  dz.     , 


ist,  so  gellt  (1>)  vermöge  (()J  in 


oder  da 

(^^)  d<  ä^  =  ä^:ä^  ^1  +  •  •  •  +  ä^-^^  ^/«  = 

rZ   ^Z/i  __  (%         d   ^^  _  ^< 
dt  rq^  ~~  Cq/      dt  dq,   ~  Cq^ 

ist,  in 


(14)        i^=-Q^+^     (rnr.=  i,2,  ...^) 


a«7,   <ze  ~  dq.  ' 


d«  a?: 


^5., 


über. 

Da  sich  mm  aus  (7)  und  (10)  T  als  eine  homogene 
Function  zweiten  iJrades  in  (//,  q.^,  .  .  .  q„  ergiel)t,  deren 
Coefticieuten  Functionen  vun  r/, ,  q.^,  .  .  .  q^  sind,  so  wird  be- 
kanntlich 


(15) 

oder   wenn 


,,„,  ,?T    ,        .?T    .  ,      .    dT 


1.  Eigeuscliaftcn  der  UiUcrcutialgleicbungon  der  Mechanik.        91 

(16)  85;=^'- 

gesetzt  wird, 

(17)  '^T  =  p,  <U    +  p,  q.:  +  ■  •  •  +  p,  q, 

sein,  worin  2h)  P^j  •  ■  •  2\"  lioniogenc  lineare  Functionen  von 
'//'  d/}  ••'  'h'  sind,  deren  Coet'ficieuteu  von  r/^,  q.^,  ...  qf,  ab- 
hängen, also  von  der  Form  sind 

(1-^)         ■•••;••; , 

\pf,  =  cc.aqi    +  «/.-''a'  +  •■■  +  «/',"^i/'. , 
worin   or,  ^  =  «.,;-,  so  dass 

(19) 


qu  =-■  rt„i  i'i  +  fif,2  y^  +  •  ■  •  +  «,..,«  i^^. 


wird,    worin   ebenfalls  ö,.,  =  a^,-  ist.     Nach   den  GleichuDgen 
(17)  und  (19)  nimmt  also  T  die  Form  an 

(20)  T  =  A,p,'  +  A,p/  +  •  •  •  +  A,p;'  +  ^,, ;,,;),  +  •  ■  • 

+  Af,-i,,Pf,-iPiicj 
worin  die  A  bekannte  Functionen  von  qi,  Qi)  '•  •  Un  sind,  und 
kann   somit   auch   als    eine  Function   von   qi)  ■ -.  q/n,  2h)  ■  •  •  Pm 
betrachtet  werden,  in  welchem  Falle  sie  durch  (T)  bezeichnet 
werden  soll;  dann  wird  nach  (15)  oder 

(21)  T=^y}q:ii-T 

die  totale  Differentiation  der  von  den  q,  und  q'  abhängenden 
Gleichung 

(22)  -n'-i;«.v|?:-2^|f  ,/„=2;,;,/„,  ^-i^-;-,/,, 

1  ■"*       1     ■•»  t  1     '" 

geben,  während   lÜr   T  als  Function   von  i\  und  q,  aufgef'asst 

1       ■^*  1       ^'' 

folgt,  und  somit  durch  Vergleichuug  von  (22)  und  (23) 
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,       diT)       dT  _       djT) 
(24)  2^  =  dp^  '     dq]  dq^  ' 

aus  (24),  (14)  iiiul  (16)  ergiebt  sich  somit  für  5  =  1,  2,  •••fi 

/OM  dq^_^(^T)       ^_Jh_^        d{T) 

^"^^^  ~dt~Ws'      dt~^^'~'dq^' 

worin  Q,  als  Function  der  Coorclinateu  eine  bekannte  Func- 
tion von  (ji,  ...  (jfi  ist.  Bezeichnen  wir  somit  jetzt  die  lebendige 
Kraft  als  Function  von  q^,  ■■.flu,2h}  •••iV  aufgefasst  wieder 
mit  T,  so  wird  das  (VÄlemhert^ sehe  Diiferentialgleichungsystem 
zweiter  Ordnung  (2)  sich  durch  das  Differeutialgleichung- 
system  2^^'^'^  Klasse  ersetzen  lassen: 

d^  ^  e^T     dq^  ^  dT^ ^^g^  ^  cT 

dt         cjh'   dt         cp.2'  dt         dp 

dPx  __  fi   _cT     dp^  __  r)   _cT^  ^_r>_l^' 

dt    ~    ^1  dq,'    dt    "~    *^-         dq.'"'     dt~^^'         dq^' 

in  welchem  t  die  unabhängige,  Qi,  . '  '  (2,u,  l'i,  •  •  •  p^i  die  ab- 
hängigen Variabein  bedeuten. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass,  wenn  das  Kräfte- 
system eine  Kräftefunction  U  besitzt,  wenn  also  eine  Function 
U  aller  Coordinaten  existirt  von  der  Beschaffenheit,  dass 

/97\  V        SU      ^       du       y        dU 

ist,  dann  Qg  nach  (4)  in 

(28)    e,  =  t:  (1^  p  +  l^p  + 1?  p)  =  I"- 

\     )         tv        ^\dx.dq^    '    dy.dq^    '     dZfdqJ        8q^ 

übergeht,  wenn  (/ebenfalls  als  Function  von  (/,,...(/„  dar- 
gestellt wird,  und  das  Differeutialgleichungsystem  (26)  nimmt 
dann  die  Form  an 


(26) 


dq^         dT       dq.^ 
dt  ~  dp,'      dt 

dp,       du      BT 
dt        dqi       dq,' 

dT 

dQ,,  _  dT 
dt          dp^ 

dp  f.        d  U 

"dt            dq^, 

(29) 

~dp,' 

dp,_du     dT 

dt          c  q.         '('  7o ' 

dT 

^2/ 

setzt 

man  endlich 

(30) 

T-  U  =  ll, 

dq^  _ 

oH 

dq.. 

dii 

dQf.  _       dll 

dt 

8p,' 

"dt  ^ 

dp,' 

dt  ~       dp,^ 

dt 

dll 

dq,' 

dt 

dH 

'  '    dt                 dq 
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worin  i?  eine  Function  von  q^,  •■•Qf,,Pi,--.2\u  ist  und  die 
Hamilton' sehe  Function  genannt  wird,  und  bemerkt,  dass  JJ 
vonji)^,  ...Pfi  unaldiängig  ist,  so  kann  man  diesem  DiH'ercntial- 
gleichungsysteme  noch  die  Form  geben 


(31) 


2.  Wenden  wir  auf  dieses  Differentialgleichungsystem 
2^*^"^^  Klasse  die  in  dem  Abschnitte  IV.  des  ersten  Kapitels 
entwickelte  Theorie  des  letzten  Multiplicators  an,  so  ist  zu- 
nächst klar,  dass  jede  Constante,  also  z.B.  die  Einheit,  ein 
Multiplicator  unseres  Systemes  (26)  ist,  da  die  nach  IV.  1. 
noth wendige  Beziehung 

in  unserem  Falle  in 

übergeht  und,  da  ^5  von  p,  unabhängig  ist,  in  der  That  identisch 
erfüllt  ist. 

Daraus  folgt  aber  nach  dem  in  jenem  Abschnitte  IV.  be- 
wiesenen Satze,  weil  ein  Multiplicator  des  Systems  bekannt 
ist,  der  Satz, 

dass,  ivenn  man  für  das  Differentialgleiclmngsystem  2^1**^' 
Klasse  eines  mechanischen  Problems  2ft — 1  Integral fimctionen 
kennt,  sich  die  Auffindung  der  letzten  Integralfunction  auf 
Quadraturen  mrüchführen  lässt. 

3.  Legen  wir  jetzt  unter  Voraussetzung  einer  Kräfte- 
function  das  Ditferentialgleichungsystem  2/^t*''''  Klasse  (31)  zu 
Grunde, so  wollen  wir  den  folgenden Poisson'schen Satz  beweisen: 

Sind 

^iüu  Q'2;  •  •  •  Qf,lh,2h,  •  •  -Pu,  t)  ,     xp{(i^,  q.,  ...  qu,lh,2h,'--Pu,  0 

.'zwei  Intcgralfunctionen  des  Differentialglcichiingsustenis  (31),  so 
wird  behauptet,  dass  auch 
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(33)  i„^^^{^tl_^l^ 

eine  Intcgralfnnction  jenes  Si/stemes  ist. 

Da  nämlich  nacli  der  durch  die  Gh^ichuiig  (?>)  des  Ab- 
schnittes J  V.  des  vorigen  Kapitels  gegebenen  Definition  einer 
Integralfunction  die  beiden  Gleichungen 


(34) 


dy    ,    ^/cy_    dq,  dcp    dp\   ^ 

dt  ~^ji:Lj\dg^   dt      '     bp    dt) 


l!+2^- 


8f   (jis    .     dii>_  d}\ 
dq^  'dt    ^  J^^   dt 


)  = 


identisch  erfüllt  sein  müssen,  so  wird  vermöge  der  Differential- 
gleichungen (31)  auch 

'dt  '^ jLJ  \dq^  di\         dp^  dqj  ~~ 


(35) 


'dt   ~^^\dq^    dp^  dp^    dqJ 


identisch   bestehen,  und   somit  durch   partielle   Differentiation 
nach  qa  und  j),, 

St  dq„  ~^^   \Öq,  dp^dq„  '^  vq^dq„   dp^  dp^  ^Qs^Qa 

^!^    SJJ\    _   Q 


(36) 


c'-tp    _,    ^v^^  /dcp      d-H       ,      d'^cp      du       dtp      c*  H 
^t  dp,,  ~^^'  V'^,  ^Pj>Pa         ^SPa   SPs  ~  ^Ps   S9s  SPa 

d'cp    d_n\  ^ 


=  0, 


und    ähnliche   zwei    Clleichuugen    aus    der   zweiten   Gleichuug 

von  (35). 

Nun   ist  aber 

.^„       d  d(p  ^    d'cp      ,    N]/    d'q)      Als    ,      8'g)       APs\ 

^'*^'      dl  dq„  dt  dq„  "1"^  \dq^  dq„    dt   "T"  dp^  dq,,    dt) 

oder   nach   (.'{[J 
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^      ^        dtoq^  dtdq^'^  ^   \cq^cq„dp^        cp^dq„dqj 

und  ebenso 

nm      A 1^  =    g-<P      ,     '^l  /   d^cp      djl_     o'rp      dFI\ 
^'    ^      dtdp„       dtcp,,'^  ^  \cq^dp„  dp^       Sp^dp^dqJ' 

und  zwei  ähnliche  Gleichungen  für  die  7/>- Function,  und  diese 
Beziehungen  gehen  mit  Benutzung  von  (3G)  offenbar  über  in 

dtcq^~~ 


(40) 


dtdp„~~        ^'  i^  a  g,  öl),  ^27^        dp^d  gr,  Ö^)  J 


und  die  beiden  ähnlichen. 

Soll   aber  {(p,  ii)  eine   Integralfunction   der   Differential- 
gleichungen (31)  sein,  so  muss  nach  (33) 


^    ^  dt  ^  \dp„  dtdq,  "T"  dq,  dt  dp„ 

dcp    d    cxp        etil    d    dcp 
~  dq„  dt  dp„~dp„dt  oq 


0  =  « 


identisch  erfüllt  werden;   in    der   That    wird   diese  Gleichung 
vermöge  (40)  und  der  beiden  ähnlichen  für  die  i/;-PüDction  in 


^'  \  (Po  ^  V'9s^ P,  ^  %        ^P,  ^Qs^^o) 

_  ^  'V,  /^^^    g"g H_    g'-g  \ 

cq„^  \dq^  dp,  dp,,        dp^  dq^  dpj 

übergehen,  und  diese  Gleichung  wird,   wie   man   unmittelbar 
sieht,  identisch  erfüllt,  indem  die  CoefHcienten   von 
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8^H  d^H  d^H 


dp^dp^''       dp/f^q,,'       dq^dq,, 

einzeln   Null   werden;   somit   wäre   der  oben   ausgesprochene 
Satz  erwiesen. 

Da  man  nun  aus  {cp,  ip)  und  g?  wieder  eine  Integral- 
function  ableiten  kann,  u.  s.  w.,  so  würden  sich  nach  dem  oben 
ausgesprochenen  Satze  aus  zwei  Integralfunctionen  des  Ditfe- 
rentialgleichungsystems  2ft*®''  Klasse  alle  2(i  Integralfunctionen 
ableiten  lassen,  wenn  sich  nicht  bei  der  Bildung  Identitäten 
oder  frühere  Integralfunctionen  ergeben  könnten. 


II.  lieber  diejeiii^oii  DifFereiithalglciclmii^systeine  m^'^  Klasse. 

für  welche  in  jedem  Piiukte  die  all^eineiiieii  liite^ralsysteiiie 

von  m  partlculäreii  lutegralsystemeii  und  willkürliclieii  Coii- 

stanten  algebraisch  abhängen. 

1.  Man  wird  im  Folgenden  für  diejenigen  Differential- 
gleichungsysteme,  für  welche  die  allgemeinen  Integralsysteme 
sich  durch  so  viel  particuläre  Integralsysteme  und  so  viel 
willkürliche  Constanten,  als  die  Zahl  ihrer  Klasse  anzeigt, 
algebraisch  ausdrücken  lassen,  auf  Grund  dieser  Eigenschaft 
die  Natur  ihrer  Integrale  vollständig  zu  ergründen  im  Stande 
sein,  und  wir  wollen  deshalb  die  Formen  solcher  Diüerential- 
gleichungsysteme  zu  erforschen  suchen,  welche  die  eben  an- 
gegebene Eigenschaft  besitzen. 

Untersuchen  wir  zunächst  die  algebraischen  Differential- 
gleichungsysteme erster  Klasse 

(1)  2^  =  cp(x,y), 

worin  cp  eine  algebraische  Function  bedeutet,  und  legen  zwischen 
dem  allgemeinen  Integrale,  einem  particulären  und  der  will- 
kürlichen Constanten  die  algebraische  Beziehung  zu  Grunde 

(2)  y  =  ay.,c), 

so  darf  zimächsi  oll'cnbar  angenommen  werden,  dass  y^  nicht 
eine  ulgcbraisclK!  h\inftion  von  x  ist,  da  sonst  vermöge  (2) 
sänimtlichc  Jnt('<;rale  al'n'braisch  wären. 
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Durch  Differentiation  von  (2)  nach  x  folgt  nun  mit  Hülfe 
von  (1)  . 

O  f 

und  da  diese  Gleichung  der  eben  ausgesprochenen  Annahme 
gemäss  eine  in  x,  ?/,  und  c  identische  sein  muss,  so  ergiebt 
sich  durch  Differentiation  nach  y^  und  c 


(4) 


cy^-^^'Py'^^y^)^  dy,      dy,       ^       df      dy, 

d^f       f         X  d(p{x,f)  cf 

dyi  de  ^^  '  ^^^  cf       cc^  ' 


und  durch  Elimination  von       \f     ,  wie  eine  leichte  Rechnung 
durch  Verification  zeigt, 

(5)  fp{x,y,)  =  M 


df{y,,c)' 


worin  M  eine  algebraische  Function  von  x  und  c  bedeutet 
da  nun  cp{x,  y)  von  c  frei  ist,  so  kann  mau  c  =  0  setzen  und 
erhält,  indem  ^j  durch  y  ersetzt  wird, 

(6)  ^{x,y)  =  t{y)%{x), 

so  dass  die  Differentialgleichung  (1)  die  Form  annimmt 

(7)'  ||  =  '^'0/)X(^), 

worin  il)  und  %  algebraische  Functionen  bedeuten.  Sind  nun 
y  und  ?/i  die  beiden  obigen  Integrale  (2)  der  Differential- 
gleichung (1),  so  wird  nach  (7) 

/oN  dy^  ^    dy^ 

^  ^  ^{y)      'n>lyy) 

sein,  und  somit  diese  Differentialgleichung  in  y  und  y^  der 
Forderung  gemäss  eine  Integralgleichung  der  Form  (2)  be- 
sitzen müssen.     Dies  würde  der  Fall  sein,  wenn 

(^)  ^l»  =  // 

wäre,  indem  die  Differentialgleichung  (8)  dann  die  Form  an- 
nähme 

Kocnigsbo  rgev,  Jjuhrbucli.  7 
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(10)  yidv—yäy,  =  o, 

welcher  in  der  That  die  Beziehung 

(11)  y  =  cVi 

genügt,  die  also  zugleich  die  Beziehung  zwischen  zwei  Inte- 
gralen der  Differentialgleichung 

(12)  S=2/X(*) 

liefern  würde,  welche  eine  Jwmogene  lineare  Differentialgleichung 
erster  Klasse  genannt  wird.  Wir  werden  aber  später  sehen, 
dass  die  Differentialgleichung  (8)  auch  noch  in  andern  Fällen 
als  (9)  durch  einen  algebraischen  Zusammenhang  zwischen 
«/,  ^1  und  einer  willkürlichen  Constanten  c  befriedigt  werden 
kann  und  zwar  dann  und  nur  dann,  wenn  durch  eine  al- 
gebraische Substitution 

(13)  y  =  co{rj) 

eine  Transformation  des  Differentials  (8)  in  der  Form  mög- 
lich ist 

(14)  .^  =  ^     oder-i^,=^:-     — <^'— - 


worin  Ä  und  Je  Constanteu  sind,  von  denen  die  letztere  auch 
verschwinden  darf. 

Wir  finden  somit  als  nothivendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  dass  für  ein  Differentialgleichungsystem  erster 
Klasse  das  allgemeine  Integral  eine  algebraische  Function  eines 
particulären  und  einer  ivillkürlichen  Constanten  ist,  die,  dass 
dasselbe  von  der  Form 

oder  durch  algebraische  Substitutionen  aus  diesen  Formen   ab- 
geleitet ist. 

2.  Gehen  wir  jetzt  zu  einem  Differentialgleichungsysteme 
zweiter  Klasse 


(IG) 


^  =-9^Ä^,Vi,y>) 
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(17) 


(18) 


geführt 


(19) 


über,  worin  g)^  inul  (p.^  algebraische  Functionen  bedeuten,  und 
verlangen  wir  nunmehr,  dass  die  Elemente  des  allgemeinen 
Integralsystems  wieder  nur  von  den  entsprechenden  Elementen 
zweier  particulärer  Fundamentalsysteme 

?/,!,  2/,.^,     und  2/21,  2/22 
und  zwei  willkürlichen  Constanten    algebraisch  in  der  Form 
abhängen 

f. Vi  =fiO/ii,y>i,Cy,c.^ 

l.'/2   =f2(yi2,y-22,(^i,C2), 

so  wird  man  genau  wie  oben  unter  entsprechenden  Voraus- 
setzungen zu  der  nothwendigen  Form  des  Difierentialgleichung- 
systems  (16) 

^l!  =  i'niVi)  Xn(.^)  +  tv2(V2)  Xv>(^) 

-^  =  t-M  X2i{^)  +  ^22(2/2)  ;i:22(^) 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  aber 

(^Vi  =  ^11  (.Vi)  XiM  äx  +  i\.2{y-^  Xx2{^)  äx 

i^lln  =  tn  (Un)  Zu  (^)  (^^  +  ^12  (^12)  ;i:i2  i^)  (^^ 

\dy,,  =  ipn(:ij,y) Xn(^) dx  +  rpyc^{y^,^ x^^ipß) dx  , 

und  hieraus,  sowie  aus  den  drei  entsprechenden  Gleichungen 

für  die  zweiten  Integralelemente 

dyi      dyu      (bn 
^12(2/2)^12(2/12)^12(2/22) 

(20) 

^2/2      f^2/i2     dy.^2      ! 

V'2i(2/i)  ^2.(2/11)  ^21(2/21)  1=0, 

^22(2/2")  i'-iLl/v^  ^.'2(.'/22'> 

und  es  müssen  diese  beiden  Ditierentialbeziehungen  resp.  durch 
die  Gleichungen  (17)  befriedigt  werden.  Indem  wir  nun  an- 
nehmen, dass  zwischen  2/iu  2/21?  2/i2, 2/22  iiicht  selbst  schon  eine 
algebraische  Beziehung  stattfindet,  so  folgt  leicht*)  mit  Rück- 

*)  Eine  eingehende  Untersuchung  dieser  Frage  würde  die  Kennt- 
niss  der  Elemente  der  Theorie  totaler  Differentialgleichungen  mit 
mehreren  unabhängigen  Variabein  erfordern,  die  wir  hier  noch  nicht 
als  bekannt  voraussetzen  wollen. 

7* 
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sieht  darauf,  dass  die  Ausdrücke  für  y^  uud  y^  zwei  willkür- 
liche Constanten  enthalten,  dass  das  Differentialgleichungsystem 
(18)  die  Form  haben  muss 


;7?r  =  ?/iXn(^)  +  ?/2%i2(^) 


(21) 


dx 


während  die  dazugehörige  Integralrelation  (17)  in 

übergeht,  oder  aus  (21)  durch  algebraische  Substitutionen 

(23)  yi  =  co,{l\),    y,  =  co,(Y,) 

entstanden  sein  muss. 

Schliesst  man  so  weiter,  so  findet  man  allgemein, 
dass  unter  allen  algebraischen  Differenüalgleiclmmjsystemen 

n^'^  Klasse  im  Allgemeinen  nur  die  in  der  Form 


(24) 


enthaltenen,  oder  die  durch  algebraische  Substitutionen  aus  diesen 
transformirten  Differentialgleichungsysteme  die  Eigenschaft  be- 
sitzen, dass  die  Elemente  des  allgemeinen  Intcgralsystems  sich 
durch  die  entsprechenden  Elemente  von  n  particulären  Integral- 
systemen und  n  ivillhürlichen  Constanten  algebraisch  ausdrücJcen 
lassen,  und  zivar  lauten  die  Belationen  für  das  System  (24) 


(dyi 

dx 
dx 

=  Ai  Vi 

=  -421  Vi 

+   ^12  2/2   +  • 

+  A2y-2  +  • 

dVn 

dx 

=  Ä,a  Pi 

+  A,yy,-{-- 

■   ~r    -^nn  Vn 

(25) 


\yi    =   ^1  ?/ll    +    ''l'-'^I    H +   CnVul 

2/2  =  <^i  V\->  +  C..V.O  H \r  Ca  y,,-! 

^Vn  =  Ci  y\u  +  c>  ytn  -\ —  +  ^«  ?/,,« . 
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Die  eben  erwähnte  Eigenschaft  der  Ditterentialgloichung- 
systeme  (24)  begründet,  wie  wir  sehen  werden,  ihre  Wichtig- 
keit in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  und  wir 
werden  uns  später  mit  der  Untersuchung  der  allgemeinen 
Eigenschaften  jeuer  Differentialgleichungsysteme  eingehend 
beschäftigen. 


III.  lieber  die  Rediictiou   liomogcuor  Diiferential^Ieichnng- 
systeme  auf  Systeme  niederer  Klasse. 

1.  Die  durch  die  Gleichungen  (24)  des  vorigen  Abschnittes 
dargestellten  Ditferentialgleichungsysteme  haben  in  rein  alge- 
braischer Beziehung  die  Eigenschaft,  dass  jede  ihrer  Differen- 
tialgleichungen in  Bezug  auf  die  abhängigen  Variabein  und  die 
resp.  i]i  ihnen  vorkommenden  Differentialquotienten  homogen 
vom  ersten  Grade  ist,  und  in  dieser  Eigenschaft  ihrer  Form 
bilden  sie  nur  specielle  Fälle  von  der  grossen  und  häufig  vor- 
kommenden Gattung  der  homogenen  Differentialgleichung- 
Systeme,  welche  die  wesentliche  Eigenschaft  besitzen,  dass  sie 
sich  vermöge  Quadraturen  stets  auf  algebraische  Differential- 
gleichungsysteme niederer  Klasse  zurückführen  lassen. 

Sei  ein  Differentialgleichungsystem  >«*"  Klasse  vorgelegt 

(3 


(1) 


'3'\'l',I/i^!/>^---l/n,     -^)  =  ^; 


in  welchem  @j,  ...  Ö5„  homogene  Functionen  der  Grössen  .<•,  //i, 
</,,...  y„  res2h  vom  w/, ,  in.,, . . .  w<,/''"  Grade  bedeuten,  so  wird,  wenn 

(2)  X  =  xA  ,  //,  =  xz\ ,  /A.  =  .f,r, ,  .  .  .y„  =  xz„ 

gesetzt,  und  die  erste  Gleichung  durch  .1'"' ,  .  .  .  die  letzte 
durch  x"'n  dividirt  wird,  ein  System  von  Gleichungen  sich 
ergeben 
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oder 


(3) 


9"(^i;  ^2;  •••   ^",  ^)  =0 
9l(^l,     ^2>    •••    ^n,     ^1+^^)   = 


bringt  man  diese  Gleichungen  in  die  Form 


(4) 


dz,  ,  \ 


dx 


dz^ 

^  ~dx    '^^  ^n{x,  Z^j  ^2;    ...  2n), 


worin  a^,  . .  .  a„  algebraische  Functionen  bedeuten,  so   folgt 
durch  Division  je  zweier 


(5) 


dz.y 


dz., 


■J^ -^3  ('^1»    ^2}    •  •  •    ■^i) 


jj     -^^«(^17    -^2  7     •  •  •     '^«)7 


worin  wiederum  jU,  -  •  •  A^  algebraische  Functionen  sind, 
und  es  ist  somit  die  Integration  des  vorgelegten  Differential- 
gleichuugsystems  «*'"'  Klasse  zurückgeführt  auf  ein  solches 
n  —  l**"^  Klasse.  \ 
Systems  gefunden 


n  —  1*'"'  Klasse.     Sind   die  n—l   Integralgleichungen  dieses 


(6) 


[l(^17    ^2,    •••    ^«)   =   «l 
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SO  liefert  deren  Zusammenstellung  mit  der  ersten  üifl'ereutial- 
gleichung  (4)  die  Beziehung 

C^)  it  =  ^^^'^^  ^-  ■••  "'-'^' 

oder  vermittels  der  früher  definirten  Quadratur 

J'dx         /*  dz.  , 

T°ji-(.„.,,...»-:;:ö  +  ''-' 

woraus  z^,  und  somit  nach  den  Gleichungen  (ß)  auch  z.^j  ^3> 
...  Zn  und  daher  nach  (2)  auch  y^,  y.^,  ...  y^  als  Functionen 
von  X  und  den  n  Avillkürlicheu  Constanten  a^,  cu,  ...  a^  be- 
stimmt sind.     Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Die  Integration  eines  jeden  in  Bezug  auf  die  unabhängige 
und  die  anhängigen  Varialieln  homogenen  Bifferentialgleichnng- 
systems  n^^""  Klasse  ist  auf  die  Integration  eines  Differcntialgleichmg- 
system  n  —  1*^"  Klasse  und  auf  eine  Quadratur  zurilcJcführhar. 

2.  Sind  jedoch  die  Gleichungen  (1)  in  Bezug  auf  die  ab- 
hängigen Variabein  y^,  ...y,i  tind resp.  ~^,  ^,  ...  -j^  homogen 
und  zivar  vom  n^,  n^,  ...  m„*^'^  Grade,  so  wird,  wenn  man 

setzt,  die  erste  Gleichung  von  (1),  wenn  -A  = 'h  ■  —  ^ 
gesetzt,  und  die  Gleichung  durch  y^"'   dividirt  wird,  in 

(10^  g^(^x,z,,z„-z,„~^)==0  oder  j^'^  =  a,{x,  z„  z,,-z„) 

übergehen,  wenn  a^  eine  algebraische  Function  bedeutet;  da 

aber  die  n  —  1  folgenden  Gleichungen   von  (1)   vermöge  (9) 

die  Form  annehmen 

/  1   dy\ 

{\  1)        &r  [X,  y,  •  1 ,  y,  s.,  ...  y,  Zn,  y,  -  -j^J  =  0 , 

so  wird  sich  vermöge  der  Annahme  der  Homogeneität,  wenn 
durch  y^^r  dividirt  und  berücksichtigt  wird,  dass  nach  (9) 
und  (10) 

1  dy        dz.  \  ii^i  \  dii.       dz 

ist,  das  System  von  n  —  l   Üitferentialgleichungeu  ergeben 
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Siud  aber  n  —  1  Integralfunctioneu  dieses  Systemes  n —  1* 


Klasse  gefunden 


•    2n)  =  «3 

.T«(,^7    ~2>    ^3.'    ■ 

•    •i'n)    =   O^n 

a4) 


so  geht  (10)  in 

(15)  I  T^^^  I  ^^^^"'  "-'  •  •  ■  '^"^  '^"^"  "^  ^1 

über,  woraus  ?/i,  also  nach  (14)  und  (9)  auch  p.^,  y^,  ...  i)„ 
als  Functionen  von  x  und  den  n  Constanten  a^,  a.,,  ...  «„ 
bestimmt  sind;  es  folgt  somit, 

dass  jedes  in  Bezug  auf  die  abhängigen  Variahein  und  deren 
Differentialquotienten  homogene  Diffcrentialgleichungsystcm  n^" 
Klasse  rcducirhar  ist  auf  ein  Bifffrentialgleichungsystem  n — 1*" 
Klasse  und  eine  Quadratur. 

Es  mag  hierzu  der  specielle  Fall  einer  Bifferentialgleichung 
m^"  Ordnung 


(16) 


hervorgehoben  werden,  ivelche  in  den  Grössen 


dy 
" '  dx  '■ 


homogen  sein  soll;  es  tvird  sieh  die  Integration  dieser  Glei- 
chung von  der  Integration  einer  Bifferentialgleichung  n  —  l^"" 
Ordnung  und  einer  Quadratur  ahhüngig  machen  lassen,  da  das 
System  von  Diü'ereutialgleichungeu 
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dx 
dx 


(17) 


=  2/2 
=  IIa 


^Vn-l 


dx 


Vn 


f\^,  !/i,  y^i,  ■■■  Vn,  ■^)  =  o 


der  Bedingung  des  oben  ausgesprochenen  Satzes  genügt. 

3.  Wir  wollen  endlich  noch  die  Möglichkeit  der  Reductiou 
für  ein  Differentialgleichungsystem  nachweisen,  für  welches 
die  Bedingungen  der  Homogeneität  in  der  früheren  Definition 
nicht  erfüllt  sind,  welches  aber  die  unabhängige  Variable 
mit  den  abhängigen  Variabein  und  den  Differentialquotienten 
in  ähnlicher  Weise  verbunden  besitzt.  Sei  nämlich  das  System 
von  der  Form 

(55,  [ocp^  y,,  x''^  y,,  ■  ■  ■  x^'n  y„,  xp^+'  J^)  =^ 


(^,,  (xP'  y, ,  xP^  y,,  ■■■  xPn  y„^  xPn+^  '^")  =  ^ , 

worin  2h}  Ä-;    •  •  •  Pn,    wenn    wir    die    Systeme    algebraisch 
voraussetzen,    rationale    Zahlen    sein   müssen,    so   setze   man 

(19)  X>'^  yi=^l,       ^■''^-  y^  =  ^2,    ■  '•    ^""  Vn  =  2n  , 

woraus  sich 

^i\^i,  -2,  •■■  ^n,  X  ^^^J   —  i\  z)  =  0 


® 


oder 
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dx 


(20) 


=  .4i(^,,    ^2,    ■•■  ^n) 


30   -TT  An  (^1  ,    ^2 


dx 


"■nj  ) 


und    durch    Division    aller   durch   die    erste    ein    Differeutial- 
gleichuugsystem  n  — 1*"'^'  Klasse  ergiebt 


^2(^1;  ^2,  •■•  ^«^  ^)  =  ö 


(21) 


gn[^„  02,  •■■  0n,  ^")  =  ^; 

sind  die  Integrale  dieses  Systems  in  der  Form  gefunden 

12  (■^17    ~2>    ■  '  ■    ^n) 

(22) 


so  geht  die  erste  Gleichung  von  (20)  in 


(23) 


J  -^ =Jh^u  «2;  •  •  • ««)  +  «1 


über,  wodurch  ^^,  also  nach  (22)  und  (19)  auch  y^,  y.^,  .  .  .  y,i 
durch  X  und  n  willkürliche  Constanten  ausgedrückt  sind; 

das  Dijferentialgleichimgsystem  (18)  der  n*''"  Klasse  ist 
somit  stets  auf  ein  DifferentialgleicJmngsijstem  n  —  1*®'  Klasse 
und  auf  eine  Quadratur  reducirbar. 

Man  sieht  sogleich  wieder,  dass  sich  jede  Differentialglei- 
chung «'""  Ordnung  von  der  Form 

(24)        /(f,   t   .g,  ....-' 0)  =  o, 

worin  f  eine  ganze  Function  der  eingeschlossenen  Grössen 
bedeutet,  wie  durch  Umsetzen  in  ein  System  m***'  Klasse 
unmittelbar  ersichtlich  ist,  auf  eine  Differentialgleichung 
n — l*'''"  Ordnung  und  eine  Quadratur  zurückführen  lüsst,  und 
da    sich   jede    in   Bezug    auf   die   beiden   Variubeln  x,  y  und 
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die  Diflerentialieii  derselben   dx,  dij,  d'ij,  .  .  .  d"}j  homogene 
Gleichung 

offenbar  in  die  Form  (24)  umsetzen  lässt^  so  folgt, 

dass  jede  in  Bczwj  auf  ihre  Variahehl  und  die  Dijfcreii- 
tialicu  derselben  homogene  Dijf'erentialijleicliung  auf  eine  Diffe- 
rentialgleichung niederer  Ordnung  und  eine  Quadratur  reducirt 
tverden  Icann. 
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Ueber  die  Eigcuscliafteii  der  liuearen  Differential- 
gleicliiiugsysteme. 


I.  lieber  die  sinmltaiieu  Fuiul.imoiitalsysteme  von  lutegralen 
linearer  Difl'ereutialgleichuiigsysteme. 

1.    Wir  iverden  ein  Differentiahjleiclmngsystcm  n^'^^  Klasse 
ein  lineares  nennen,  wenn  dasselbe  die  Form  hat 

^^  =  Ä,,y,  +  A,,y,  H h  Axnyn  +  A^+i 

T7  =  An  Vi  +  ^2  2/2  H h   ^2«2/n  +  -42«  +  ! 


(1) 


(ix 


,  dx 


=  Aniyi  -^  A„2y.2-\- h   A,nyn  +   A„n+l  , 


worin  Aaß  Functionen  von  x  bedeuten*),  und  zwar  wird  dieses 
System  ein  homogenes  lineares  genannt,  wenn 

(2)  Ain  +  l    =  A-Zn+l  =  •••==  J„„-f  1   =  0 

ist. 

Betrachten  wir  zunächst,  um  die  Beziehungen  zwischen 
den  allgemeinen  und  particulären  Integralsystemen  fest- 
zustellen, ein  homogenes  System  von  der  Form 

*)  Wenn  wir  nur  algebraische  lineare  Difl'erentialgleichunssystemo 
betrachten,  so  werden  A^^  algebraische  Functionen  von  x  bedeuten 
mÜHsen;  doch  werden  die  nachfolgenden  Untersuchungen  unabhängig 
von  dem  algebraischen  Charakter  der  Coeflicienten  des  linearen  Diffe- 
rentialgleichungsystems  durchgeführt  werden. 
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(3) 


dVn 


so  ist  zunächst  klar,  dass  tvenn 

'Vn,  Vvi,   •  •  •  Vin 

(A) 


.^/il'    %2'     ■   ■   ■    ^^.1 

partictdäre  Integralsysteme  des  Bifferentialgleichungsystemes  {\) 
darstellen,  nothwendig  auch 


(B) 


'^l^u   +   ^2^21-^ ^-^/.2/^l 

^l'A2   +   ^2^22   + ^-^>l^;.2 


.^:yin   +   ^2^2.   H \-hyXn^ 


ivorin  c^,  c.,, ...  ci  ivillhürliche  Constanten  bedeuten,  ein  Integral- 
system desselben  Differentialgleichungsystems  bilden, 

wie  durch  Einsetzen  der  Systeme  (A)  und  (B)  in  das 
Differentialgleichuugsystem  (1)  unmittelbar  hervorgeht. 

Seien  nun  w  particuläre  Integralsysteme  durch  ihre  Werthe, 
welche  sie  in  einem  beliebig,  aber  fest  gewählten,  nicht  sin- 
gulären  Punkte  x  =  Xq  annehmen,  bestimmt,  wie  es  die  frühereu 
allgemeinen  Untersuchungen  ergaben,  und  seien  die  für  x==Xq 
festgesetzten  Werthe  ?/^^,  was  stets  möglich  ist,  so  gewählt, 
dass  die  Determinante 


C4) 


D^  = 


fn 

f.- 

•  •  yl 

y%v 

/4  • 

•  •  yl 

y\ 

^^2    • 

■  ff 
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von  Null  verschieden  ist,   so   ist  leicht  zu    sehen,   dass  jeiles 
Integral  System  von  (1)  in  den  Formen 

Cl  yv2  +  ^2  2/22   H h  Cn  ?/„2 


(5) 


2/2 


.Hn  =  Ci  2/1«   +   C^  2/2n   +    •   •  •   +   C„  7/„„ 

enthalten  ist;  denn  einerseits  bilden  die  Formen  (5),  wie  oben 
gezeigt  worden,  stets  Integralsysteme,  andererseits  kann  jedes 
Integralsystem  durch  dieselben  dargestellt  werden,  da,  wenn 
Vi}  Vi)  •••  Vn  für  X  =^  Xo  die  willkürlich  gewählten  Werthe 
y%  y^}  -  •  •  Vn  annehmen  sollen,  vermöge  der  Annahme,  dass 
die  Determinante  (4)  nicht  verschwindet,  die  Constanten  c^, 
. ..  Cn  stets  so  bestimmt  werden  können,  dass  den  Gleichungen 


rc) 


\yl  -  ^1  yn  +  ^2  ?/2i  + 

2/2  =  ^  2/12  +  ^2  2/?2  + 


'        n  ^w2 


[2/11 

?/l2    • 

'  '  yin 

2/21 

2/22  • 

■  y-in 

ym 

ynt  ■ 

•    •    ynny 

Genüge  geschieht. 

3Ian  nennt  nun  eine  ZusammenstelUing  von  n  einem  nicht 
singulären  Punkte  Xq  zugehörigen  Integralsystemen 


(H) 


deren  Determinante  (4)  von  Null  verschieden  ist,  ein  simtdfancs, 
dem  PunJäe  Xq  zugehöriges  Fundamentalsystcm  von  Integralen, 

und  es  folgt  somit, 

dass  in  der  Umgehung  eines  heliehigen  nicht  singulären 
Punktes  sich  die  Elemente  des  allgemeinen  Intcgralsystcms  als 
homogene  lineare  Functionen  mit  n  constante^i  Coefficienten  aus 
den  cntspreclienden  Elementen  von  n  simnltanrn  Fundamental- 
Systemen,  die  diesem  Punkte  zugehören,  darstellen  lassen. 
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Nach  den  Auseinandersetzangen  des  Abschnittes  III. 
Kap.  1  hängt  die  Natur  der  Integrale  des  Differential- 
gleichungsystemes  (1)  in  irgend  einem  Punkte  der  a:-Ebene 
von  der  Eindeutigkeit  und  Endlichkeit  der  rechten  Seiten 
dieser  Gleichungen  in  diesen  Punkten  ab,  und  da  dieselben 
ganze  lineare  Functionen  von  y^,  y.^,  .  .  .  y„  sind,  so  wird 
die  Natur  der  Integrale  nicht  von  den  Anfaugswerthen  dieser 
letzteren  Grössen  abhängen,  sondern  lediglich  durch  den 
Charakter  der  Functionen  ^„^  von  x  bestimmt  sein.  Schliessen 
wir  also  nach  den  oben  ausgeführten  Betrachtungen  irgend 
ein  einfach  zusammenhängendes  Flächenstück  T  der  a;-Ebene 
ab,  innerhalb  dessen  keine  Verzweigungspunkte  der  Functionen 
Au^  liegen,  tragen  ferner  in  diesen  Raum  diejenigen  Punkte 
ein,  für  welche  die  Äa^i  unstetig  werden,  und  umgeben  diese 
mit  unendlich  kleinen  Curven,  so  entsteht  eine  mehrfach  zu- 
sammenhängende Fläche  T',  welche,  wenn  wir  je  eine  der 
kleinen  Curven  durch  irgend  einen  Querschnitt  mit  dem 
Rande  der  Fläche  T'  verbinden,  wiederum  ein  einfach  zu- 
sammenhängendes Flächenstück  T"  wird;  und  wir  wissen, 
dass  dann  die  Fortsetzungen  irgend  eines  zu  einem  Punkte 
Xq  der  Fläche  T'  gehörigen  simultanen  Fundameutalsystems 
innerhalb  dieser  Fläche  T'  jedenfalls  simultane  Integral- 
systeme, und  innerhalb  T"  eindeutige  simultane  Integral- 
systeme bleiben*). 


*)  Es  mag  schon  hier  bemerkt  werden,  dass,  wenn  Äa;i  alge- 
braische Functionen  von  x  bedeuten,  man  nach  den  Auseinander- 
setzungen des  zweiten  Abschnittes  von  Kap.  1  eine  algebraische 
Function  fj  wird  bilden  können,  durch  welche  sich  die  sämmtlichen 
Aa^i  mit  Hülfe  rationaler  Functionen  von  x  rational  und  ganz  aus- 
drücken lassen;  sei  nun  f^  die  Lösung  der  mit  Adjungirnng  von  x 
irreductibeln  algebraischen  Gleichung 

und 


^"''^     F{x)     ' 


worin  F^Jx,  t^)  eine  ganze  Function  von  x  und  t^ ,  und  zwar  in  Bezug 
auf  die  letzte  Grösse  vom  v  —  l'*"'  Grade,  F{x)  eine  ganze,  allen  Aa;i 
gemeinsame  Function  von  x  ist,  so  wird  das  lineare  Differential- 
gleichungsystem die  Form  annehmen: 
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Es  ist  aber  auch  leicht  zu  sehen, 

dass  ein  simnltanes  Fundamentalsystem  von  Inteyralen  hei 
beliebiger  Fortsetzung  über  die  Fläche  T'  hin  auch  ein  simultanes 
Fundamentalsystem  bleibt. 

Bildet  man  nämlich  die  Determinante  aus  den  simul- 
tanen Fundamentalsystemen 


(1) 


Vn  yi2  ■  '  ■  ym 

Vn   2/22  ••    •   V'^n 


Vnl   yn2    ■    •    •    ynn 

so  ergiebt  sich  durch  Differentiation  nach  x 


dx"     F(x)  '  ^'  ^    F{x)     y^^         ^     F{x)     ^« 

dy^  _F^^{x,i,)  F^^{x,ti)  ^2ni^>*i) 

'dx  F^    ^'  "•" "  F(x)     ^^  "^  ^     F{x)     ^« 


dx  F{x)     ^'"^     F{x)     ^''^  "^     F{x)     ^»• 

Construirt  man  nun  die  Tiiemann'sche  Fläche  *  für  die  algebraische 
Function  t,  und  trägt  auf  dieser  alle  Werthe  von  x  auf,  welche  die 
eine  oder  die  andere  der  beiden  Gleichungen 

f,{x)  =  0,     F{x)  =  0 

Vjefriedigen,  und  unigiebt  diese  mit  unendlich  kleinen  Curven,  so  ent- 
steht die  mehrfach  zusammenhängende  Jtiemami sehe  Fläche  *',  und 
es  werden  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  und  bekannten  Prin- 
cipien  der  7i!ie?H«nn'Hchen  Theorie  offenbar  die  Fortsetzungen  eines  zu 
einem  i'unkte  a,y  der  Fläche  <h'  gehörigen  «imultanen  Integralsyetems 
über  die  ganze  Jtiemann' üche  P'läche  *'  hin  stets  simultane  Integral- 
systeme  bleiben,  und  das  Differentialgleichungsystem  selbst  wird  für 
alle  geschlossenen  Umläufe  auf  der  7i!ü'WiaM«'8chen  Fläche  zu  seiner 
früheren  Gestalt,  die  für  den  AusgangHwerth  x„  zu  Grunde  gelegt 
wurde,  zurückkommen;  verwandelt  man  endlich  noch  durch  Quer- 
schnitte, welche  von  den  ausgeschlossenen  Punkten  nach  der  Be- 
grenzung der  Fläche  fl>'  führen,  diese  Fläche  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende </'",  HO  werden  die  Elemente  des  simultanen  Integralsystems 
bei  einem  beliebigen  geschloHSciien  Wege  der  Variabein  x  innerhalb 
der   Fläche  '/'"  stets  zu  ihren  Aiisgangswerthon  zurückführen. 
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dB  _   dD^  dy,,    ,     dD^  dj/.,,  .  .     dD^    ^Vni 

dx         ^T/ii     dx   "'    dy.n     dx  '  '     '(^Vjii      dx 

djD^  dy^    .     dD_  dy,,     ,     dD_  ^y^ 

~^  dy^i    dx    "■"  ^2/28    dx  "•    '    "'    <^y„2     <^^ 


+ 


oder    nach    bekannteu    Eigenschaften    der    Zerlegung    einer 


Determinante 

dVu 


(«)^l  = 


dx  yi-2---yin 


dx 


y^^ 


y^n 


dx  ^"- 


Vn 


+ 


^»1     dx 


Vi 


dy^ 

1  ~dx 


Vi' 


•y^n 


+  •••*), 


y^^     dx 


ynu 


und  daher  mit  Benutzung  der  Differentialgleichungen  (3) 
für  die  particulären  Tntegralsysteme  nach  Zerlegung  der  De- 
terminanten 


(9) 
oder 

(10) 


dD 
dx 


=  (^U    +    ^22   +    •   •   •   +    ^l^n)D 


D  = 


Vn   yi2 

y-lX    2/22 


yxn 


=  C  .  c-^'(^"+-'"+""+'^"'' )''•'■. 


ym  Vn-i 


Vnn    I 


")  Durch  wiederholte  Differentiation  ergiebt   sich  der  Ausdruck 


rf;' 

!'&'  • 

■yf:' 

d*"!) 

..   >rf         r\ 

yfi' 

!&   ■ 

■  ■  "t"' 

dx'' 

^     X,IX.,\    ...Xn\ 

^.+^.+-+^'.='- 

riV 

Ä'  • 

d[y  _ 
dx^ 

'/" 

gesetzt  wird. 

K  oo  11  i  tJT  s  1) 

TgiT,    I.i'lirbiicli. 

S 

114  Drittes  Kapitel. 

Da  diese  Determinaute  nun  für  x  <=  0(^q  nicht  verschwinden 
sollte,  so  darf  die  Oonstante  C  nicht  Null  sein;  da  nun  ferner 
für  irgend  ein  anderes  x  die  rechte  Seite  von  (10)  nur  dann 
verschwinden  könnte,  wenn  die  Quadratur  im  Exponenten , 
also  auch  die  Function 

also  jedenfalls  eine  der  Grössen  A^^,  A^^,  •  •  •  Ann  unendlich 
wird,  diese  Werthe  von  x  aber  nach  den  früheren  allgemeinen 

Betrachtungen,  da  sie  — ,  -f— ,  •  ■  •  unendlich  gross  machen, 

et  CC  Cl  tV 

zu  den  singulären  Werthen  gezählt  wurden,  die  aus  der 
Fläche  T'  ausgeschlossen  waren,  so  wird  die  Determinante, 
wenn  sie  für  x  =  x^  von  Null  verschieden  war,  für  jedes  x 
innerhalb  des  Gültigkeitsbereiches,  also  auch  bei  der  Fort- 
setzung der  Integrale  von  Null  verschieden  bleiben,  selbst 
wenn  man  dieselben  um  die  singulären  Punkte  herum,  diese 
ausschliessend,  in  der  Fläche  T'  fortsetzt  —  die  Integral- 
systeme bleiben  somit,  wie  bewiesen  werden  sollte,  bei  allen 
Fortsetzungen  in  T'  simultane  Fundameutalsysteme,  wenn 
sie  es  überhaupt  für  einen  Punkt  dieser  Fläche  waren. 

2.  Nachdem  nachgewiesen  worden,  dass  die  Elemente 
eines  jeden  Integralsystemes  sich  als  lineare  homogene,  mit 
denselben  Constanten  behaftete  Functionen  von  n  simultanen 
Fundamentalsystemen  darstellen  lassen,  wird  leicht  einzu- 
sehen sein, 

dass  beliebige  n  -f-  1  Integralsysteme  der  Differentialglei- 
chungen {?))  stets  in  einem  linearen  Zusammenhange  von  der 
angegebenen  Beschaffenheit  stellen  müssen; 

denn  seien  diese  w  -|-  1  Integralsysteme 


(c) 


'hl     '';i2     •  •  •  vm 


Un  +  n    Vn+Vi    •     •     •    V»-\-in, 

so  bestehen  mit  Beziehung  auf  ein  simultanes  Fundamentul- 
system  die  Gleicliungen 
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■^?ii=C,,!/u  +  -  +  Ci«2/,a,-'?«+ii  =  C„+ii!/n+- 

••  +  c„+i„?/,a 

(II)' 

'?I2  =  ^liyi2H \-Clnyn2,-Vn+l2  =  C„+nVi-,+ 

••  +  C,.-H«2/«i 

Vin=Ciil/u-{ \-Cluynn,-V'i+l'i  =  (^'i-'rn!Jl,i-\r- 

\     ^ii  +  lnll nn  j 

und  durch  Zusammenstellung  der  n  -\-  1  ersten  Gleichungen, 
der  n  -f-  1  zweiten  Gleichungen  etc.  eines  jeden  Systemes 
von  (11)  ergeben  sich  durch  Elimination  der  resp.  Grössen 
yiu,  y-iay  •  •  •  Vnu  dic  linearen  Relationen: 


(12) 


^\n^a  +  ^V^2u  +  •  •  •  +  6'«+l  ?y,j4-l„  =  0. 


Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,    dass  auch 
umgekehrt 

ein  simultanes  Integralsystem  (H)   ein  simultanes  Funda- 
mentalsystem sein  tvird,  ivenn  n  Gleichungen  von  der  Form 


(13) 


Ciyi>  +  c,^,,  H —  +  c„?/„,  =  0 


c^yiu  +  ^'2!/:.'"  H 1-  Cny., 


0 


/<<>  Jceine  endlichen  bestimmten    Werthe  der  Constanten  Cy ,  c, , 
.  .  .  Ca  statthahoi  hünnen. 

Endlich  ist  aber  leicht  einzusehen,  dass  für  zwei  simul- 
tane Fundamentalsystcme  von  Integrcden 


ya   Vvi 

y>i  y^^ 


yin 
y-u 


und 


'/2i    '/j2 


ym  y„2 


ynn 


thn    »/..: 


Unn 


ivelchc  nolhicoidig  durch  die  Beziehungen  verbunden  sind 
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ViQ   =  Ci,  i/io  +  c^,  7/2,,  +  •  •  •  +  Ci„p„o 

n^o  =  ^21  yi'>  +  <^->-i  y-'t'  H —  +  '^■^nv.,., 

rjnf)  =  c,n  ijio  +  ^„2^20  +  •  •  •  +  c„„y„o, 
die  Determinante 


Cii       C. 9 


•    Cin 


^21     ^22     •    •     •    ^2« 


1     C^il    Cji2     •    •    •    Cn;i 

von  Null  verschieden  sein  miiss, 

da  sich  im  entgegengesetzten  Falle  aus  dem  letzten 
Gleichungsystem  eine  lineare  homogene,  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  versehene  Beziehung  zwischen  den  Grössen  r;i„,  '>22o, 
.  .  .  rinq  ergeben  würde,  was  dem  Charakter  der  Fundamental- 
integrale widerstreitet. 

3.  Betrachten  wir  jetzt  eine  lineare  homogene  Blfferen- 
tialcßeiehnng  n*''"'  Ordnung  von  der  Form 


(14) 


rf> 


cr-V 


d'^-V 


0 


in   welcher  A^,  A^-,  •  -  >  An  Functionen   von  x  bedeuten,    so 
setzt  sich  diese  durch  die  Substitutionen 

_       ^'^y  _       ^—  ^"~[y 

{ID)       y  —  Vi,    ^^.  —  2/2 ;    dx-~y-^'     "  '  ,7,.'»-i 


.V« 


in   das   lineare   homogene    Difterentialgleichungsystem   erster 
Orduunu*  um 


(IG) 


(dy^ 

dx 
dy^ 
dx 


dx 

dx 


2/3 


y,i 


1«.'/. 


-1.V2 


—  ^^y», 
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und  es  uimmt  somit,  da  in  diesem  Falle 

(17)     ^j^  =  yl22  =  •  •  •  =  A„^i  „_i  =  0 ,     Ä„„  =  —  A^ 

ist,  die  obige  Beziehung  (10)  vermöge  der  Substitutionen  (15), 
ivenn  nj^,  yj^,  .  . .  rj^  n  xiarticuläre  Fundamental -Integrale  der 
JDiffcrcntialfjleiclmng  (14)  hedeuten,  für  die  also  nach  der  oben 
gegebenen  Definition  itn  Fimlde  x  =  Xq  die  Determinante 


(K) 


^''^)»  (it\  (*l);  •  ■  Üi^-^X 

\dxJo  \dx'Jo        \dx"-^/^ 


nicht  verschwinden  darf,  die  Form  an: 


(18) 


''  dx    dx^ 

dr].^  d'^r}., 
^2  dt  Icc^ 


^"  dx    dx' 


dx''-^ 

d-^ 

dx""-^ 


==  Ce-f-^'"'^. 


Fehlt    der   Differentialgleichung   (14)    das    zweite   Glied, 
ist  also  Ai  =  0,  so  wird  diese  Determinantengleichung  in 


(19) 


drii 
dr}„ 


(Irin 

^"  dx 


dx"-^ 


^n 


d  X 


,'»— 1 


=  c 


übersehen. 
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Für  die  lineare  Differentialgleichung  (14)  wird  liäiifig 
die  Form,  in  welcher  das  zweite  Glied  fehlt,  als  die  Kormal- 
form bezeichnet,    und   es   ist   leicht   zu   sehen, 

class  die  Substitution 

(20)  y  =  e    V        2 

die  Dißerentiälgleiclmng  (14)   in  eine  andere  homogene  lineare 
derselben  Ordnimg  von  der  Normalform 

überführt, 

da  die  n  —  l*"^  Ableitung  von  z  nur  aus  den  beiden 
Ausdrücken 

a 

hervorgeht,  und  sich  somit  beim  Einsetzen  in  (14)  die  Posten, 

d"~'^z 
welche   mit "-    behaftet  sind,  wegheben. 

4.  Wir  wollen  die  Normalform  eines  linearen  Itomogenen 
Differentialglcichungsystems  ebenfalls  diejenige  nennen,  für  welche 
die  Determinante  (10)  eines  simultanen  Fundamcntalsystems  von 
Integralen  einer  Constanten  gleich  ist;  es  folgt  somit  aus  (10), 

dass  die  Normalform  eines  solchen  Systems  bestimmt  ist 
durch  die  Beziehung 

(22)  yl,,  ^  A,,-\ ^  A„„  =0. 

Um  zu  sehen,  dmch  welche  »Substitutionen  ein  lineares 
homogenes  Dilferentialgleichungsystem  auf  seine  Normalform 
reducirt  werden  kann,  setze  man 

(2:5)  .V,  =  c'^i ,     y.,  =  c'z, ,     .  .  .y„  =  c'z„ , 

dann  geht  das  System  (3)  in 
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(24)  .  ^  ^  ^-'  '"^  +  ^''  ~  dx)  "^2  +  •  •  •  +  ^2.^„ 

V(fx  \  äx/ 

über,  und  nimmt  also,  wenn 

(^..-^^)+(^.-:^)+--.+(a.-§^)=o 

oder 

gesetzt  wird,  vermöge  der  Substitutionen 

(25)  ,.  =  .t/^'"+-^-''"'''\,...y„=.t/(^"  +  -  +  "-)^'.., 
die  Normalform  an: 

'2    A        r,     J_     (   A  ^11  +  ^22 +••     ~l~^""\>.        I  I       J         „ 

-  —  ^21^1  +    \A.>2 ■ )3.i-\ \-A2:^Zn 


(26) 


dx 


dz 
dx 


"-  ^  A,a0,  +  A„,^,  +  -•  +  (^..  -  -^x.+^-i.2+-+X,.-j^^_ 


5.  Nachdem  nun  die  Beziehung  der  zu  einem  Punkte 
Xq  gehörigen  allgemeinen  Integralsysteme  zu  n  particulären 
Systemen  für  homogene  lineare  Differentialgleiehungsysteme 
festgestellt  worden,  wird  es  leicht  sein,  einen  ähnlichen  Zu- 
sammenhang für  nicht  Jioniogcne  lineare  Dift'erentialgieichuug- 
systeme  von   der  Form   (1)  zu  entwickeln.     Sei   nämlich 

Vi  >   ^h,  •  •  •  Vn 

ein  particuläres  Integralsystem  von  (1),  so  wird  sich  durch 
Einsetzen  desselben  und  Subtraction  der  resp.  Gleichungen, 
wenn 
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(2T)     v/i  -  )j,  =  Y, ,  p.^  —  )].,  =  y^,  •  •  .  y„ 
gesetzt  wird,  ergeben 


Vn  =    Yn 


(28) 


(dY, 
dx 

clY, 
dx 


=  A,,  Y,  +  A,,  r,  +  .  •  ■  +  A,„  Yn 


dY.. 


^^  ==  A,aY,+  A,,,Y,  +  ■  .  .  +  A,„,Yn- 

seien  mm  n  simultane  Fundamentalsysteme    dieses   linearen 
homogenen  Differentialgleicbungsystemes  (28) 

i/ll     Hi2    .    .    .    Ihn 
H21    XJ22    •    •    •    H2)i 


H)il    H712    •    •    •    Hnn, 

so  werden  sich  nach  dem  Früheren  die  allgemeinen  lutegral- 
systeme  von  (28)  in  der  Form  darstellen  lassen 
Yi  =  c^ifii  +  c^H.,^  +  •  •  •  +  Cniini 

Ta    =  Cii/12  +  Cgifo-,  +   •  •   •   +   CnHn2 

(29) 


Y,i  =  C^Hin  +  C^^/2,j  +  •  •  •  -\rc,iii„n, 
und  sich  somit  durch  Zusammenstellung  mit  (27),  wenn  das 
System  (3)  das  adjimgirte  System  von  (1)  genannt   wird,   der 
folgende  Satz  ergeben: 

Sind  iji ,  1^2  >  •  •  '^n  irgend  ein  Integralsystem  eines  linearen 
nicht  homogenen  Biffarentialgleichungsystcms,  und  bedeuten  Fj , 
Y2,  ...  Yn  das  allgemeine  Intcgrahystem  des  adjungirten 
homogenen  Systemes  von  Dift'erentialglckhungen,  so  lassen  sich 
die  allgemeinen  Integrale  des  ersten  Systems  in  der  Form  dar- 
stellen 

Vi  =  Vi  +  1^1 ;  Vi  =  Vi  +  Y.>,  ••  ■yn  =  v»  +  Yn , 

ivorin  y, ,  Y.^,  ...  Y„  sich  durch  n  simultane  Fnndamental- 
sysfcnic  des  adjungirten  Diß'ercntialgleichimgsystcms  in  der  Form 
(29)  ausdrüclccn  lassen. 
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Bemerkt    man    aber    zugleich,    tlass    für    ii    particuläre 
lutegralsysteme  von  (1) 

%t   nn  •  •  •  n-^'i 


nach  der  Gleichung  (27) 

(30) 

wird,  so  folgt  aus  (27),  (29)  und  (30) 

(31) 


woraus  folgt, 

dass  sich  die  Elemente  des  allgemeinen  Integralsystems 
eines  Systems  nicht  homogener  linearer  Bifferentialgleichungen 
«*""■  Klasse  linear  durch  n  +  1  simidtane  Fundamentalsysteme 
ansdrüclien  lassen. 

6.  Um  zunächst  bei  den  allgemeinen  Eigenschaften  der 
linearen  Differentialgleichungsysteme  zu  bleiben,  werde  be- 
merkt, dass  nach  der  durch  Gleichung  (6)  im  IV.  Abschnitte 
des  ersten  Kapitels  gegebenen  Definition  des  Multiplicators 
eines  Differentialgleichuugsystems  derselbe  für  das  System  (1) 
durch  die  Gleichung  bestimmt  ist 

(32)         ^  +  M{A,,  +  J,,  +  . . .  +  ^„„)  =  0, 

und    da   die    Functionen    A^^,  A.^.2t  -  •  -  A„n   lediglich    von   x 
abhängen,  so  folgt, 

dass  für  jedes  lineare  Bifferentialgleichungsystem  ein  Midti- 
plicaior  und  zwar  in  der  Form 
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hekannt  ist, 

und  daraus  wiederum  nach  dem  in  dem  angeführten 
Absclinitte  bewiesenen  Satze, 

(lass,  wenn  man  für  ein  lineares  Diff'erentiaJgleicImng- 
system  n^""^  Klasse  n  —  1  IntegralfimcHonen  liennt,  dann  die 
letzte  Intcgralfunction  durch  Quadraturen  gefunden  iverden  Icann. 

Endlich  ist  aber  auch  früher  gezeigt  worden,  dass  die 
siugulären  Integralfunctionen  die  Multiplicatoren  des  Systemes 
unendlich  gross  macheu,  und  es  folgt  somit,  da  die  rechte 
Seite  von  (33)  nicht  für  beliebige  Werthe  des  x  unendlich 
werden  kann, 

dass  lineare  Differentialgleielmngsysteme  singulare  Integrale 
üherlianpt  nicht  besitzen  hönnen, 

wie  sieh  schon  aus  der  früheren ,  unmittelbar  an  die 
Jacohi-Weierstrass' sehe  Normalform  der  Differentialgleichung- 
systeme geknüpften  Betrachtung  ergiebt,  da  die  Function 
G(x,  iji,  y.2,  •  •  •  yn,  t)  im  Falle  der  linearen  Differeutial- 
gleichungsysteme  nur  von  x  und  t  abhängig  ist. 

7.  Wir  können  nun  die  Untersuchung  der  linearen 
Differentialgleichungen  dadurch  vereinfachen,  dass  wir  zeigen, 
dass  die  Aufsuchung  der  Integralsysteme  nicht  homogener 
linearer  Ditferentialgleichungsysteme  (1)  stets  auf  die  Er- 
mittlung derjenigen  für  das  adjungirte  homogene  lineare 
Differentialgleichungsystem  zurückgeführt  werden  kann.  Sei 
nämlich 

Vi ,  Vi ,  ■■  ■  Vn 
ein  particulares  Integralsystem    des    adjungirten    Difterential- 
gleichuugsystems  (3),  so  werden  die  Substitutionen 

(34)  ?/,    =   Vl^i  ,    Ih  =  V^^-  y    ■   ■   ■  yn   =   Vn-'. 

die  Differentialgleichungen  (1)  in 


1  1  ^ 
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oder  mit  Berücksichtigung   der   für  rj^,  rj.^,  ...  rjn   geltenden 
Differentialgleichungen  (3^  in 


'dz^ 


(35) 


X  1,1  Jji 


+  Au  ~  izn  —  ^'i)  +  Au  +  i  -- 


+   Ann-l  — —  (-^n— 1 ^«)   +  ^«u  +  1  — 

^n  In 

überführen  und  somit,  wenn  die  erste  dieser  Gleichungen  ein- 
zeln von  den  n — 1  folgenden  abgezogen, 

gesetzt,  und  berücksichtigt  wird,  dass 


—  2     =  U 


;.-i 


ist,  das  nachfolgende  lineareDifferentialgleichungsystem  liefern; 


(37) 


dx 


d  u.y 
dx 


=  Ä,i  ?^i    +   B.,.,  «,.   +   •••   +   B-2„-lUn-i    +  £2,1 


du. 


dx 


=  Bn  —  n  Hi-{-B„  — 1-2  11.2 -i h  B,t—in-lHH-l-\-  Bn-in, 


also  ein  Differentialgleichungsystem  n  —  l*"Klasse,  in  welchem, 
wie  unmittelbar  zu  sehen,  die  Bin,  B<in,  ••■  B„  —  in  homogene 
lineare  Functionen  der  Grössen  ^i„_(_i,  ^2«  +  !;  •••  ^««  +  1  sind, 
also  Null  werden,  wenn  die  letzteren  Grössen  verschwinden, 
d.  h.  das  ursprüngliche  System  selbst  ein  homogenes  lineares 
war.     Wir  erhalten  somit  den  folgenden  Satz: 

Die  Kenntniss  eines  imrticulären  Integrahijstems  eines 
homogenen  linearen  DifferentiaJgleichungsystems  n**'  Klasse  er- 
möglicht soivohl  die  Zuriicicfiihrung  dieses  auf  ein  homogenes 
lineares  System  n  —  1*^''  Klasse,  als  aueh  die  ZurücJcfUhrnng 
derjenigen  nicJtt  homogenen  linearen  Diffcrcntiahilrichungsystemc 
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auf  solche  von  einer  um  eine  Einheit  niedrigeren  Klasse,  von 
tvelchen  das  erstere  System  das  adjungirte  ist. 

Man  sieht  zugleich,  dass,  ivenn  man  ein  Integralsystem 
von  (37)  gefunden  hat,  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (35), 
die  in  die  Form  gebracht  werden  kann 

und  den  entsprechenden  folgenden  Gleichungen  z^,  z^,  ...Zn, 
also  nach  den  Gleichungen  (34)  auch  y^,  y.,,  ...  yn  durch 
Quadraturen  hergeleitet  iverden  hönnen. 

Aber  dieser  Satz  lässt  sich  noch  verallgemeinern;  seien 
nämlich  zwei  particuläre  Integralsysteme  von  (3)  bekannt, 
so  kann  man  zunächst  vermöge  eines  derselben  das  System  (1) 
sowie  das  System  (3),  wie  eben  gezeigt  worden,  auf  zwei 
andere  lineare  Differentialgleichuugsysteme  n  —  1'"'  Klasse 
reduciren,  und  man  sieht  unmittelbar,  dass  diese  beiden  Systeme 
sich  nur  durch  die  von  den  abhängigen  Variabein  freien  Glieder 
von  einander  unterscheiden,  also  wieder  zu  einander  adjun- 
girt  die  Form  (37)  und  die  dazugehörige 


(39) 


dx 

du^ 
dx 


=  i)\,l  «1   +    JS22  «2  H +   ^2n-l  Un-l 


-Zf;r    =  -^«-11  »i  +  -B«-12  «2  H h  ^n-l  n-1  Un-l 


n 

dx 

haben  werden. 

Sei  nun  das  zweite  gegebene  particuläre  Integralsystem 
von  (3) 

ni,  V2^  ••  •  nn, 
so  werden  den  Gleichungen  (34)  gemäss  die  aus 

(40)  rii  =Vi^i,  n-j  =  V2  ti,  ••■  nn  =  nn  U 

sich  ergebenden  Werthe  von  £;, ,  t,.,,  ...  ^„  ein  particuläres 
Integralsystem  des  adjungirten  Systemes  von  (35)  liefern,  und 
es  wird  sonach  mit  Hülfe  der  Substitutionen  (36)   ein  parti- 
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culäres  Integralsystem  der  Diflereiitialgleichungsystems  «  —  l''^'" 
Klasse  (39)  bekannt  sein.  Kennt  man  aber  ein  solches,  so 
kann  man  nach  dem  obigen  Satze  die  Anzahl  der  Differential- 
gleichungen der  Systeme  (37)  und  (39)  wiederum  um  eine 
Einheit  erniedrigen,  u.  s.  w.,  so  dass  sich  hieraus  der  folgende 
Satz  ergiebt: 

Kennt  man  von  einem  liomogenen  linearen  Differentidl- 
gleichungsysteme  «**"^  Klasse  m  particuläre  Integralsysteme,  so 
kann  man  mit  Hülfe  derselben  dieses  Biß'erentialgleiclmmjsystem 
soivie  jedes  andere  nicht  homogene  lineare ,  von  welchem  das 
erstere  das  adjiingirte  ist,  in  ein  anderes  lineares  Differential- 
gleichimgsystem n — m^^^  Klasse  über  führen,  und  zugleich  erhält 
man  zu  jedem  Integralsystem  des  transformirten  Differential- 
gleichungsystems ein  Integralsystem  des  ursprünglichen  durch 
Quadraturen. 

Da  nach  diesem  Satze  die  Kenntniss  von  n  simultanen 
Fundamentalsystemen  des  adjungirteu  Systemes  die  Integration 
des  nicht  homogenen  linearen  Differentialgleichungsystems  auf 
Quadraturen  zurückzuführen  gestattet,  so  ergiebt  sich  der  Satz, 

dass  die  Integration  eines  nicht  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungsystems stets  auf  die  Integration  des  adjungirten 
Systems  und  auf  Quadraturen  zurückführbar  ist. 

8.  Wir  wollen  jedoch  eben  diesen  Satz  noch  in  anderer 
Weise  durchführen,  um  bei  dieser  Gelegenheit  eine  für  die 
Behandlung  von  Integrationsproblemen  von  Differentialgleich- 
ungen wichtige  Methode  auseinanderzusetzen,  die  unter  dem 
Namen  der   Variation  der  Constanteti  bekannt  ist. 

Seien 

Vn     ni2     ■  •  •  ^1« 

n  simultane  Fundamentalsysteme  von  Integralen  des  Difie- 
reutialgleichungsystemes  (3),  so  dass  dessen  allgemeines  In- 
tegralsystem in  der  Form  darstellbar  ist 

(41) 
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worin  q,  c.^,  .  .  .  c„  willkürliche  Constanten  bedeuten,  so  wird 
behauptet, 

dass  man  die  Grössen  c^,  e.^,  .  .  .  Cn  durch  Quadraturen  so 
als  Functionen  von  x  hestimmcn  Itann,  dass  dieselben  Formen 
(41)  mit  Beibehaltung  der  Werthe  von  rji^,  .  . .  rjnn  die  allgemeinen 
IntegralausdrücJce  eines  jeden  nicht  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichungsystemes  (1)  sind,  von  welchem  (3)  das  adjun- 
girte  ist. 

Bildet  man  nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  c, , 
.  .  .  Cn  zu  bestimmende  Functionen  von  x  sind,  aus  (41)  die 
Beziehungen 


(42)    { 


dVx 


dri,. 


(fx~~^'    dx   +^2    ,7;'  + 


dx 


,  '^nl      ,  d(\ 

"T"   ^«      dx     "*"   ^>1    dx 

,  de.    ,  ,  ^c„ 


dx  ~  ^1  dx  '^  ^2  ,1^  -r       t-  c«  ^^.  -f-nin  ^^ 

,  de.     ,  ,  (^^n 


dx 


so  gehen   dieselben,  wenn   die   Functionen  c^  Co,  ...  c„  den 
folgenden  Bedingungen  gemäss  bestimmt  werden, 

c«  C 1      I  et  C4      II  "  ,4 

Vn  -äx  +  ^^^  dl^  +  ■  •  •  +  '^"^  ^  =  ^1"  +  ^ 


(43) 


rfc,    ,  de.,    .  ,  '^'^«  . 

'/'^>  cZ^  +  ''^-^^  I^  +  •  •  •  +  ^^'2  d^r  =  ^2"+ ' 


in  die  Gleichungen 


(44) 


-li  =c  ^^'''-'  -^c  '-" 


dy„  (h].„  </?i.i..  ^V..., 

,  dx  ='^    dx-^  '-^   dx    +  •  •  •  +  '''   dir  +  '■^"■'  +  ' 
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über;  berücksichtigt  man  aber,  dass  die  r]„;i  particuläre  Inte- 
gralsysteme von  (3)  sind,  so  nimmt  z.  B.  die  erste  Gleichung 
die  Form  an 

Ä  ^  ^'i  ^^11  ^''1  +  ^»-'  *?'•-'  "^ ^^^"  ^1") 

+  ^2  (^11  V2I  +   ^12  ^22  H h   ^In  V2n)  H 

oder  vermöge  (41) 

^  =  ^11  ?/i  +  ^12  !/2  H +  -^Un  Va  4-  ^l„  +  l  , 

und  ähnlich  die  anderen  Gleichungen, 

so  dass  die  in  (41)  aufgestellten  Integralformen ,  in  ivelchen 
Ci,  .  .  .  Cn  so  als  Functionen  von  x  zu  bestimmen  sind,  dass  sie 
den  Gleichungen  (43)  genügen,  zugleich  Integralsysteme  der 
Difl'erentialgleichungen  (1)  liefern. 

Endlich  ist  einerseits  leicht  zu  sehen,  dass  sich  aus  den 

Gleichungen  (43),  in  denen  die  t]  und  Ä  bekannte  Functionen 

de  ^^n 

von  X  sind,   die   Grössen  -3-^,  •  •  • -r-   als   Lösungen   linearer 
'  dx '  dx  =• 

Gleichungen  in  der  Form  bestimmen 

(45)        ^=F,(.),     ^|  =  f',(x),...^  =  F„W, 

und  zwar  in  eindeutiger  Weise,  da  die  Determinante 

nn   n-n   -  '  •  V"i  j 

Ylj.y    rj.,.2    .    .    .    7] „2 


der  Voraussetzung  simultaner  Fundamentalsysteme  wegen  nicht 
für  X  =  x^y,  also  gewiss  nicht  für  jedes  x  verschwinden  kann, 
und  dass  sich  somit  c^,  c^,  ...  c„  durch  Quadraturen  in  der 
Form  ergeben 

(46)    c,  =^J  F,  (x)  dx  +  Je,,  c,  =  I  F,{x)  dx  +  k, ,  •  •  • 

Cn  =  I  F„{x)  dx  -(-  A-„; 
andererseits  folgt,  dass  die  vermöge  (41)  iu  der  Form 


(47) 
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Vi  =  Vnj  Fl  {x)dx  +  ?^^ij  F^{x)dx  -\ 

+  riaj  Fn{x)dx  +  li^riii  +  /r^??,!  -| +  /c  ??„i 

2/2  =  Vi^j  -^1  {^)(^^  +  »?22j  -^2  (aj)^a;  H 

+  n'i'ij  Fn(x)dx  +  ^-iT/ia  +  k^rj.20  +  •  •     -f-  JC„1]„2 

Vn  =  n^nj  Fi{x)dx  +  rj^,„l  F.^(x)dx  +  •  •  • 

+  rjun  I  Fn{x)dx  +  h■^^rlxn  +  ^'■2»?-'«  +  •  •  •  +  /■«»?«« 

darstellbaren  Integrale  des  Differentialgleichungsystemes  (1) 
vermöge  der  n  willkürliclien  Constanten  \j  k^,  .  .  .k„  die 
allgemeinen  Integralsysteme  darstellen. 

Es  sind  somit  die  Fragen  der  Integration  linearer  DifFe- 
rentialgleichm]gsysteme  überhaupt  zurückgeführt  auf  die  ana- 
logen Fragen  für  liomogene  lineare  Systeme. 

9,  Wir  wollen  nun  die  eben  erwiesenen  Sätze  auf  die 
speciellen  Differentialgleichungsysteme  übertragen,  welche  einer 
linearen  Differentialgleichung  höherer  Ordnung  von  der  Form 

in  welcher  A^,  A^,  ...  -4„^i  Functionen  von  x  bedeuten, 
äquivalent  sind.     Da  dieses  System,  wenn 

(49)       y  =  y,,   ^x^^^'   ^x- =  ^3'  '  '  •  ^^^  =  2/» 
gesetzt  wird,  in 

dx  "2 

dy^       

dx  "^3 


(50) 


dx  ~y" 

dy^ 
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übergeht,  so  wird,  wenn  die  Differentialgleichung 

(?2e  ^iw  (48)  adjungirte  genannt  wird,  aus  dem  Vorher- 
gehenden sich  ergeben, 

dass  die  Kenntniss  von  m  particuUircn  Integralen  der 
\  Differentialgleichung  (51)  die  Reduction  de^'  Differentialglei- 
chung (48)  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  n  —  w^**'■ 
Ordnung  gestattet. 

Setzt  man,  wenn  y^  ein  particuläres  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung (51)  bedeutet,  der  Substitution  (34)  gemäss, 
worin  y^  durch  y,  rj^  durch  ?/,   zu  ersetzen  ist, 

so  wird  sich,  weil 

dy   ^dy.^,        dl 
dx  dx        "^  ^^  dx 


>3) 


d-y  ^  d^/i   ^    I    2  -^  '^  4-  «    ^ 
dx*         dx'^   "^    '  dx    dx    '^  "^^  dx* 


dx""  ~  dx''  ^  "^     1    dx^-'    dx'^       1.2       ax^-^i    dx*  "T  "1"  ^'  dx'' 

ist,  durch  Einsetzen  in  (48)  oder  (51)  mit  Berücksichtigung 
der  identischen  Gleichung 

die  lineare  Differentialgleichung 

(54)  f^^  +  7>\  f7l^  +  •  .  .  +  />•„_.  ^^  =  ^„+,  oder  =  0 
dx  dx  "•'^ 

ergeben,  welche,  wenn 

(55)  j-  =  u    oder    --  =  /  ^(dx 
gesetzt  wird,  in 

K  0011  igsbe  rger,   liehrbucli.  9 
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(56)  ^-  +  B,  f  ;4j  +  •  •  •  +  B„.,n  =  ^„+,  oder  =  0 
dx  dx 

übergeht,  so  dass  durch  Zusammensetzung  von  (52)  und  (55) 
die  Snbstitution 

(57)  y  =  ylu(IX 

die  Differentialgleichungen  (48)  imd  (51)  in  andere  gleichartige 
venvandelt,  deren  Ordnung  um  eine  Einheit  Meiner  ist. 
Ist  ein  Integral  u^  der  Differentialgleichung 

jn — 1  -in — 2 

(58)  '1 ^  +  B,  ~ — ^  +  •  •  •  +  Bn-,u  =  0 

^     ^  dx""-"-  ^     '  dx""-^  ^        -r     «    1 

bekannt,  so  folgt  daraus  einerseits,  dass 

(59)  Vi^yijuidx 

ein  particuläres  Integral  der  DiflFerentialgleichung  (51)  ist, 
andererseits  dass  wiederum  die  Substitution 

(60)  u  =  u^  I  vdx 

die  Differentialgleichung  (58)  auf  eine  gleichartige  n  —  2**'' 
Ordnung 

(61)         "^ — \  +  c;  - — l  +  — h  Cn-^^v  =  0 

reducirt;  die  Kenntniss  eines  particulären  Integrales  tJj  dieser 
Differentialgleichung  liefert  einerseits  wieder  durch  die  Sub- 
stitution 

=  V,  I  wdx 


(62)  V  =  Vi  I  W( 


eine  weitere  Reduction  der  Ordnung  der  Differentialgleichung, 
andererseits  für  die  Differentialgleichung  (58)  ein  /weites 
particuläres  Integral 

(63)  Uo  =  ^'i  /  Vj  dx, 

und  für  dio  ursprüngliche  Differentialgleichung  (51)  ein  drittes 
particuläres  Integral   in  der  Form 

(64 j  ya  =  Vi  I (f-'T'^h  h\(^^', 
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iihnlicli  orgiebt  sich  ein  viertes  particuläres  Integral  von  (51) 

(G5)  2/4  =  ^1  /  '^^  ^'1  /  (^^  ^1  /  *^'i  dx 

u.  s.  w.,  so  dass  also  ein  System  von  particulüren  Integralen 
der  üifterentialgleicliung  (51)  in  den  Formen 

(a)  ?/i,yi  jn^dx,  y,  I  (Ix  ^y  h\dx,  ?/,  /r/,r?<,  /  dxv^  jw^dx,  ... 

dargestellt  werden  kann. 

Wir  behaupten  nun,  dass  n  auf  diese  Weise  hergeleitete 
Integrale  ein  Fundamentalsystem  der  Differentialgleielmng  (51) 
hUden. 

Da  nämlich  nach  der  in  diesem  Abschnitte  gegebenen 
Definition  eines  Fundamentalsystems  von  Integralen  einer 
linearen  homogenen  Differentialgleichung  den  Gleichungen  (13) 
gemäss  nur  nachgewiesen  zu  werden  braucht,  dass  zwischen 
solchen  n  particulüren  Integralen  keine  homogene  lineare 
Relation  mit  constanteu  Coefficienten  bestehen  kann,  so  nehme 
man  an,  es  bestünde  eine  solche  Relation,  z.  B.  von  der  Form 

(66)     c,,,  +  .,,,j;,<;.+03,,/rf.«,j;v;. 

dann  ergiebt  sich  durch  successive  Differentiation,  nachdem 
zuerst  durch  ?/,  ,  sodann  durch  ?<, ,  dann  durch  ?', ,  u.  s.  w. 
dividirt  worden,  der  Reihe  nach 

(G7)         c^Wi  4"  ^;5"i  /  *'i^'^  +  c.i«,  1  dx  ?',  /  n\dx  =  0 

(68)  c.^v^  -\-  Qt'j  /  u\  dx  =  0 

(69)  r,^r,=0, 

wonach  c^,  also  nach  (08)  auch  c.^,  ebenso  e.j  und  e^  ver- 
schwinden müssten,  was  mit  der  Annahme  ((')(>)  nicht  ver- 
träglich ist. 

Wir  fügen  noch  hin/u,  dass  die  Determinantf  des  at(f 
diese    Weise  gebildeten  Fundameutalsystems 

9* 
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(70) 


D 


Vi 

Vi 

Vx"  • 

.  2/l"-^> 

Wl 

< 

n 
«1        . 

.  «.("-!) 

^1 

K 

tt 

.    «;(«-!) 

^1 

K 

h"  • 

.    .   f^-^^ 

sich  in  eine  sehr  einfache  Form  bringen  lässt.     Da  nämlich, 
wie  aus  (53)  unmittelbar  zu  ersehen, 


(71) 


^i 


2/i     dx 


+  ^ 


ist,  und  nach  Gleichung  (18) 

(72)  D  =  ce-^^"'", 

also  die  analoge  Determinante  für  die  Differentialgleichung  (58) 

(73)  D,  =  c,e-f''""' 
ist,  so  folgt  aus  (71),  (72),  (73) 


(74) 


A  =  ^y.-".^; 


bezeichnen  Dg   ^^^^   ^2    ^^^^   analogen   Grössen    für    die   Diffe- 
rentialgleichung (61),  so  folgt 


(75) 


A  =  ?  t*x-(»-^>  A  =  7  2/x-"«i-'"-^'^, 


u,  s.  w.;    beachtet    man    endlich,    dass    die    letzte    homogene 
lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  lautet 


(70) 


^+^^^^  =  0^ 


und  die  dazugehörige  Determinante  das   particuläre  Integral 
ti  selbst  ist,  so  folgt 

oder  für  die  Determinante  (70)  des  angegebenen  Fnndamenful- 

systems 

(77)  D  =  ky^"  «,"-'  Vi"-'^  iv^"-^ 

worin  Je  eine  Constante  hedeutet. 


V, 
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II.    [feber  die  symmetrischen  Functioueii  simultriiier  Fniula- 
meiitals}  steme  von  Integraleu  linearer  Dillereutialgleichangen. 

1.    Um   zunächst   die  Beziehungen   zwischen  den  Coeffi- 
cienten  eines  homogenen  linearen  Difl'erentialgleichungsystems 


(1) 


^   =   ^ll2/i+    ^12*/2    + 


dy-z 

dx 


^2l!/l  +   AiVi   H h   A^^'iVn 


^Vn 


zu  einem  simultanen  Fundamentalsysteme  von  Integralen 
{Vii  yi2  ■  •  •  2/1« 

/2'\  y-ii  ^22  •  •  •  y-in 


ynX  yn2   ■   '  ■  y,ui 

festzustellen,   wollen  wir  in    die  A**^  Differentialgleichung  des 
Systems  (1) 
(3)  y)  =  A,^ y^-{.  A.^y.,-^ h  ^,„ y„ 

der  Reihe  nach  die  n  Fundamentalsysteme  von  Integralen  (2) 
einsetzen,  so  dass 

y'n  =  Äxiy^i  +  Ax2yv2  + h  ^;.««/i« 


yy,a  ==  Axiy„i  +  Ai2yn->  H +  ^-i«!/«« 

wird,  dann  folgen  für  die  Coefficienten  die  Ausdrücke 


(5)  A,,  = 


welche  somit  für  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung 
u**^"^  Ordnunir 


yii  2/i2  • 

•  yifi-1  ya  yu,+i  ■ 

•  ym 

2/11  2/12  • 

• .  yin 

2/21 2/22  • 

.  y.,f,-i  y^x  y2,u+i . 

•2/2« 

2/21   2/22  • 

• .  2/2-. 

yniyn2- 

•  ynfi-i  y'n).  y>ifi+i  • 

.  .  ynn 

2/«l  yn2  . 

.  ■2/n« 
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^   ^  dx"  ^      ^Ix"-^    '  f'^'    '         -^  ' 

da 

ist,  in 


(7)  ^.  =  (-1)'- 


2/2  y2-  •  •  2/2^ 


(?j— 7  — 1)  ^y  («— r+l)  ^  _     .«  (n) 
(«— ;•— 1)  „.  (n—r+l)  „,  («) 


2/2 


y> 


yny,:.-.y^-'-'^  y\:-'-^'^ 


in-l) 


2/1  ^1    •  •  •  2/1 

^2  2/2'-  •  •  yJ"''^ 


fnyn...y\: 


in-i) 


über  gellt. 

2,     Wir  wollen  eine  symmetrische  Function  der  Elemente 
eines  simultanen  Fundamentalsystcms  von  Integralen 

\yn  2/12  •  •  •  ym 

(8) 


yn\  yn2  ■  ■  ■  y,m 

jede  rationale  Function  aller  dieser  Grössen  und  deren  Ab- 
leitungen nennen^  ivelche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass,  wenn  man 
das  Fundamentalsystem  (8)  durch  ein  anderes  Fundamental- 
system 

^1,     ^12    •    •     •    '*!'» 


*rtl    "'n'i    •    •     •    <^iin 

ersetzt,  diese  Function  bis  auf  einen  constanten  Factor  un- 
verändert bleibt. 

Es  ist  aus  der  Herleituug  der  Beziehung  (5)  ersichtlich, 
dass  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  dieselbe  bleiben  muss, 
wenn  statt  des  Systemes  (2)  ein  anderes  Fundamentalsysteni 
gewählt   würde,   dass  somit 

die  Coefficienten  des  Diß'crentialgleichungsystems  (1)  sym- 
metrische Functionen  der  Elemente  eines  simultanen  Fundamen- 
talsystcms von  hdcgralen  sind. 

Betrachten  wir  —  was  bekanntlich  ohne  Einschränkung 
geschehen  darf  —  nur  ganze  symmetrische  Functionen,  so 
darf  oÖ'enbar  für  dieselben  angenommen  werden,  dass  sich 
die  Ableitunsren  sämmtlichcr  Grössen 


.'/!«,    ^2, 


Vn,. 
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1.% 


bis  zu  derselben  pj*""^  Ordnung  erheben,  da  der  Detinition 
der  symmetrisclien  Functionen  gemäss  eine  Vertauscliung 
zweier  llorizontalreihen  von  (8)  ein  der  Ordnung  nach  anderes 
simultanes  Fundamentalsystem  von  Integralen  liefert,  aber 
der  Werth  der  Function  sich  nur  um  eine  multiplicatorische 
Constante  ändern  soll,  und  wir  dürfen  somit  die  ganze  sym- 
metrische Function  kurz  mit 

bezeichnen. 

Da  das  System  (i))  ebenfalls  ein   simultanes  Fuudameu- 
talsystem  sein  sollte,  so  muss  nach  1. 

yol   ^^^  Cfjl^H    ~r    ^o:i  ^21    "T~    '   '   ■   "T    C(>n^n\ 

(10)  ^"'  ^  ^'-"  ^'''  "*"  ^'^"  ^''  "^ ^  ^^'"  ^"^ 


•  yo„  —  c,,i  Zin  -f"  ^(,'2  ^2«  ~r  ■  "  •  ~r  ^V"  '^'"' 
seiü,  worin  die  Determinante 


(11) 


D  = 


^21    ^22 


C2n 


Cnl     (^»2    •    •    •    Cttn 


von   Null    verschieden    ist,    und   es    wird    der   Definition   der 
symmetrischen  Functionen  zufolge  die  Beziehung 


^l^^  V's^ 


(12)  F{y,^, 


"')2      ' 
/)2     ' 


•  y^" 


i^iin  7 


bestehen  müssen,  worin  //  eine  Constante  ist,  welche  von 
6'j,,  .  .  .  Cnn  abhängt.  Wäre  es  nun  möglich,  die  Grössen 
Cji ,  ...  c,„i  derart  zu  bestimmen,  dass  H  =  0  wird,  so  würde 
auch  die  linke  Seite  von  (12),  also  die  vorgelegte  Function 
gegen  die  Annahme  verschwinden,  es  dürfen  daher  die  \Verthe- 
Systeme  der  c,  welche  der  Gleichung 

(13)  //  =  () 

aenütien,   nicht   mit   der   Bedinn-unii   iu  Einklan«;   zu   brinijeu 
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sein,  dass  das  System  (0)  ebenfalls  ein  simultanes  Funda- 
mentalsystem ist,  d.  h.  sie  müssen  die  Determinante  I>  (U) 
zu  Null  machen,  und  andere  Werthesysteme  der  c,  welche 
der  Gleichung  (13)  genügen,  dürften  nicht  existiren;  daraus 
folgt  aber,  dass 

(14)  H  =  1-  D'« 

ist,  worin  m  eine  ganze  positive  Zahl,  und  k  eine  von  den 
6'ii,  .  .  .  Cnn  unabhängige  Constante  bedeutet.     Da  aber  für 

^H  ==  2/ll  7    •^12  ^^  Vvi  }    •  •  '  ^nn  ==  Viin 

H  =  1,  ausserdem  wegen 

auch  D  =  1  wird,  so  folgt,  dass  die  von  den  c  unabhängige 
Constante  Ic  den  Werth   1   hat,  und  somit  nach  (14) 

(15)  H  =  D'" 
wird,  und  die  Gleichung  (12)  in 

(16)  F(;>j,, ,  ... y'f  ,y,2,... y]^' ,  ■■■  v.n ,  ■■■  y^"') 
=  D"'F(V,  ...z<^\  ^,2,  ...^.  ...%o  •••^:') 

übergeht. 

Zunächst   ist   Mar,   dass   die    Function  F  eine   homogene 
Function  wi*"'  Grades  in  Bemy  auf  die  Elemente 

yoi ,  2/t-2 ,  • . .  y(>n 

und  deren  Ableitungen  sein  muss;  denn  setzt  man  in  (10)  für 
dieses  bestimmte  q 

(17)  C^^  =  ?.,       Coa  =  1  ,       C^ff  =  0 ,       Cto=0, 

so  geht  die  Determinante  (11)  in 

(18)  D  =  k 

über,  während  (16)  die  Beziehung  liefert 

(19)  F(A  V, . .  •  A^^';'>,  A  V, .  •  •  A4r>, . . .  /l  V .  •  •  •  ^4»"') 

=A-F(v,  ..-^^^^  V,  •••^Jl^^  •••V.  •••4n"^)' 

worin  diejenigen  z,  deren  erster  Iudex  von  q  verschieden  ist, 
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rechts  und  links  die  Einheit  zum  Factor  haben,  es  ist  somit 
die  Ilomogeneität  nachgewiesen. 

Sind  nun  i^ulhj  -  •  •  Pn  entweder  alle  oder  zum  Theil 
gleich  oder  grösser  als  die  Einheit,  so  kann  man  aus  dem 
Differeutialgleichungsystem  (1)  die  ersten,  und  daraus  wieder 
die  höheren  Ableitungen  als  homogene  lineare  Functionen 
der  Integrale  selbst  ausdrücken  mit  Coeflicieuten,  welche 
ganze  Functionen  der  Aa-i  und  deren  Ableitungen  sind,  und 
wenn  mau  diese  Ausdrücke  in  die  Function  (a)  einsetzt,  so 
wird  diese  in  eine  ganze  Function  der  Form 

{}>)  ^{yn,  yi2, '  ■ '  ym,  y->i,  2/22,  •  •  •  y^u,  . . .  y„i,  y„i, . .  •  ynn) 

übergehen,  in  ivelcher  ganze  positive  Potenzen  der  ^„^  und 
deren  Ableitungen  enthalten  sind,  und  die  nach  beJcannten  Deter- 
minanteneigenscliaften  für  lineare  Substitutionen  offenbar  meder 
eine  im  oben  angegebenen  Sinne  symmetrische  sein  ivird,  also 
der  Bedingung  genügen  ivird 

(20)         ^(^,1 ,  . . . yu ,  yn>  •■■  y^n ,  ... y,a ,  •  •  •  y,,,) 

=  D"'0(Zii,     ...Zu,    ^'21,     ■■■^2„,    ...^«1,    ...Znn). 

Es  könnten  hierbei  nun  zwei  Fälle  eintreten;  entweder 
kommen  in  (b)  von  dem  Integralsysteme  ?/,, ,  y^.2,  .  .  .  yin 
nicht  alle  Elemente  vor,  und  dann  dürfen  nach  der  oben 
gemachten  Bemerkung  auch  von  den  andern  Integralen  des 
Fundamentalsystems  die  entsprechenden  Elemente  nicht  vor- 
kommen, oder  es  sind  alle  Elemente  des  Fundameutalsystems 
in  (b)  enthalten.  Im  ersteren  Falle  wird  die  Gleichung  (20) 
die  Form  annehmen 

(-^l)  <i»{yn>yi2,--yin-,),y.,i,y^,.,,...y2u-ö,-..y,n.y,r>,...y„n-ö) 

==  U  '  Wi^Z^  ,  .  •  .  Zu,  Z21,    .  .  .  Z'iii,  .  .  .  Znl,  .  .  .  Znn)  5 

fixireu  wir  nun  irgend  einen  Werth  |  von  x,  und  setzen  für 
das  Integralsystem  (9)  im  Punkte  ^  die  bestimmten  aber 
willkürlichen  Werthe 

&ll   >      31'_'  >      •      •      •      fei'« 

»21  J    ^22  >    •    •     •     b2« 


(22) 


bnl  j     bn2  >    •     •     •     b»'i 
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fest,   so   kann   man   oöenbar  die  Wertlie   c^ ,  t',2 ,  ■  •  •  Ci„   so 
bestimmen,  dass  den  n  —  ö  Gleicliungeu  Genüge  geschieht: 

1^1,   ^u       +  ^^12  ^21       H h  O"  ^"1  =  0 

/23)  ^11  ^lii       +  ^12  ^22      H +   Cin  ln2  =  0 


während  man  die  übrigen  Caß  des  Systeme«  (11)  so  bestimmt, 
dass  D  von  Null  verschieden  ist.  Bezeichnet  man  nun  die 
dem  X  =  ^  entsprechenden  Werthe  des  Fundamentalsjstems 
(8)  mit 

Vn,  Vi>>  •  ■  •   »/!'« 
Vn,  Vi2>  ■  ■  ■  n^n 


(24) 


n»n. 


0 


SO  wird  nach  (23)  und  (10) 

nn  =  Vi2  =  •  •  •  =  r}i"-<i 
sein,   und  es  liefert  somit   die  Gleichung  (21)  vermöge  (10) 
die  Beziehung 

(25)  ^(0,  0,  .  .  .  0,  7^21  ,V2i)--  n^^n-ö  ,.-.*], n,  >/«2  ,  .  ■  ■  n„  n-ä) 

=  7>'"CP(en,   ...tu,   t-M,   .-.U,,   ..-U,   ...U). 

Da  aber  wegen  der  durch  die  Gleichung  (19)  aus- 
gesprochenen Homogeneität  die  linke  Seite  von  (25)  ver- 
schwindet, so  wird  es  aucji  die  rechte,  und  da  D  von  Null 
verschieden  war,  so  wird 

(26)  <P{tn>     ■   ■   ■   e.»,     ^21,     •   •  •   ^2«,     .   .   .   ^»,;     .   .   .   U)    =  0, 

und  somit,  da  die  Werthe  (22)  beliebige  zu  x  =  ^  zugeord- 
nete Anfangswerthe  der  Integrale  waren,  auch 

(P(^2^j,,    .   .   .   0l„j    Z.jif    .  .  .  02n,    •   •   •  ^)il)    ■   ■  ■  ^nii)   =^  0, 


und   nach  (21)  die    liir  diesen  Fall    vorgelegte  symmetrische 
Function 

^(!/l.  ,  !/l2,   •  •  •  Vin-<)  ,   y-n  ,  Z/22;  •  •  ■  U2n-d,  .  .  •  ^„1,   IJ .,: ,   ■  ■  .^/„«-j) 

identisch  verschwinden,  eine  solche  also  gar  nicht  cxistiren. 
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Wenn  jedoch  in  (b)  alle  lutegralelemente  der  simultanen 
Fundamentalsysteme  vorkommen,  so  wird,  wenn 


(27)    zi== 


ym 

y-^n 


ym  yn2 


ynn 


^,  = 


^1» 

^2« 


^nl    ^n2     •    •    •    ^n 


gesetzt  wird,  vermöge  der  Substitutionen  (10)  bekanntlich 

(28)  A  =  J)    A, 
sein,  und  wenn  somit 

(29)  0(y,i.  yi2.  •  •  •  yi;,»  y».  y^^.  •  •  •  2/2»»  •  •  •  Vm^  Vm^ 


J  nn) 


=  ^iyiu  2/127  •  •  ■  yi'o  ^217  ^227  •  ■  ■  y-ii,  ■  ■  ■  ym,  yn2,  ■  ■  ■  yn») 

gesetzt  wird,  sich  vermöge  der  Beziehungen  (20)  und  (28) 


Pnl,    yn2,    •   •  •     l/nn) 


(30)        5i(y„,  y^,,  ■'  ■  Ihn,  ■  •• 

^  ii(0jj,    ^j2,    •   •   •    Sin,    •  •   • 

ergeben. 

Nimmt  man  nun  wieder  zu  x  =^  ^  für  das  Fundamental- 
system (9)  das  ganz  willkürliche  numerische  System  (22)  an; 
(las  nur  der  Bedingung  unterliegen  soll,  dass  die  Determinante 

»11     »12     •     •     •     »1» 


S'il     b«2     ■    •     •    S«« 


von  Null  verschieden  ist,  so  wird  man  aus  (10)  die  Coustauteu 
der  Determinante  (11),  die  nur  von  Null  verschieden  sein 
sollte,  so  bestimmen  können,  dass  die  Elemente  des  Funda- 
meutalsystems  (8)  beliebig  vorgeschriebene  Werthe  annehmen, 
und  es  wird  somit,  während  die  rechte  Seite  von  (30)  den- 
selben Werth  behält,  indem  die  Werthe  von  ^„^  =  ^a,i  die- 
selben bleiben,  auch  die  linke  Seite  unverändert  bleiben 
müssen,  wiewohl  die  Argumente  beliebig  vorgeschriebene 
Werthe  annehmen.     Daraus    folgt   aber,    dass   die   durch   die 
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Gleichuug  (29)  defiiiirte  Function  Sl  von  den  Argumenten  uii- 
abliiingig  sein  muss,  und  dass  somit,  wenn  berücksichtigt 
wird,  dass  nach   1.  1.  (10)  dieses  Kapitels 

^31)  ^  =  C  6'^^^'"  +  -'--^  +  ■  •  •  +  ^'«'0  "^ 

ist, 

(32)  ^(//n, yi.ryx.,"-!/«i, !/«.,•••//««)  =  ii:-e"^'''+'"+--'  +  '''"^'' 

ist,  worin  K  von  ^j^ ,  •■■«/„„  unabhängig  und  nur  die  sonst 
in  0  vorkommenden  Grössen  enthält.  Fassen  wir  dieses  Re- 
sultat mit  dem  oben  für  den  Fall,  dass  auch  noch  die  Ab- 
leitungen der  Integralelemeute  in  die  symmetrische  Function 
eintraten,  erhaltenen  zusammen,  so  ergiebt  sich  der  folgende 
Satz : 

Jede  ganze  symmetrische  Function  der  Elemente  eines  simid- 
tanen  Fundamentcüsystems  von  Integralen  eines  linearen  homo- 
genen Di/fercntialgleichungsgstcms  (1)  und  deren  Ableitungen  ist 
gleich  einer  ganzen  Function  der  Coefficienten  der  Differential- 
gleichungen und  deren  Ableitungen  multiplicirt  mit  einer  positiven 
ganzzahligen  Potenz  von 

Für  eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  m*"  Ordnung 

(33)  -rj^  +  ^i  -r~T  +  Ä,     ~J^  ^...-^A„y  =  0 

a  X  d  X  a  x 

■wird  also  jede  ganze  symmetrische  Function  der  Elemente  eines 
Fundamentalsyslems  von  Integralen  und  deren  Ableitungen  gleich 
einer  ganzen  Function  der  Coefftcienten  der  Dilfcrentialgkicliung 
und  deren  Ableitungen  sein,  multiplicirt  mit  einer  positiven  ganz- 
zahligen Potenz  von 

-fA,  dx 
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III.  lieber  die  viell'achen  Lösungen  der  linearen  Differential- 
gleichun^en  beliebi/üjer  Ordnnn^. 

1.  Um  die  Analogie  der  linearen  homogenen  Differential- 
gleichungen 

mit  den  algebraischen  Gleichungen,  die  sich  bereits  in  der 
Reduction  der  Ordnung  derselben  vermöge  bekannter  Losungen 
und  in  der  Darstellung  der  symmetrischen  Functionen  durch 
die  Coefficienten  der  Gleichung  zeigte,  noch  deutlicher  her- 
vortreten zu  lassen,  sei  ?/j  ein  particuläres  Integral  der  Difi'e- 
rentialgleichung  (1),  und  es  werde  auf  diese  die  Substitution 
gemacht 

so  dass  mit  Hülfe  der  Gleichungen  I.  (53)  die  Differential- 
gleichung w**'''  Ordnung  in  s  resultirt 

(3)  («!/,<«-■)+  («-  1)  J,  !/,i-'i  +    ■  +  2  A..^,,,:  +  A,.^,,j,)^^ 

oder  wenn 

gesetzt  wird,  die  Differentialgleichung  n  —  V'^''  Ordnung 

^4)  («^/"-')  +  {n  -  1)  ^,y,(«-^)  +  •••  +  2An-,iu  +  ^„_.i/,)  u 

Diese  Differentialgleichung  würde,  wenn 
(5)  „y/"-')  +  (n_  l)^,,y/'.-2)  +  ...  +  2A_o7/;  +  Ä„_,y,  =0 
ist,  durch  die  Substitution 

/n\  du 

(^)  dx  =  ^ 

sogleich  in  eine  Differentialgleichung  n  —  2'"  Ordnung  über- 
gehen, und  wir  finden  somit, 
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fZff.s's,  zvcnn  ein  parfimdürrs  Integral  y^  der  DifferentiaJ- 
glfiichimg  (1)  zu  gleicher  Zeit  ein  Integral  der  Differential- 
gleichung 

ist,  die  Substitution 

(8)  g  =  Pi  I  dx  I  vdx 

die  gegebene  Differentialgleichung  n*^"  Ordnung  auf  eine  andere 
homogene  lineare  n  —  2*""^  Ordnung  redncirt. 

Da  in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  (1)  mit  (7) 
das  Integral  y^  gemeinsam  hat,  so  folgt  nach  der  oben  ge- 
gebenen Definition  von  der  Irrednctibilität  einer  Differential- 
gleichung, dass  die  obige  Annahme  nur  für  reduetible  lineare 
Differentialgleichungen  staffhaben  kann. 

Weil  die  Gleichung  (7)  aus  (1)  hervorgeht,  wenn  man 
die  Djfferentialquotienten  wie  Potenzen  differentiirt  und  die 
Coefficienten  A  als  Constanten  betrachtet,  so  werden  wir  in 
Analogie  zu  den  bekannten  Sätzen  in  der  Theorie  der  al- 
gebraischen Gleichungen  g^  eine  doppelte  Integrallösung  der 
Differentialgleichung  (1)  nennen^  tmnn  sie  zugleich  der  Diffe- 
rentialgleicliung  (7)  genügt. 

Wenn  aber  (1)  und  (7)  ein  gemeinsames  Integral  haben, 
so  wird  man  die  erste  dieser  Gleichungen  n  —  2  mal,  die 
zweite  n- — 1  mal  nach  einander  differentiiren  können,  und  er- 
hält auf  diese  Weise  2w — 1  in  den  2w — 1  Grössen 


(9) 


'"    dx  '     dx-  '  dx^"~^ 


homogene  lineare  Gleichungen,  deren  Coefficienten  ganz  und 
rational  aus  den  Grössen  yl,,  yl._,,  .  .  .  A„  und  deren  Ab- 
leitungen bis  zur  71 — 1*'"  Ordnung  hin  zusammengesetzt  sind, 
lind  durch  Elimination  der  Grössen  (0),  d.  h.  durcli  (Jloich- 
setzen  der  Determinante  jenes  honiogonou  linearen  (ihMchuug- 
systems  gleich  Null, 
eine  (ileichung 

(10)  7^X^.,  yl._,,.-yl„,  yl;,yl;,--..1;,,--.yl';'-^  ^(;-^•••^<;-^^^ 
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in  ivclclier  F  eine  gmizc  Function  der  eingescldosscncn  Grössen 
bedeutet,  als  notliivendiye  und  hinreichende  Bcdimjung  dafür, 
dass  die  gegebene  homogene  lineare  Differentialgleichung  eine 
doppelte  Lösung  hat. 

Die  Function  F  wird  die  Discriminante  der  Differential- 
gleichung genannt. 

2.  Wenn  nun  y^  eine  doppelte  Lösung  von  (1),  also  zu- 
\     gleich    eine   Lösung   von   (7)  ist,  so   sieht   man   unmittelbar, 
dass  auch 
(11)  y  =  x    y, 

eine  Lösung  der  Differentialgleichung  (1)  sein  wird,  da 
,lx  ^  dx   ^  ^i 


(12) 


dx"^ 


=  X 


dx'     '         dx 


d"y  d"y.     ,        d"-\ 

dx"  dx"     '         dx"-^ 


in  die  Differentialgleichung  (1)  eingesetzt  dieselbe  vermöge 
(1)  und  (7)  für  y  =  y^  befriedigt-,  aber  es  ist  auch  umgekehrt 
ersichtlich,  dass,  wenn  ^j  und  xy^  zwei  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung (1)  sind,  y^  ausser  (1)  auch  der  Differential- 
gleichung (7)  genügen,  also  eine  doppelte  Lösung  von  (1) 
sein  wird,  und  setzt  man  diese  Schlüsse  fort,  so  wird  man, 
wenn  wir  y^  eine  X- fache  Lösung  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung 

(13)  '^^  +  A,f4^^  +  Ä,f^^+..  +  A._,  f^  +  A.,j  =  0 

dx  dx  dx  ""^ 

nennen,  ivenn  dieselbe  die  particidären  Lösungen 

besitzt, 

zu  dem  folgenden  Satze  geführt: 

Jede  homogene  lineare  Differentialgleichung  (13),  urlcJie 
eine  vielfache  Lösung  y^  besitzt,  ist  eine  reductiblc,  und  zwar  ge- 
nügt die  k- fache  Lösung  y,  ausser  (13)  noch  zugleich  den 
A  —  1  Differentialgleichungen 
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n  ^^^  +  (n-  1)  ^/    ^  4-  . . .  -f  An-iy  =  0 


(14)  { 


n (n-l)  l  J^  +  {n- 1)  (n -2)  ^,  ^-|  +  •  •  •  +  2A„.,y  =  0 


V  +(A-1)(A~2)-..lA-;+i?/  =  0, 

fZ«e  ans  der  Gleichung 

(15)  ^"  +  A,  t-\  H h  A,,^,  ^  +  ^„  =  0 

f/wrc/i  snccessive  Diff^irentiation  nach  t  und  Substitution  von 

— ^  für  t' 
dx"- 

ahgeleitet  werden;  die  Suhstitution 

(16)  y  ==  Pi  I  dx  I  dx  ■  ■  •   I  ivdx , 

worin  A  mal  auf  der  rechten  Seite  inteyrirt  ivird,  führt  die  Diffe- 
rentialgleichung (13)  auf  eine  lineare  homogene  Differential- 
gleichung n  —  A*"  Ordnung 

,^„s.  d'^~  tv    ,    ^  d"'~^~^w    ,  ,    ^  d7v  ,    ^  f. 

('')  I^'  +-E,^_-ra  +--+-B,.-.-i  ,,  +  £.-.»  =  0 

mrücJv. 

Wir  werden  im  folgenden  Abschnitte  zeigen,  wie  man 
eine  lineare  Differentialgleichung  von  ihren  gleichen  Lösungen 
freimachen  kann. 


IV.  lieber  die  iiielirereii  linearen  Diirerential^leiehinift'en 
gemeinsamen  Inle^ralc. 

1.    Seien   zwei    lineare    Difl'erentialgleichuugen  7«^""   und 
n*"  Ordnung  gegeben 

ax  (Li  '*•*- 

und 
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(2)      ^0  j^.  +  (/.  ^  — 1  +  •  •  •  +  g.-i  ^i  +  (Z.  y  =  0 , 

worin  tu^n,  und  werde  angenommen,  dass  ein  Integral  y^^ 
den  beiden  Ditferentialgleichungen  geraeinsam  sei.  Dift'erentiirt 
man  die  identische  Gleichung 

;«  —  n  mal  nacheinander,  so  kann  man  aus  den  so  entstehenden 

Gleichungen  ,, 

d"yr       cr+'y,  d"Uj, 

dx'^  '     dx^'^^  '  dx'" 

linear  und  homogen  durch 

^^'    dx  '    dx"^  '  dx"~^ 

und  durch  die  Coefficienten  q^,  Qi,  q.2,  •  •  •  q„  sowie  deren  Ab- 
leitungen ausdrücken  und  in  die  ebenfalls  identische  Gleichung 

/IN  d"'y,    .        d"^~^yt    I  ,  dy.    ,  ^ 

^^^  ^'^  dJ"  +  ^^  ^^^  +  •  ■  ■  +  ^'"'-'  di  +  ^-  ^^  =  ^ 

einsetzen,  woraus  sich  eine  identische  Gleichung  von  der  Form 
ergiebt 

d.  h.  es  ist  y^  ein  Integral  der  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung n  —  1*®'  Ordnung 

Es  ist  klar,  dass  alle  den  Differentialgleichungen  (1) 
und  (2)  gemeinsamen  Integrale  auch  Integrale  von  (6),  also 
auch  gemeinsame  Integrale  von  (2)  uud  (G)  seiu  werden; 
wäre  nun 

>o  =  ^1  =  •  •  •  =  ^'«-2  =  Vn-i  =  0 , 
also  die  Differentialgleichung  (6)  identisch  gleich  Null,  so 
folgte  daraus  offenbar,  dass  alle  Integrale  der  Differential- 
gleichung (2)  auch  (1)  angehören,  weil  die  aus  jener  gebildeten 
höheren  Differentialquotienten  in  (1)  eingesetzt  eine  identische 
Gleichung  liefern  —  ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall,  so  ver- 
fahre mau  wiederum  mit  den  Differentialgleichungen  (2)  und 

Koeuigäburger,   Lulirbucb.  10 


/->  d"    ^y,     ,         d"    ^y.    ,  ,  dy.     ,  ^ 
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(6)  iu  der  angegebenen  Weise,   und  leite  daraus  eine  Diffe- 

rentialgleicliung 

/r7\  d"~-y    ,         d"~^y    ,  .  dy    .  „ 

her,  welche  aus  denselben  Gründen  alle  den  beiden  Differential- 
gleichungen (2)  und  (6)  gemeinsamen,  also  auch  alle  den 
Gleichungen  (1)  und  (2)  gemeinsamen  Integrale  selbst  zu  In- 
tegralen haben  wird.   Ist  diese  wiederum  identisch  dadurch,  dass 

Sq  =  S^   =  •  .  .  =  Sn—Z  =  Sn—2  =^  ^ 

ist,  so  gehören  alle  Integrale  von  (6)  auch  (2)  an,  und  da 
jede  gemeinsame  Lösung  von  (2)  und  (6),  wie  aus  der  Her- 
leitung ersichtlich,  auch  (1)  angehört,  so  würden  in  diesem 
Falle  alle  Integrale  von  (6)  auch  gemeinsame  Integrale  von 
(1)  und  (2)  sein-,  ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  verfahre 
man  ebenso  mit  den  Differentialgleichungen  (6)  und  (7)  u.  s.  w. 
Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  die  linken  Seiten  der  linearen 
homogenen  Differentialgleichungen  (1),  (2),  (G),  (7),  .  . .  mit 
F      F     F    ,     F    c, 

nennen  wir  ferner  -F„_i  den  Best  von  F,n  und  F„ ,  i^„_2  den 
Rest  von  Fn  und  Fn—i,  u.  s.  w.,  so  finden  wir,  dass,  wenn 
wir  auf  F^,,  und  Fn  die  Methode  der  Aufsuchung  der  succes- 
siven  Reste  anwenden,  wir  entweder  bis  zu  einer  Function  F^ 
gelangen  werden,  weil  ein  Integral  jedenfalls  F^  und  2%, 
gemeinsam  war,  also  Fq  identisch  Null  wird,  oder  dass 
schon  eine  frühere  Function  Fr  einen  Differentialausdruck 
liefert,  für  den  die  Fortsetzung  der  Operation  -F,— i  identisch 
Null  giebt;  zugleich  folgt  aus  der  obigen  Auseinander- 
setzung, dass  alle  Integrale  der  Differentialgleichung  Fr  =  0 
gemeinsame  Integrale  von  Fm  =  0  und  jP„  =  0  sind.  Aber 
die  gegebenen  beiden  Differentialgleichungen  können  auch 
keine  anderen  gemeinsamen  Integrale  haben  als  solche,  welche 
Fr  =  0  befriedigen,  wie  oben  gezeigt  worden,  und  es  folgt 
somit,  wenn  wir  die  oben  angewandte  Methode  der  Auf- 
suchung der  successiveu  Reste  der  entsprechenden  Operation 
bei  Potenzpolynomen  analog  die  Methode  der  Anfsuchuiiff  des 
(jrüssicn  (jemeinschaftliclien  Bifj'erentialthellcrs  nennen,  der  nach- 
stehende Satz: 
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Zur  Ermittlung  derjenigen  Integrale,  welche  zwei  homogenen 
linearen  Differeniialgleichungen  gemeinsam  sind,  verfahre  man 
mit  den  heiden  linken  Seiten  derselben  nach  der  Methode  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Biff'erentialtheilers;  der  dem  Reste  0 
vorausgehende  liest,  tvelcher  der  grösste  gemeinschaftliche  Diffe- 
rentialtheiler  genannt  werden  soll,  gleich  Null  gesetzt,  liefert 
diejenige  homogene  lineare  Differentialgleichung,  deren  Integrale 
sämmtlieh  und  allein  gemeinsame  Integrale  der  heiden  vor- 
gelegten Differentialgleichungen  sind;  dieser  grösste  gemeinschaft- 
liche Differentialtheiler  selbst  ist  rational  aus  den  Coefficienten 
der  beiden  Differentialgleichungen  und  deren  Ableitungen  zu- 
sammengesetzt. 

Mit  Hülfe  dieses  grössten  gemeinschaftlichen  Differen- 
tialtheilers  können  wir  aber  die  beiden  Differentialgleichungen 
(1)  und  (2)  ähnlich  umgestalten,  wie  man  zwei  Polynome 
von  ihrem  gemeinsamen  Theiler  befreit,  wenn  wir  noch  einen 
Hülfssatz  vorausgeschickt  haben  werden,  der  vielfache  An- 
wendung findet. 

2.    Seien  zwei  lineare  homogene  Differentialgleichungen 

und 

(«)       .^^  +  ^.|^  +  -  +  .-.2  +  ....  =  o 

gegeben,  worin  v  <.n  und  vorausgesetzt  wird,  dass  sümmt- 
liche  Integrale  von  (9)  auch  zugleich  Integrale  von  (8)  sind; 
bildet  mau  eine  Differentialgleichung  der  Form 

(10)         -~_,7  i-i  +  Qi ,  .,_•;  H +  q.y) 

dx  \dx  dx  / 

\ax  dx  / 

lü* 
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worin  P^,  P^,  ...  P„_v_i ,  Pn—v  noch  zu  bestimmende  Func- 
tionen von  X  bedeuten,  so  ist  zunächst  klar,  dass  sie  eine 
homogene  lineare  Differentialgleichung  n*^"  Ordnung  darstellt, 
welche  die  v  Fundamentalintegrale  y^ ,  y^,  ...  yr  der  Diffe- 
rentialgleichung (9),  die  zu  gleicher  Zeit  auch  (8)  befriedigten, 
selbst  zu  Integralen  hat.  Seien  nun  die  n  —  v  übrigen 
Integrale  der  Differentialgleichung  (8),  Avelche  mit  y^^,  y^, 
.  . .  yv  zusammengenommen  ein  Fundamentalsystem  dieser 
Gleichung  bilden,  ?/r+i ,  yr+2 ,  •  •  •  yn,  so  wird  man  die  n  —  v 

Functionen 

P      P  P 

SO  bestimmen  können,  dass  die  Differentialgleichung  m*"'  Ord- 
nung (10)  auch  noch  die  Integrale  y,.^i ,  ?/,.-)-2 ,  ■  •  ■  yn  besitzt, 
indem  man  diese  Integrale  nur  einzusetzen  braucht  und  so- 
mit n  —  V  in  den  P- Grössen  lineare  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung derselben  erhält*),  so  dass  nunmehr  die  Differential- 
gleichung  (10)   dasselbe   Fundamentalsystem   von   Integralen 

*)  Dass  die  P-Grö8sen  durch  diese  linearen  Gleichungen  eindeutig 
bestimmt  sind,  ersieht  man  leicht  daraus,  dass  im  entgegengesetzten 
Falle,  wenn 

gesetzt  wird,  die  Determinante 


c)  -3^"  +  «.  ~:s3^'  + •■•  +  «.;'.+«=  ^'.+. 


^  r+1        ^  i'+l    •     •  ^  r+1 

V  V  -iT(n— !■— 1) 

^  r+a        -^  r+2   •  •  •  -^  r-i-2 


Y'         . .  y("~'"~^' 


=  0 


sein  müsste,  und  hieraus  wieder  nach  den  Sätzen  über  die  fundamentaleu 
Integralsysteme  linearer  Differentialgleichungen  die  Existenz  einer  Re- 
lation von  der  J^rm 

(y)  c,  r,,^,  +  c,  >;+,  -f  •  •  •  -f  c„_,,  y„  =  o 

sich  ergeben  würde,  in  welcher  c, ,  c^,  ■ . .  c^j_,,  Constanten  bedeuten. 
Setzt  man  aber 

so  folgte  aus  (a)  und  (y) 

dx  dx 

d.  h.  7]  wäre  ein  Integral  der  DiS"erentialgleichung  (9),  was  der  An- 
nahme nach  unmöglich  ist. 
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Vi,  Vi>  •••!/.,     2/.+1 ,  ■  ■■!/a 
besitzt,  wie  die  Difierentialgleichung  (8).    Du  aber,  wie  in  Ab- 
schnitt IL  dieses  Kapitels  gezeigt   worden,    die  Coefficienten 
einer    homogenen    linearen    Differentialgleichung    durch    ein 
Fundamentalsystem  von   Integralen    eindeutig  bestimmt  sind, 
so  muss  die  Ditt'erentialgleichung  (10)  mit  (8)  identisch  sein, 
also  kann  man  die  Coefficienten  1*^,  P.^,  ...  P„_,.  durch  Ver- 
gleichung  beider  als  ganze  Functionen  derg,  deren  Ableitungen 
und  der  |j  finden,  und  wir  erhalten  somit  den  folgenden  Satz: 
Wemi  eine  Ibieare  homogene  Differentialgleichung  t»*"  Ord- 
nung Fy  =  0  alle  Integrale  mit  einer  gleichartigen  Differential- 
gleichung  liölierer    Ordnung  Fn  =  0  gemeinsam   hat,   so    lässt 
sicJi    die    letztere    als    lineare    liomogene    Di/ferentialgleicJmng 
n  —  v*^'   Ordnung   schreiben,   deren   ahfiängiges   Argument   F, 
selbst  ist. 

Man  sieht  zugleich,  dass  zur  Herstellung  der  Integration 
der  Differentialgleichung  (8)  zunächst  die  Differentialgleichung 
(9)  zu  integriren  ist,  deren  Fundamentalsystem  ^/j,  V-it  •••!/" 
sei;  integrirt  mau  sodann  die  lineare  homogene  Differential- 
gleichung 

(11)      - — -  +  p,  ~ ^  H h  p„_,,  r=  0, 

und  seien  deren  n  —  v  Elemente  eines  Fundamentalsystems 

von  Integralen 

Y      Y  Y 

SO  sind  zur  Ermittlung  der  noch  fehlenden  Integrale  ijy^i , 
?/,.+2 ;  •  .  •  Vn  die  linearen  nicht  homogenen  Differentialglei- 
chungen v^'^'^  Ordnung 

"  .'/      I  ''        .'/      r  I  V 

TV  +  V.    ,    ,._,    H +  QrV  =   y, 

ax  (1.1 


(12) 


d'y  d 


X  (l  x 


d^ y    1        d'   ^  1/    ,  ,'  __ 

ji  +  'L  ,  ._;  +  — \-<hy=  Y,,^, 

ax  dx 

zu  integriren,   so  dass  das  Integratio)isj)roblem   der  vorgelegten 
linearen  liomogencn   Difforntialgleichung   »'"  Ordnung   -urücL- 
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geführt  ist  auf  die  Integration  einer  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialglcichung  v*®""  Ordnung,  deren  sämmtliche  Integrale  der 
ersteren  angehören,  einer  homogenen  linearen  Differe^itialglei- 
chiüig  n  —  v*®'  Ordnung,  und  endlich  auf  die  Integration  von 
n  —  V  linearen  nicht  homogenen  Differentialgleichungen  der 
^ten  Ordnung,  deren  allgemeine  Integrale  sich  aber,  tele  früher 
gezeigt  tvorden,  aus  den  Integralen  der  Differentialgleichung  (9) 
und  den  Functionen  Y^,  Y^,  ...  Yn—v  vermittels  Quadraturen 
ausdrücJien  lassen, 

mit  anderen  Worten 

CS  lässt  sich  unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  In- 
tegration der  Differentialgleichung  w*®"^  Ordnung  auf  die  von  gleich- 
artigen Differentialgleichungen  v*""^  und  n  —  v^'^^  Ordnung  zurüch- 
füJiren. 

3.  Aus  diesem  Hülfsatze  ergiebt  sich  nun  unmittelbar, 
dass,  wenn  die  beiden  homogenen  linearen  Differential- 
gleichungen (1)  und  (2)  den  grössten  gemeinschaftlichen 
Differentialtheiler 

(13)         P'^:  +  f^'^,+----{-fr-.^.   +   fry--0=^Fr 

dx  dx  "-' 

besitzen ,  weil  sämmtliche  Integrale  dieses  auch  Integrale 
von  (1)  und  (2)  sind,  die  letzteren  beiden  Differential- 
gleichungen sich  in  die  Form  setzen  lassen 

und 

m"^:^:  +  Q,  '~!^:  +  •  +  q.-.-.  '^ + q.-.f.=o, 

sich  also  mit  Hülfe  von  J'V  auf  homogene  lineare  Di/fcrcntial- 
gleiehiingen  der  in  —  r^^^  und  n  —  r*™  Ordnung  zuriicl^führen 
lassen. 

4.  Wir  wollen  eine  Anwendung  von  der  Bestimmung 
des  grössten  gemeinschaftlichen  Difl^jreutialtheilers  auf  den 
Fall  der  gleichen  Lösungen  einer  homogenen  linearen  Diffe- 
rentialgleichung machen. 

Hat  die  lineare  DiUcreutialüleichunff 
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d^y 


y 


dl) 


(16)       — ^  +  A^  " f  H h ^„-1    •'  -\-  A„>j  =  0 

ein  und  ««r  ein  Integral  mehrfach,   also  y^   r-fach,   so    wird 
y,  jedenfalls  auch  der  Differentialgleichung 


^  +  (n-l)A:,;J  +  --  +  ^l.-i// 


0 


(17) 

genügen,  und  es  wird  der  grösste  gemeinschaftliche  Diffe- 
rentialtheiler,  da  die  Gleichung  (16)  die  Lösungen  y^,  xy^, 
x''~^y^,  die  Gleichung  (17)  die  Lösungen  ?/j ,  a;?/^ , 
x''~'-y^^  hat,  und  beide  Gleichungen  somit  die  ge- 
meinsamen Integrale 
(18)  y/, ,  xy,,  x'y^,  .  .  .  x'-'y^ 

und  keine  anderen  besitzen,  eine  homogene  lineare  Differen- 
tialgleichung r  —  V^^  Ordnung  sein  müssen,  deren  r —  1 
Fundamentalintegrale  durch  die  Grössen  (18)  gegeben  sind. 
Sei  diese  Differentialgleichung 


~^-\ hiV-'>  't'  +  ^'-ly  =  0 


(19)    y,_Ü+B, 


so  sind  einerseits  nach  der  obigen  Ausführung  die  Coeffi- 
cienten  als  rationale  Functionen  von  Ai ,  ^l^ ,  .  .  .  An  und 
deren  Ableitungen  bekannt,  andererseits  müssen,  weil  (18) 
die  Integrale  von  (10)  sein  sollen,  die  aus  (19)  abgeleiteten 
Differentialgleichungen 

(i'~'y    I    /„       o\T?   d'^'^y    ,  ,  „,,        dy 


(20) 


(r-i){r-2) 


dx'-'^ 


-f  (r-2)  (r-3)B,  J,.  J  +  -  +  '^B,.-;y  =  0 


dy 


(>•- l)(.-2)..  0^.2. ;;!  +  (/• -2)  (r- 3)-   •2.1  i?,,/  =  n 

süramtlich  die  Lösung  «/^  haben,  und  daher  nach  der  letzten 
derselben 


('• 


dVx 
dx 


oder 

^21) 


+  B,ii,=^) 


j\  .1., 


!/i  =  <-' 
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sein,  und  somit  y^  hekamit  und  zwar  durch  eine  Quadratur 
einer  aus  den  Grössen  A^,  .  .  .  Ä,,  und  deren  Ableitungen  rational 
zusammengesetzten  Function. 

Ist  aber  y,  bekannt,  so  kennen  wir  die  r  Integrale 

der  Differentialgleichung  (16),  und  können  somit  mich  den 
früheren  Auseinandersetzungen  diese  Differentialgleichung 
auf  eine  solche  von  der  n  —  r*'^^  Ordnung  reduciren;  wir 
linden  somit 

dass,  wenn  eine  lineare  Differentialgleiclmng  n^^  Ordnung 
ein  und  nur  ein  Integral  niclirfacJt  Jiat,  diese  Differential- 
gleichung von  ihrer  mehrfaehen  Lösung  befreit  und  auf  eine 
lineare  homogene  Differentialgleicliung  n  —  >**"■  Ordnung  redueirt 
werden  Jcann,  wenn  jene  mehrfache  Lösung  r-fach  vorJconimt; 
der   Werth  der  letzto'en  ist  durch  (21)  bclannt. 

Hat  die  Differentialgleichung  (16)  jedoch  mehrere  Lösungen 
mehrfach,  so  kann  man  im  Allgemeinen  so  wenig  wie  bei  al- 
gebraischen Gleichungen  den  Werth  dieser  mehrfachen  In- 
tegrale  durch  diese  Operationen  ermitteln,  aber  man  kann, 
wie  M'ir  zeigen  wollen,  die  Differentialgleichung  jedenfalls 
auch  von  vielfachen  Integralen  frei  machen. 

Habe  nämlich  die  lineare  homogene  Differentialgleichung 
j^ter  Ordnung 

unter  den  Elementen  eines  Fundamentalsjstems  von  Integralen 

Vu,  Uit,  •  --yH'.    einfach 


(2a) 


^2. ;  2/j2  >  ■•  •  y-ii>.    i^weifach 
y<Jny  yx->j  .  .  .  yxn     A-fach, 


dasf 


ist,    SU    wird    nach    den    IViilioron    Auseinandersetzungen    die 
Dill'erentialgleichung 
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ax  dx  "^ 

die  Integrale 

iV^i,  Vti,  •  •  •  Vhh  einfach 
/■25>)  Vu ,  y-ä2,  '■-  VHh  zweifach 


^y^y,  y^--i,  ■  ■  ■  !//c'^  A— l-fuch 

enthalten,  und  somit  der  grösste  gemeinschaftliche  Differen- 
tialtheiler  1)  zwischen  (22)  und  (24)  gleich  Null  gesetzt  eine 

lineare  homogene  Differentialgleichung  der  Q2~\~^Qä~h^9i~\ 

+  (A — l)?/*^"  Ordnung  bilden,  für  welche  das  System  (25) 
ein  vollständiges  Fundaraentalsystem  von  Integralen  darstellt; 
da  diese  aber  sämmtlich  und  noch  in  höherer  Vielfachheit 
als  Integrale  der  Differentialgleichung  (22)  angehören,  so 
wird  nach  dem  vorher  bewiesenen  Satze  mit  Hülfe  des  grössten 
gemeinschaftlichen  Differentialtheilers  D  die  Differentialgleich- 
ung  (22)  in  die  Form  gesetzt  werden  können 

.  cZg.+?^  +  ---  +  C^^J  dQ^  +  Q^  +  --  +  Qr-^D 

^  ^         dx^^  +  ^-  +  --+^x^     'dx^^  +  ^-+---+(^x-^'^ 

SO  dass  die  Integration  jener  Gleichung  zurückgeführt  ist 
auf  die  Integration  der  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung 

(27)  D  =  0, 
deren  Ordnung  die 

Qi  +  2(>a  +  3(),  H h  U  —  ljp>^ 

ist,  der  homogenen  Differentialgleichung  (2(y)  und  auf  Qua- 
draturen. Die  Integration  der  Differentialgleichung  D  =  0, 
deren  Integralsystem  vollständig  durch  (25)  dargestellt  ist, 
kann  wieder  auf  die  Integration  einer  Differentialgleichung 

(28)  A  =  0 

zurückgeführt  werden,  deren  linke  Seite  der  grösste  gemein- 
schaftliche Differentialtheiler  zwischen  7)  und  dessen  in  be- 
kannter Weise  genommenen  Ableitung  ist,  deren  Ordnung  die 
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und  deren  Integralsystem  durch 


(29) 


l/^,^  einfach 
y^,^  zweifach 


?/;.!'  y?.2^ 


Vxn^  ^ 


2-fach 


dargestellt   wird.     Ebenso   lässt   sich   weiter   die   Integration 
der  Differentialgleichung  Dj  =  0    auf   die   Integration   einer 
homogenen  linearen  Differentialgleichung 
(30)  i>,  =  0 

zurückführen,  deren  linke  Seite  der  grösste  gemeinschaftliche 
Differentialtheiler  zwischen  D^  und  dessen  Ableitung  bildet, 
deren  Ordnung  die 

P4  +  2p5  4-3^, +  ---  +  (A-3)(>;'^ 
ist,  und  deren  Integralsystem  durch 

Vu  ,  2/42 ;  •  •  •  y^Q.   einfach 

Vbi  j  !/52  >  •  •  •  ^5^^   zweifach 
(31) 


dargestellt  wird;  schliesst  man  so  weiter,  so  kommt  man 
endlich  auf  die  Integration  einer  linearen  homogenen  Diffe- 
rentialgleichung 

(32)  D;._2  =  0, 

deren  Integralsystem  durch  die  einfachen  Lösungen 

(33)  Vn^  y,,>  •••:% 

dargestellt  wird,  und  wir  finden  somit 

(lass  eine  lineare  Bijferentialgleichnmj  helichiger  Orihiumj 
mit  vielfachen  Lösungen  stets  mmielfiihrhar  ist  auf  gleichartige 
lineare  Differentialgleichungen,  welche  jene  Lösungen  nur  ein- 
fach enthalten. 
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V.  Ueber  die  Irreductibilität  linearer  DifTerential^leiehiing- 

systeme. 

1.    Nach  der  in  V.  des  Kap.  1  aufgestellten  Irreductibi- 
litätsdefinition  wird  das  lineare  ])lfferential(jleichimg System 


(1) 


dx 


A,al/i    +  Ä,r^y2   +   •  •  •    +  ÄnnVn 


mit  algebraischen  Coefficienten  datin  und  nur  dann  reductihel 
sein,  ivenn  tveniger  als  n  Elemente  eines  Integralsystems 

Vi  ,    n-2,    ■  ■■  Vn 

der  Differentialgleichungen  (1)  existiren,  tcelche  das  vollständige 
Integralsystem  eines  gleichzeitigen  Systems  von  tveniger  als  n 
algebraischen  Bifferentialgleiehimgen  bilden,  oder  ivenn,  von  dem 
Falle  abgesehen,  dass  das  System  (1)  in  swei  gesonderte  Systeme 
zerfällt,  ztvischen  den  Elementen  tj^  ,  rj.^ ,  .  .  .  rjn  eine  oder  mehrere 
algebraische  Beziehungen  bestehen. 

Wir  wollen   unter   der  Annahme   der  Reductibilität  des 
Systemes   (1)    die   Natur    der    algebraischen   Dififerentialglei- 

chungen 

d\\ 
dx 


(2) 


ax,Y,,Y,,...Y„) 


dY. 


^^.    —  12  K^y  ^l")   -^2 ;    •  •  •   ^1") 


dY. 


untersuchen,  worin  m  <  )i  ist,  und  von  welchem 

n\,  n-i,  •  •  •  nm , 

welche    einen    Theil    des    lutegralsystems    1}^ ,  ij^ , 


t]„   der 


Differentialgleichungen  (1)   bilden,    ein   particuliires   Integral- 
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System  sein  soll;  zugleich  darf  angenommen  werden,  dass 
nicht  schon  weniger  als  diese  m  Integrale  t^,  ,  r].^,  ...  rjm 
das  vollständige  Integralsystem  eines  algebraischen  Ditferen- 
tialgleichungsystems  bilden,  da  wir  im  entgegengesetzten 
Falle  dieses  letztere  System  statt  des  Systemes  (2)  der  Unter- 
suchung zu  Grunde  legen  würden.  Nach  den  in  dem  er- 
wähnten Abschnitte  bewiesenen  Sätzen  würde  dann  aber 
jedes  vollständige  Integralsystem  der  Differentialgleichungen 
(2)  einen  Theil  eines  vollständigen  particulären  lutegral- 
systems  von  (1)  bilden,  und  wenn  wir  somit  n  simultane 
Fundamentalsysteme  der  Differentialgleichungen  (1),  von 
denen  eines  auch  r^j ,  t]., ,  . . .  rj,n  als  Theil  enthalten  kann,  durch 


(3) 


ytl>    ^12.     •     •     •    VU 
y21>     ?/22»     •     •     •    ^2« 


.y«l;    Un-^, 


y.nr 


darstellen,  so  wird  somit  das   allgemeine  lutegralsystem  der 
Differentialgleichungen  (2)  die  Form  haben: 


(4) 


Yvi  ==  C^y ui  +  t\tj-i,u  -\ f-  C„y,„„ , 


iP) 


worin  6'j ,  G, ,  ...  C'„  Functionen  der  m  willkürlichen  Inte- 
gratiousconstanten  /tj ,  /f^,,  ...  /.„,  des  SLystemes  (2)  sein  werden. 
Greifen  wir  nunmehr  n  Farticulärsysteme  der  Constauten 
/Cj ,  \,  ...  k,n  heraus,  welche  n  particuläre  Integralsysteme 
von  (2)  liefern : 

i"21  =  ^122/li+^'22  2/L'lH \-Cn•lyu^,■■■Yi»,  =  C^^yun-{-C.^iyi,n-\ |-<^«2.V«m 

Y,a=(\ny,\-{-('>„y-:x-\ \-('.,„y„\r-yum=^Cx„yu,-\-Gi„y->,„-] ]rCu„ynu 

so  k()jiiite  es  sein,  dass  die  Dctermiiuiiite  derselben 


V.  lieber  die  Irreductibilität  linearer  Differentialgleichnngayateme.   1  öT 


(6)  ^  = 


6]2       C^.j       •    •    •    t./„2 
t-^1«       '2«       •     •     •     ty„„ 


für  jede  Wahl  der  particulären  Systeme  von  A:, ,  /r.^ ,  .  .  .  ä^„ 
verschwindet;  dann  würde  aber  nach  bekannten  Sätzen  aus 
der  Theorie  der  linearen  Gleichungen  entweder  zwischen 
allen  linken  Seiten  von  (5)  oder  zwischen  einem  Theile  der- 
selben, je  nachdem  die  Unterdeterminanten  von  z/  bis  zu 
einer  bestimmten  Ordnung  hin  verschwinden,  eine  lineare 
Relation  der  Form 

(7)  K,  Tx,  +  A;  Y,,,  -\----  +  KnYn,  =  0 

stattfinden,  d.  h.  es  würde,  da  wir  z.  B.  für  Yi„  das  Element 
des  allgemeinen  Integralsystemes  der  Differentialgleichungen 
(2)  wählen  können,  ein  allgemeines  Integralelement  dieser  Diffe- 
rentialgleichungen eine  homogene  lineare  Fiinetion  von  n  —  I 
oder  weniger  entsprechenden  partictdären  Integralelementen  eben 
dieser  Differentialgleichungen  sein. 

Verschwindet  jedoch  die  Determinante  z/  nicht,  so  liefert 
das  System  (5)  die  Grössen  yu,  y^o,  •  ■  -  Phq  als  homogene 
lineare  Functionen  von  Yu,,  Y20,  .  ..  Y,,,,,  und  diese  Werthe 
in  die  p*''  der  Gleichungen  (4)  eingesetzt,  geben  das  Element 
Yf,  des  allgemeinen  Litegralsystems  von  (2)  als  lineare  homogene 
Fiinetion  von  n  entsprechenden  particulären  Elementen  in  der 
Form 

(8)  r^,  =  L,  1\,,  +  L,  ¥,,,  H [-L,,  Y,.„ 

und  fassen  wir  die  so  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so 
erhalten  wir  den  nachstehenden  Satz: 

Hat  ein  System  von  n  homogenen  linearen  Differential- 
gleichungen mit  einem  Syston  von  tveniger  als  n  algelraischen 
Differentialgleichungen  ein  Infegralsystem  gemein,  n>n  dem  nicht 
schon  ein  Theil  einem  algchraischen  Diffcrenti(dgleic}ningsyslcmc 
noch  niederer  Klasse  Genüge  leistet,  so  lassen  sich  die  Elemente 
des  allgemeinen  Intrgrahystrms  jenes  Sysfrmcs  algebraischer 
Ditfcrenticdglciehungcn  homogen  und  linear  dxnh   u  parfiodäre 
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Integralsystenie  eben  dieser  Differentialgleichungen  in  der  Form 
ausdrücken 


(9) 


Yi  =  L^  Yji  -\-  L2Y21  -\-  •  ■  •  -{-  L„  Y,a 
Y2  =  Li  Yjo  -|-  L2  Y22  -jr  •  •  •  -\-  L,i  F„2 


^  Ym  =  L^  Yim  -\-  L2  Y^in  -\-  '■•-{-  Li^Y 


nm  } 


worin  L^,  . .  .  L^  Functionen  von  so  viel  Constanten  bedeuten, 
als  die  Klasse  des  algebraischen  Differentialgleichwngsystems 
angeigt,  übrigens  aber  auch  mm  Theil  verschwinden  können. 
2.  Es  bleibt  uns  nun  die  Frage  zu  beantworten  übrig, 
wie  ein  algebraisches  Differentialgleichmigsi/stem  (2)  beschaffen 
sein  muss,  tvenn  zwischen  dem  allgemeinen  und  einer  bestimmten 
Anzahl  particulärer  Integralsysteme  lineare  Relationen  von  der 
Form 


(10) 


Y,  =  L,Y,,-\rL2Y,,  +  --.-{-L,Y,, 
Y2  =  L,Y,2  -{-L2Y22  +  ---  +  L, Y,2 


Y„i  =  L^  Yi,n  -f"  L.)  i  2m  4"   '  ■   ■   T"   -^fi  Y/i 


/.im 


bestehen  sollen.  Zunächst  ist  klar,  dass  ft  nicht  kleiner  als 
m  sein  kann,  weil  sonst,  L^ ,  Z., ,  .  .  .  L,,i  als  selbständige 
willkürliche  Constanten  aufgefasst,  die  allgemeinen  Integral- 
elemente Y^,  Y2,  ...  Ym  nicht  die  erforderliche  Anzahl  von 
m  von  einander  unabhängigen  willkürlichen  Constanten  hätten ; 
es  muss  somit  (i  =  oder  >  m  sein.  Sei  ft  =  tu,  gehen  also 
die  Beziehungen  (10)  in 


(11) 


Yi  =  Lj^Yii  -f~  -^2-^21  ~i~  ■  ■  ■  ~t"  L,),Y,„i 

Y2  =  LiYi2  +  •£'2^22  "!"•'•   +  L,ni,„2 


Y,n  =  L^l  Im  -j-  L2  Y2m  ~|~   "   "  "  "T"   -'-'"'  Y„ 


Über,  worin  Li,  ...  L„i  selbst  als  die  m  willkürlichen  Con- 
stanten betrachtet  werden  können,  und  setzt  man  diese  Aus- 
drücke für  die  allgemeinen  Integrale  in  die  Differential- 
gleichungen (2)  ein,  so  ergeben  sich  die  Gleichungen: 


V.  Ueber  die  Trreductibilitüt  linearer  Differentialgleichlingsysteme.  1  [)[) 

|~  ■^nifi  \X )  J^  ml  j  ^  m2}  ' ' '  -^  mm) 

=  LMx,Y,,, ¥,,,.-■  Y,j-{-L,f,{x, ¥,,,¥,,,-•.  ¥,.,,)-{-■■■ 

-4-  L   f  (r  ¥  ,    ¥  .  ■'¥     "l 


=L, /;„ {x ,  1  a ,  i;^ , •  •  •  Yu)  +  L.f"' (^>  Y,^ ,  To, , •  •  •  ¥i,„)  +  •  •  • 

~r  '^11'  Im  (^)  J  >"1 )  Y,i,2  ,  •  ■     i  mm)  ) 

welche  für  beliebige  Werthe   der  constanteu  Li ,  h, ,  ...  Lm 
bestehen  müsseD. 

Differeutiirt  mau  die  Gleichung  (12)  nach  Z,,  L.y,  ...L,„, 
so  erhält  man,  wenn  man  zur  Abkürzung 

(15)         

Li  Yim  -y-  L.2  i:  2//(  ~r   •  •  ■   ~r  ^m  ¥  mm  =  '^m 

\ 

setzt,  die  folgenden  Beziehungen: 

7)/;  (X,  Z,,  ...Zm)    y        ,     df^j^pC^jC^^^.^^m)    y        , 

cz^  -^11"^         dz^        ^12  -t-  •  •  • 


(16)    . 


1    dfijx,  Zi,  .  .  .Zm)y    f(^\r     Y        ^'    ^ 

"1  ^y  J-l'« — / 1  l^j -'^  11  >-^i- )•••-'  1'«; 


rZ; 


(  /,  (J3,  Z,   ,   .  .  .  Z,„) 


dZ, 


'■"")     y  _J_     ^/l   (^>     A   ,     .    ■    ■    Zw)      ,r  _. 

1  g"^^  -^  2'»* / 1^.'*')  -^21?-^  22r-  ^  im) 


(^fliXi^l  ,'.-Z,n)   y  I       dfi(X,Zi,...Zm)   y         _, 


dZ, 
dZ„ 


woraus  sich  als  Unbekannte  eines  linearen  Gleichungsystems 

dZ. 


^  Y)    ^  ^'  ^''^''  '^» '  •  •  •  ^'"^        Sft{X,Z,,...  Zm)  df^{x,Z^,...  Zm) 


azi 


dZ„ 
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als  von  Z/j ,  L,^,  ...  L,n  unabhängig,  durch  die  Grössen  F^ , 
.  .  .  Ymm  bestimmt  ergeben  würden;  da  aber  den  Grössen 
Z^,  Z.^,  ...  Z,n  vermöge  der  Gleichungen  (15)  wegen  der 
Willkürlichkeit  der  Constanten  L^ ,  Im^,  .  .  .  L^  beliebige 
Werthe  zuertheilt  werden  können,  weil  die  Determinante, 
wie  nach  der  Annahme  leicht  zu  sehen,  nicht  verschwinden 
kann,  so  müssen  die  Grössen  (17)  von  ihren  Argumenten 
unabhängig,  und  somit 

fi  {x,Zi,...  Zn),  ebenso  /;  {x,Zi,...  Z,„), . . .  f,„  (x,  Z^,...  Z,,') 
lineare  Functionen  ihrer  Argumente  von  der  Form  sein: 


i\  {^y^ir-'^iii)  =  -Pl  +  ^n^l  +  -Pl2  -^2  H \-Pl,nZ„ 


(18) 


tni  \X}  ■^l  >  •  •  •  A/()  ^ih  "f"  -t^nA  Z y -j-  1  „i2  Z2 -\  |-  -Lmm  Z,n  , 


worin  P^ ,  .  .  .  P„i ,  P^ ,  .  .  .  P„„„  nur  algebraische  Functionen 
von  X  sind.  Setzt  man  aber  diese  Werthe  in  die  Gleichungen 
(IG)  ein,  so  folgt 

(19)  P,,Y,,  +  p,,r,,  +  . . .  +  p,„,Yu. 

=  Pj  +  ^11  Y^i  -{-Pv2  i'ia  H h  PiM  Yim 

und  daher  P^  =  0 ,  ebenso  P^  =  ■  •  ■  ==  P,,,  =  0,  und  es 
gehen  somit  die  Differentialgleichungen  (2)  in 


(dY, 

dx 

dY 


(20) 


',       =      P,,Y,JrPv^y.+       ^■^       +        PuX.^ 


i;  =  p,,Y,  +  p,^,-\-..-  +  p,„j„ 


dY„ 


dx 


J-lnlY■^-\-    1  ,„■_>  J  .,  -f-   •  •  •  -\-  Xmm  Yn\ 


Über.     Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Wenn  für  ein  alf/rhraischcs  Difj'crcntialglcicltwußystom  m^''^ 
Klasse  die  m  Elemente  ilcs  alUjemcinen  Intc<i)ahystems  Immogene 
lineare  Functionen  mit  constantcn  Coeffici&nten  von  m  parficu- 
lärcn  Intctjrahystemen  sind,  so  ist  das  DiffercntiaUjleichung- 
systrni  ein  homogen  lineares. 
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Es  bleibt  somit  nur  noch  die  Frage  nach  der  Beschafieu- 
lieit  des  Diüerential<^leicliungsystems  (2j  zu  beantworten 
übrig,  wenn  in  den  Gleichungen  (10)  (i  >  m  ist,  und  /^,,  L.,, 
.  .  .  Lf,  Functionen  der  m  willkürlichen  Integrationscon.stant<,'n 
kl,  Jc.^,  ...Jc„,  sind.  Führen  wir  die  Ausdrücke  (10)  wieder 
in  das  Ditferentialgleichungsystem  (2)  ein,  so  erhält  man 

=  LMx,Yii,Yi,,  ...Y,„,)-]-L,/\(x,Y,i,  Y,,,.,.Y,„)-{-- 

~\~  ^f'flV^}  i/il)  J-fi2,-'-  Yum) 

und  ähnliche  Beziehungen  für  /!,,  .  .  .  f,u- 

Hier  müssen  nun  zwei  Fälle  unterschieden  werden,  indem 
diese  Gleichungen  in  allen  in  ihnen  vorkommenden  Grössen 
identisch  sind  oder  nicht;  ist  das  erstere  der  Fall  —  und 
dies  wird  dann  stets  eintreten,  wenn  das  Ditferentialgleichung- 
system so  beschatfen  ist,  dass  keine  algebraische  Beziehung 
zwischen  den  Elementen  von  ft  seiner  particulären  Integral- 
systeme besteht  —  so  erhält  man,  wenn  wiederum  zur  Ab- 
kürzung 

L,Y,,  +  L.,Y.„  H h  ^..1^.-1  =  ^1 

(22)  ■    .     .     . 

gesetzt  wird,  durch  Differentiation  nach 

A'         A"  Y     •    V        V  V    •  V         Y  Y 

^  11  >    -'^21  >   •  •  •  -»^«'i  7    -^viy    -L .^-z  j   ••'-'-  y-  1   ''•■'-  'i'ii  7    -'--'"  f   •  •  ■  -*  '"" 

die  nachfolgenden  identischen  Gleichungen 

^d/\(x,z„...z^) __ cf, (a!.r,.,r„,...r^„.) _ df,(x,Y,, ,  y,,,...r,„.) 


(2:j) 


d  Zj  ö  1^1  ^^'ji 

_dfi{x,  r^,t,  r^,2,...  r,„„) 

c  y 

Koüii  igsbor^er  ,    l.olirliucli.  11 
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Aus  einer  identischen  Gleichung  der  Form 

df,(x,  r,, ,  r,, , . . .  ¥,„;)      df,(x,Y,,,  y,,,  ..  .¥,„;) 
(24)    ^j.-  =  ^P- 

ergiebt  sich  aber,  da  man  Y^^  =  F22  ?  ^13  =  -^23 »  •  •  •  -^i'«  "^  -^2/« 
setzen  kann,  dass  der  Differentialquotient  der  Function 
f^(x,  Yii,  yi2,  •  •  •  Yi„)  nach  Y^  genommen  von  dieser  Grösse 
unabhängig  ist,  und  da  dasselbe  für  alle  anderen  Argumente 
und  Functionen  /^ ,  .  .  .  fm  gültig  ist,  so  folgt,  dass  die  rechten 
Seiten  der  Differentialgleichungen  (2)  auch  in  diesem  Falk 
lineare  Functionen  der  anhängigen  Variabein  sein  uerden,  das 
Diffh-entialgleichungsystem  (2)  also  wiederum  in  (20)  ilhergeht,  da, 
wie  leicht  zu  sehen,  wenn  alle  Integrale  eines  nicht  homogenen 
linearen  Differentialgleichungsystems  den  Differentialglei- 
chungen (1)  angehören,  dasselbe  auch  für  das  homogene 
adjungirte  Differeutialgleichungsj^stem  statthat  —  und  dieser 
Schlnss  war  nur  dann  nicht  gültig,  wenn  algebraische  Beziehungen 
zwischen  den  Elementen  von  mehr  als  m  und  höchstens  n  par- 
ticidären  Integralsystemen  der  Differentialgleichungen  (2),  also 
auch  zwischen  entsprechenden  Elementenreihen  von  ebenso  viel 
Integralsystemen  des  ursprünglichen  linearen  homogenen  Differen- 
tialgleichmgsystems  (1)  bestanden,  da  sümratliche  Integralsysteme 
der  Differentialgleichungen  (2)  auch  (1)  als  Elemente  von  Inte- 
gralsystemen genügten,  und  unter  einander  durch  die  Be- 
ziehungen (5)  verbunden  sind. 

3.  Stellen  wir  die  eben  gefundenen  Sätze  mit  dem  in  1. 
hergeleiteten  zusammen,  so  erhalten  wir  das  nachfolgende 
Theorem: 

Ist  ein  homogenes  lineares  System  von  n  Differential- 
gleichungen reductibel,  so  ivird  dasjenige  System  von  Diffe- 
renticdgleichmgen,  dessen  Klasse  m  die  lieinstc  ist  unter  allen 
denen,  für  welche  ein  vollständiges  Intcgralsystem  durch  einen 
Theil  eines  vollständigen  Integralsystems  des  gegebenen  Systems 
von  Differentialgleichungen  gebildet  ivird,  iviederum  ein  homo- 
genes lineares  sein  müssen,  wenn  nicht  zwischen  analogen  Ele- 
mentenreihen von  mehr  als  m  und  iveniger  als  n  particidärcn 
Integral  Systemen  des  gegebenen  Systcmes  liticarer  homogener 
Differentialgleichungen  ein  algebraischer  Zusammenhang  besteht. 


(25) 
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wobei  hervorzuheben  ist,  dass  dieser  abjehraische  Zu- 
sammenhang nicht  eine  algebraische  Beziehung  eivischen  den 
Elementen  eines  Intcgralsystems  darstellt,  da  ein  solcher,  Avie 
oben  gezeigt  worden,  unter  der  Annahme  der  Reductibilität 
für  jedes  Difrereutialgleichungsystem,  also  auch  für  das  DifJe- 
rentialgleichungsystem  (1)  stattfinden  muss,  sondern  einen  alge- 
braischen Zusammenhang  zimschen  gleichartigen  Elementen  ver- 
schiedener Intcgralsrjstcme. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  im  Allgemeinen  Integrale 
lineare}-  Biff'erentialgleichnngsystcmc  immer  nur  ivieder  in  irre- 
dnctibler  Weise  linearen  Bifferentialglcichungsystemen  angehören 
l'ünncn. 

4.  Wenden  wir  den  eben  gefundenen  Satz  auf  den  Fall 
von  zwei  homogenen  linearen  Difi'erentialgleichungen 

'^-^  =  Ä,,y, -{- A,,y, 

an,  so  ivird,  wenn  das  Differentialgleichungsystem  (25)  reduc- 
tibel  ist,  ein  Element  eines  particidären  Integralsystems  dieser 
Differentialgleichungen  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(26)  ^  =  fi{^,Y,) 

genügen,  welche  im  Allgetneincn  eine  lineare  homogene  von  der 
Form 

(27)  ^  =  P.Y, 

sein  wird,  in  tvelche)-  P  eine  algebraische  Function  von  x  be- 
deutet, tvenn  nicht  zivischen  zwei  analogen  Elementen  ztveier 
Integralsysteme  der  Differentialgleichungen  (25)  eine  algebraische 
Beziehung  stattfindet. 

Um  für  diesen  Fall  zu  untersuchen,  von  welcher  Form 
die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (26)  sein  muss, 
wenn  die  den  eben  erwähnten  Ausnahmefall  bildende  alge- 
braische Relation  stattfindet,  werde  bemerkt,  dass  wenn  wir 
zwei  simultane  Fundamentalsysteme  von  Integralen  mit 

Vn ,  Vii   "»^1   y-'i ,  y-ii 

bezeichnen,  diese  algebraische  Beziehung  in  die  Form 

11^ 
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(28)  y,,=F{x,y,,) 

gebracht  und,  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beeinträchtigen, 
angenommen  werden  darf,  dass  die  Differentialgleichung  (20) 
y^i  zu  einem  ihrer  particulären  Integrale  hat. 

Zunächst  ist  leicht  zu  sehen,  dass  y^^  keine  algebraische 
Function  von  x  sein  darf;  denn  wäre  dies  der  Fall,  so  würde 
nach  (28)  auch  y^j  ,  und  somit,  da  für  die  üiü'erential- 
gleichungen  (25) 

?/i  =  Ci?/i,  +  C,7/2, 
ist,    auch   jedes    y^    eine    algebraische   Function    von   x   sein, 
woraus  nach  der  Differentialbeziehung 

sich  auch  jedes  y.^  algebraisch  durch  x  darstellen  würde,  und 
somit  die  allgemeinen  Integrale  des  Dilierentialgleichung- 
systems  (25)  algebraische  Functionen  von  x  wären,  welcher 
Fall  für  die  oben  gestellte  Frage  kein  Interesse  hat.  Da 
aber  y^y  auch  als  Integral  der  Differentialgleichung  (20)  be- 
trachtet werden  durfte,  so  können  wir  die  algebraische  Be- 
ziehung (28)  auffassen  als  bestehend  zwischen  einem  Inte- 
gralelement ^jji  <^6S  Diflerentialgleichungsystems  (25)  und 
dem  Integrale  ^/j,  der  Differentialgleichung  (20),  welches 
letztere  nicht  schon  einer  Differentialgleichung  niederer  also 
Qter  Ordnung  genügt  (d.  h.  nicht  algebraisch  ist),  und  unter 
dieser  Voraussetzung  lässt  sich  der  im  VI.  Abschnitte  des 
ersten  Kapitels  entwickelte  Satz  von  der  Erhaltung  der  alge- 
braischen Relation  anwenden,  indem  für  ?/,i  ein  willkürliches 
anderes  Integral  der  Differentialgleichung  (20),  für  y.,^^  ein 
passendes  Integralelement  der  Differentialgleichungen  (25) 
gesetzt  werden  darf.  Da  aber  nun  alle  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung (20)  nach  frühereu  Sätzen  lutegrale  von 
(25)  sein  müssen,  so  wird  das  allgemeine  Integral  von  (^20) 
in  der  Form  darstellbar  sein 

worin  ftj  und  ^.j,  Functionen  einer  willkürlichen  Coiistanten  c 
sein  werden,  während  das  zugehörige  Integral  von  (25)  durch 
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ausgedrückt  ist,  worin  ?»,  mul  w^  bestimmte  Functionen  von 
c  sind,   so   dtiss   sich   aus  der  Gleichung  (28)  die  Beziehung 

(29)  m^  ?/ii  +  m.,  y^^  =  F{x,  ^,  2/11  +  i^2  Un) 

ergeben  wird.  Da  die  mit  Hülfe  von  (28)  aus  (2!()  folgende 
Beziehung 

(30)  m,  7/,,  +  m^  F{x,  ?/„)  =  F{x,  ^,  y,,  +  ^^  l'X^,  Vn)) 

eine  in  x,  t/jj,  c  identische  sein  muss,  weil  im  entgegengesetzten 
Falle  sich  gegen  die  Voraussetzung  y^^  als  algebraische  Func- 
tion von  X  ergeben  würde,  so  liefert  die  Differentiation  von 

(30)  nach  y^^  und  c  die  beiden  Beziehungen 

(31)  1^;(;;.  ^j^+  f^.Z(^  ?/u))  (     _|_      ^l^x^^)\ 

und 

(32)  ^_^-,f^^x^_^i^^  (    ^  _!_  jr.^^  )  'if^A 
^      ^      ^(1*12/11 +/*2-P^(a^.  2/11))       \^"  ^c     '        ^    '  -^11^  rfc/ 

<^'"i    t    7',  .diu, 

und  durch  Division  der  beiden  Gleichungen  (31)  und  (32) 
die  Beziehung*) 


*)  Es  könnte  auch  sein,   dass  sich   durch  die  Division  der  beiden 
Gleichungen  eine  Identität  ergäbe;  dann  wäre 

(Im.  du,  dm.j  da., 

iL,  -y-^  =  m.  -7-- ,     /ti,  -j-^  =  m.,  -Y^ 
^^    de  ^    de       ^^    de  -    de 

dm^  da.,  dm.  du, 

'    de  '■    de        ^'    de  de  ' 

oder,  wie  leicht  zu  sehen, 

7»!  =  k  fi, ,     ;/(„  =k[i^, 

worin  k  eine  numerische,    von  c  unabhängige   Grösse    bedeutet.      Die 

Gleichung  (29)  ginge  somit  iu 

über,  also  der  nothwendigen  Identität  zufolge  in 

und  daher  (28) 

2/21  =^'2/11  . 
was  nicht  angeht,  da  y^^  und  i/j,  entsprechende  Elemente  zweier  Fnn- 
damentalsystenie  von  Integralen  sein  sollten. 
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worin  Ä,  B,  C,  1)  von  c  abhüngige  Constante  sind.  Da 
diese  Gleicliuug  eiue  in  y^^  identische  sein  musste,  so  er- 
giebt  sich,  wenn 

(34)  Fix,  ^ii)  =  u  •  2/a 

und  somit  (33)  in  die  Form 

gesetzt  wird,  durch  Quadratur 

(30)    log  y„  =  -J  ^^.^'^Bti)u^  ^^"  +  ^^°  ^(^■)' 

worin  t/;(a;)  eine  willkürliche  algebraische  Function  von  x  be- 
deutet. 

Nun  ist,  wenn  Ä  von  Null  verschieden  ist,       • 

worin  A,  «,  /3  aus  J.,  B,  C,  B  zusammengesetzt  sind*),  und 
daher  nach  (3G) 

(38)  ^|)=(^y(„_,i), 

worin  A  eine  rationale  Zahl  sein  muss,  da  n  eine  algebraische 
Function  von  y^^^  sein  soll,  so  dass  sich  endlich  nach  (28)  und  (34) 


*)  Wenn  «^ß,  so  wird 


Au-\-B    _       1  B  +  Aa        1 


A{u  —  ccY         u  —  cc  A       (m  — a)-' 

und  (36)  gellt  somit  in 

log  i/.(aO  -  log  2/,i  =  log(w  -  a) ^ ^^— ^ 

über,  woraus,  weil  F{x^  t/h))  ^^^^  auch  ?<  algebraisch  durcL  x  uud  ■>/, , 
ausgedrückt  sein  soll,  B  -]^  Aa^O  also 

J-^^^u  —  cc  oder  nach  (28)  7/,,  —  c(y^^=\p{x) 
Vu 

folgen  würde,  was  nicht  angelit,  da  y^,  — «j/n  ein  Integral  und,  da  es 

gleich    i/»(.r)    ist,    ein    algebraisches    Integral    sein    würde,    was    nicht 

sein  sollte. 
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(30)  (^~;i:J(yn-ßy,d-H^ 

ergiebt.     Setzt  mau  nun 

(40)  y.,i  -  a^H  =  7].,^  ,     y.,,  —  ßVn  =  >ln, 

so  sind  auch  >/^,, ,  i;,,  erste  Elemente  von  zwei  Integral  Systemen 
der  Differentialgleichungen  (25),  und  es  geht  somit  die  Be- 
ziehung (39)  in 

(41)  V21  =  Xi^)  •  Vn" 

über,  worin  x  ßi^^  algebraische  Function  von  x,  und  6  eine 
rationale  Zahl  bedeutet*). 

Es  bleibt  somit  nur  noch  die  Frage  zu  beantworten,  was 
aus  der  Beziehung  (41)  zwischen  den  beiden  Integralelementen 
für  die  Natur  dieser  Grössen  geschlossen  werden  kann.  Aus 
der  ersten  der  Gleichungen  (25)  folgt  aber  durch  Diö'ereutiation 

und  durch  Benutzung  der  zweiten  und  ersten  Gleichung  von  (25) 

(42)  0  =  (^„  +  ^,,+iil)^| 

oder  kürzer 


)  Der  Fall,  in  dem  A  =  0  ist,  liefert  nach  (36)  die  Beziehung 


oder 

B 


oder  auch,  da  ^,  eine  rationale  Zahl  sein  musa, 

worin  h  eine  Constante  und  X  rational  ist;  setzt  man  wiederum 

80  erhält  man  wie  oben 

';2i  =  Z('^")  •  '/n- 
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von  welcher  r].^^  und  rj^  Integrale  sein  müssen.  Da  aber  aus 
(41)  folgt,  dass 

und 

ist,  so  ergiebt  sich  durch  Einsetzen  dieser  Werthe  in  (43) 
mit  Berücksichtigung,  dass  auch  rjii  ein  Integral  dieser  Diffe- 
rentialgleichung ist, 

^xi^)  nT  {!'  ^  +  Q^u)  +  <<^  - 1 )  x(-).  r  it) 


=F[6i{x)nT  ^' +/(^0  ^hh^i^'>h. 


oder 


\  dx  )    "*      y(a;)    a — 1    da; 


oder  endlich 

(44)  ^^  =  a,(:r).^,, 

worin  tö(a;)  eine  algebraische  Function  von  x  bedeutet,   und 
hieraus  vermJjge  (41) 

(45)  1^  =[..(.)  +  ?^],,,; 

es  genügen  somit  die  beiden  jmrticidüren  Integraleleniente 
7^,,  undri^i  ^'^^(^^  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  noch  andere  particuläre 
Intcgralelemente  des  Differentialgleichungsysteuis  (25)  homo- 
genen linearen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  genügen 
können;  da  diese  sämmtlich  die  Form  haben 


V.  Uoberdiü  Inediictibilitiit  linearer  Differuiitialgleichungsysteme.    H)'.) 


(46)  y,  =  (),  ^/^  +  Q.rhx, 

SO  folgt  nach  (44)  und  (45) 

(^7)  "^  =  Ci " ('^)  >/u  +  Q.  [^co{x)  +  ^'|]  ^,. , 

und  unter  der  Annalime,  dass  lür  ein  Werthepaar  von  p,  und 
Q.,  pi  auch  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung 

(48)  :^'  =  ^w-!'. 

genüge,  würde  sich  durch  Einsetzen  von  (4ßj  und  (47)  in  (48j 
die  Beziehung  ergeben 


Qia(j:)  i/u  +  Q., 


6  (0  {x)  -}- 


x{4 
z(*')J 


ri.,^  =  fl{x)  [Qinn  +  Qi^iil, 


und  somit  durch  Vergleichung  mit  (41)  <?  =  1  folgen.  In 
diesem  Falle  würde  aber  auch  umgekehrt  jedes  particuUlre  Tn- 
tegralelement  von  (25)  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  genügen;  denn  da  für  (?=  1  nach  (41) 

(49)  n2i-=i{^)nn 

ist,  so  kann  (47)  mit  Hülfe  von  (4G)  in  die  Form  gesetzt 
werden 

es  genügt  somit  jedes  Integral  y.^  einer  homogenen  linearen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung. 

Ist  (>  von  der  Einheit  verschieden,  so  folgt  aus  den 
(jlleichungen  (46)  und  (47),  die  wir  der  Kürze  halber,  indem 
wir  mit  0^  und  0^  algebraische  Functionen  von  x  bezeichnen, 
in  die  Form  setzen 

durch  Elimination  von  >/,i  und  r\.^^  mit  Benutzung  von  (41) 
die  nicJdlincarc  Differentialgleichung  erster  Ordnung 


dyi 


-^1?/. 


dx 


X(P<:) 


(^Vi 


^'.Vx 


dx 
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aber  mau  siebt  sofort,   dass  diese  nur  durch  eine  algebraiscJie 
Suhstitudon  aus  einer  linearen  homogenen  Diff'crentiaJijleichung 
erster  Ordnung  hergeleitet  sein  kann, 
da  uach  (41)  und  (46) 

und   /y^  der  Difi'erentialgleicliimg 

genügte. 

Wir  finden  somit, 

dass,  ivenn  für  sivei  entspreehende  Elemente  sweier  simul- 
taner Fundamentalsysteme  von  Integralen  eines  Systems  von 
swei  linearen  homogenen  Differentialgleichungen  eine  algebraische 
Beziehung  besteht,  stets  zivei  entsprechende  Elemente  von  Intcgral- 
systemen  existiren,  welche  je  einer  homogenen  linearen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  genügen;  nur  ivenn  der  Quotient  der 
beiden  betraehteten  Elemente  eine  algebraische  Function  der  un- 
abhängigen Variabein  ist,  iverden  alle  analogen  Integralelemente 
ebensolchen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  genügen,  jeden- 
falls befriedigen  sie  solche  algebraische  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  welche  durch  algebraische  Substitutionen  aus 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ab- 
geleitet sind. 

Stellen  wir  endlich  das  eben  gefundene  Resultat  mit  dem 
oben  bewiesenen  Satze  von  der  Eigenschaft  der  Integrale 
reductibler  linearer  homogener  Differentialgleichungsysteme 
zweiter  Klasse  zusammen,  in  welchem  der  Fall  einer  alge- 
braischen Relation  zwischen  entsprechenden  Integralelementen 
eine  Ausnahme  bildete,  so  erhalten  wir  das  folgende  Theorem: 

Jedes  reductible  homogene  lineare  Differentialgleichung- 
system ziveiter  Klasse  besitgt  mindestens  zwei  partieuläre  Inte- 
gralclemente,  tvclche  je  einer  linearen  homogenen  Diffh'ential- 
gleichung  erster  Ordnung  Genüge  leisten,  und  jedes  andere 
Integralelement  befriedigt  eine  algebraische  Differentialgleichung 
erster  Ordnung,  welche  durch  eine  algebraische  Substitution  aus 
einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung  derselben  Ordnung 
abgeleitet  ist. 
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VI.   lieber  die  Natnr   der   algeluaischeii    liezieliiiii;::en   von 
Integralelemeuteu  irreductibler  linearer  Diirereutialgleichung- 

systeme. 

1.  Nachdem  wir  im  letzten  Abschnitte  zur  Vervoll- 
stllntligung  der  Irrediictibilitätsuntersucliung  eines  Systems 
von  zwei  linearen  homogenen  Dili'erentialgleichungen  die  Frage 
nach  der  Existenz  und  Form  einer  algebraischen  Beziehung 
zwischen  zwei  analogen  Integralelementen  für  den  Fall  der  Ee- 
ductihilitüt  jenes  Systemes  erörtert  haben,  wollen  wir  wiederum 
an  dem  specielleu  Falle  der  linearen  Ditferentialgleichung- 
systeme  zweiter  Klasse  eine  Methode  für  die  Behandlung  der 
Fraffe  auseinandersetzen,  welcher  Natur  für  irrcdudihle  Diffe- 
reutialgleichuugsysteme  algebraische  Beziehungen  überhaupt 
sind,  welche  zwischen  den  Elementen  simultaner  Fundamental- 
systeme von  Integralen  und  der  unabhängigen  Variabein  be- 
stehen. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  annehmen,  dass  das 
System  von  Differentialgleichungen 

gi  =  A,,  y,  +  A,,  y. 


(1) 


ff  =  Aiyi  +  ^222/2; 


das  wir  nunmehr  als  irredudibel  voraussetzen,  vermöge  der 
im  Abschnitt  I.  (25)  des  dritten  Kapitels  angegebenen  Sub- 
stitutionen in  die  Normalform,  in  welcher  A^^  -\-  A-jc,  =  0 
ist,  also  in  das  wiederum  irreductihle*)  DiflFerentialgleichuug- 
system 

*)  Da  nämlich  die  Annahme  der  Reductibilitüt  des  Differential- 
gleichungsystemes  (2)  nach  der  vorher  geführten  Untersuchung  zur 
Folge  Laben  würde,  dass  ein  Integralelenient  Ji  desselben  einer  homo- 
genen linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

(«'  ^  =  «-^. 

genügte,  worin  Q  eine  algebraische  Function  von  x  bedeutet,  so  würde, 
da  die  Substitutionen 
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i^) 


dz,  

d^  ~  ^'2'  ^1 


O. ,  S., 


umgesetzt  worden  ist,  für  welches  daher,  wenn 

■s'ii,  %     und     s.,,,  0.,., 

zwei  simultane  Fundamentalsysteme  von  Integralen  bedeuten, 
nach  Gleichung  (10)  des  bezeichneten  Abschnittes  die  Be- 
ziehuDiT  besteht 

0,  1       ^1  9 


(3) 


•'21    ''22 


=  c, 


worin  C  eine  von  Null  verschiedene  Constante  bedeutet. 

Nehmen  Avir  nun  an,   es  bestünde  ausser  (3)  noch  eine 
algebraische  Beziehung  zwischen  jenen  Fundamentaliutegralen 


(4) 


l(.r,    5'ii,    012}    ^21J    %)  ^} 


SO    wird   mau    durch   Zusammenstellung   dieser   mit  (3)   eine 
algebraische  Beziehung  von  der  Form  herstellen  können 

(5)  ^21  =^(x,  ^11,  ^la)- 

Beachtet  man,  dass  nach  (2) 


(6) 


dz,, 


^^  dz,.,  ^      _ 


dx ""'1      '      "l''!-!^'      dx     —  "21'-U  -11"'12 

ist,  dass  ferner  nach  der  ersten  der  Gleichungen  (2) 
also  nach  (5) 


das  System  (1)  auf  (2)  reducirt  Laben,  das  dem  Werthe  ?,    von  z,  ent- 
sprechende Integral  rj,  durch  den  Ausdruck 

bestimmt  und  somit  in  Folge  (a)  durch  die  Dilicrentialgleichuog  erster 
Ordnung  definirt  sein 

^  =  [Q  +  {(A,,  +  A,,)]r]r, 

es  wäre  also  das  System  (1)  der  Annahme  entgegen  nicht  irreductibel 
—  also  muBS  auch  das  Differentialgleichnngöystem  (2)  irreductibel  sein. 
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0    ^22  =  —  {  ^.^  +  -^g—  («n-^^ii  +  ^u'^12)  +  g  .-  («21^11  —  «11^12)  -  ^'11  -'-  [ 

ist,  so  erhält  man  durch  Einsetzen  in  die  Gleichung  (;})  die 
folgende  Beziehung 

welche  ausser  x  nur  die  Grössen  z^^  und  pj^.,  enthält.  Aber 
diese  Gleichung  niuss  eine  in  allen  diesen  Grössen  identische 
sein;  denn  wäre  dies  Jiicht  der  Fall,  so  ergäbe  sich  ;2,2  als 
algebraische  Function  von  ^^j,  was  der  Annahme  der  Irre- 
ductibilität  des  Differentialgleichungsystems  (2)  nach  der 
früher  gesebenen  Definition  derselben  widerstreitet.  Es  wird 
somit  die  Gleichung  (9)  auch  bestehen  bleiben,  wenn  man 
für  .s-^i  und  ^^,2  beliebige  andere  Integralsysteme  ^,i  und  ^j^ 
der  Differentialgleichungen  (2)  setzt;  bestimmt  man  nun  eine 
Grösse  ^^i  ^"^  ^^^^'  Gleichung 
(10)  e.i=-^(.^,   ^n,   U, 

und  zu  dieser  eine  Grösse  ^^-j  '^'Us  der  Beziehung 

so  werden  die  Grössen  ^,,,  ^^2;  ^217  ^22  offenbar  die  Gleichung 
befriedigen 

da  die  Werthe  ijoi,  ^22  ^"^  (10)  und  (11)  in  (12)  eingesetzt 
die  identische  Gleichung  (9)  liefern.  Nun  waren  ^^  und  i;,._, 
ein  Integralsystem  von  (2),  und  wir  behaupten,  dass  auch  ^^i 
und  ^22?  welche  durch  die  Gleichungen  (10)  und  (11)  be- 
stimmt sind,  ebenfalls  ein  Integralsystem  dieser  Differential- 
gleichungen  bilden.     Denn    differentiirt    man    die   Gleichung 

(12)  und  benutzt  die  Beziehungen 

'^  =  (hitn  +  ('vA2,  %=«2,eu-«n^i2,  '^  =  «ne,t+«.2U 
so  ergiebt  sich  unmittelbar 

(13)  ^=«..^21-«U^22, 
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und  somit  ^oi  "^^  ^22  ^^^  Integralsystera  von  (2).  In  der 
Gleichung  (12)  sind  also  ^n  und  ^j^,  ein  willkürliches.  ^^,,  und 
t,.22  ein  dazu  passendes  System  von  Integralen  des  DiÖ'erontial- 
gleichungsystems  (2),  so  dass  wir 

j^ll    =  f*l'^ll    +   f*2^21  ^12   =  fl-^ia   +   /*2% 

i  ^21   =  ^^h  ^1 1  +  ^^h  ^21  ^22  =  ^"1  ^1 2  +  »>^2^22 

erhalten,  worin  fti,  fig  völlig  willkürlich,  w?^,  m.^  aber  so  zu 
bestimmen  sind,  dass  die  Gleichung  (12)  befriedigt  wird  oder 
dass,  wie  mit  Rücksicht  auf  (3)  unmittelbar  zu  sehen, 

(15)  ^^1)1.^  —  1)1^^.^  =  1 

wird.  Wir  finden  also  zunächst,  dass  die  Gleichung  (10)  die 
Form  annimmt 

(16)  Wi^'ii  +  w^^!.,  =  Sl{x,  ft,^,j  +  ft^^oi,  ^i^^ia  +  ^0%.), 
oder  nach  (5)  und  (7) 

(17)  m^s^^  -\-m^^{x,  ^,,,  ^,2) 

=  ß  \x,  /ttj^n  +  f*2'^^(^;  ^11;  ^12); 

+  g^  («21^11  —  «11^12)  —  «11^^) 

worin  ^1  und  ft^  beliebige,  m^  und  w/^  von  diesen  abhängige 
und  durch  die  Gleichung  (15)  mit  einander  verbundene  Zahlen 
bedeuten.  Da  aber  die  Gleichung  (17)  gegen  die  frühere 
Annahme  eine  algebraische  Beziehung  zwischen  z^^  und  s^^ 
liefern  würde,  so  muss  diese  eine  in  allen  in  ihr  vorkom- 
menden Grössen  identische  sein,  und  man  erhält  aus  (17), 
wenn  man  11.,  =  0  setzt,  nach  (15) 

(18)  Sl\x,  itt,^',n/*i"i2]  =  »"i'-ii  +  —  -^(^>  ^11»  ^12)^ 

welche  wiederum  in  ^^^  und  z^o  identisch  sein  muss.  Diffe- 
rentiirt  man  diese  Gleichung  nach  ;?,,  und  ^12,  so  ergiebt  sich 

und 
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und  wenn  man  diese   beiden   Gleichungen   mit   dem   nach  {Xi 
genommenen  Differential  von  (18) 

/91N  daix,  (l^Z^,,  (l,Z^.]  ^         ,     (> Sl[x,  (1,2^,,  (liZ^^] 

verbindet,  so  folgt 

(22)  ,.,.,,  + ,-,  --^x.      a.-;  —  +  f.:  ''^^      dj;, 

dm,  1    /-»/  N 

oder 

Diese  Gleichung  soll  nun  eine  in  den  Grössen  x,  ^^j,  0^2 
identische  sein,  und  man  sieht  leicht,  dass,  vs^enn  ;^  irgend 
eine  willkürliche  Function  bedeutet,  jeder  in  dem  Ausdrucke 

(24)     a(^,  .„ ,  .,)  =  ±  , (x,  '^)  +  "■"'■•  7 '"■'-■  .„ 

enthaltene  Werth  von  5i  der  Gleichung  (23)  Genüge  leistet, 
oder    dass    mit  Berücksichtigung   von   (5),    wenn    ausserdem 


2 
gesetzt  wird, 

^-  =  ^»!(^'|;-)+"" 

oder 

(25)  ^;,2  =  01,  ö  (a;,  ff,,  (2,^  —  c^n)) 

folgt,  worin  a  zunächst  noch  eine  willkürliche,  aber  der  For- 
derunp;  cjeniäss  alfjobraische  Function  sein  darf. 

Ersetzt  man  in  (25)  wie  oben  in  (IG)  z,,  durch  s.,,,  % 
durch  ^22}  nimmt  also  ftx  =^^j  M2  =  Ij  ^^  ^^^^^  nach  (15) 
m,  = —  1  wird,  und  ^o,  durch  — ^11+  f^f-^'^n  ^'^1  ersetzen  ist, 
so  geht  die  Gleichung  (25)  in 
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(26)  ^-^2  =  ^21  ö(^;  ^21  [—  ^11   +  (»'2  —  c)  ^oJ) 

über,  und  es  folgt  aus  (25)  und  (2G)  nach   (3) 

(27).",, 0,1 1  w(a;/,i[-  .^i+(>>/2— c)~^2iJ)— «(^';^ii(^2i— c^ii))  1  =C, 

welche  wiederum,  da  zwischen  g^i  und  0^,,  der  Irreductibilität 
des  DiöVrentialgleichungsystems  wegen  keine  algebraische 
Beziehung  bestehen  darf,  eine  identische  sein  muss.  Zunächst 
werde  angenommen,  dass  c  von  Null  verschieden  ist;  setzt 
mau  sodann  2.,y  =  c^u,  so  folgt,  wenn 

cz^i^  =  t     und     >»2  —  c  =  J: 

gesetzt  wird,  für  beliebige  l 

(28)  (o{x,{l-c-l)t)  =  ^l-j-co(x,()), 

welche  Gleichung  offenbar  unmöglich  ist.  Ist  dagegen  c  =  0, 
so  geht  die  Gleichung  (27)  in 

(29)  011%  {«(^>  %[— ^11  +  W2'^21  0  —  »(^J  ^ll'-2l)  }    =  C* 

über,  und  wenn  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  in.,  von 
Null  verschieden  ist, 

setzt,  so  wird 

(30)  Gi{x,    t)  =  (o{x,    0)—  y, 

welche  Gleichung  wiederum  unstatthaft  ist-,  es  bleibt  somit 
nur  noch  der  Fall  c  =  0,  m^  =  0  zu  betrachten  übrig,  für 
welchen  die  Gleichungen  (25)  und  (20)  in 

(31)  ^la  =%«(^>  ^11%) 
und 

(32)  %  =  %»(a;,— ^11^21) 

übergehen.  Setzt  man  aber  in  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen 
0,1  +  021  statt  0,,,  und  z^.,  -\-  0^2  statt  0,,,  so  muss  wegen 
^j  =  ILi^  =  1  statt  021  "ach  (15)  »Wj^,,  +(w,  -\-  1)0,,  substi- 
tuirt  werden,  und  man  erhält 

(33)  0„  +  0,,  =  f0,,+^2.)"(-»,(-"ii+%)["'.~H +  ''»'. +  l^-^'iJ), 
oder  in  Verbindung  mit  (31)  und  (32)  die  wied(M-um  identische 
(jrleichun«; 
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(34)  ^uM(a:,  ~^u^2i)  +  ^n  "(^;  — ^11^2.) 

=  (^11  +  ^.'i)ö(-^';  (^n  +  2n)[»h^n  +  ('"i  +  l.<^2i])- 
Setzt  mau  iu  dieser  z.,^^  =  0,  so  folgt 

(35)  ^uö(^,  0)  =  s^GJ^x,  m,z,,^), 
und  somit  wieder  lUy  =  0,  so  dass  (34)  in 

Übergeht,  woraus  sich  für  z^-^  =  0 

z.2iCo(x,  0)  =  z.ji(o{x,  Z.21-) 

ergeben  würde,  was  wieder  nicht  augeht;  es  ist  somit  die 
Möglichkeit  der  Annahme  einer  algebraischen  Beziehung  von 
der  Form  (5)  also  auch  (4)  ausgeschlossen,  und  wir  erhalten 
daher  den  Satz, 

dass  für  ein  irreductihles  lineares  homogenes  Dijferenüal- 
gleichungsysfem  zweiter  Klasse  in  der  Normalform  eine  al- 
gebraische Beziehimg  zivischen  den  Elementen  eines  simidtanen 
Fundamentalsystems  von  Integralen  überhaupt  nicht  existiren 
kann. 

Dass  dieser  Satz  auch  für  Differentialgleichungsysteme 
2*"  Klasse,  welche  nicht  die  Normalform  besitzen,  gültig 
bleibt,  geht  aus  der  Natur  der  Substitutionen 

hervor,  welche  das  System  in  die  Normalform  überführen, 
und  aus  der  üeberlegung,  dass  eine  algebraische  Beziehung 
zwischen  den  Elementen  simultaner  Fundamentalsysteme  von 
Integralen  eine  homogene  sein  wird,  da  sie  unverändert 
bleiben  muss  für  die  Substitutionen  beliebiger  Integrale,  also 
linearer  Functionen  der  Fundamentalintegrale. 


Koonigsberger,   LBlirVuich.  1- 
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VII.  lieber  dir  all^ciiK'iiie  Form  der  Bezieliungeii  zwischen 

Integralen    linearer   DiH'erential^leiclinngsysteme   beliebiger 

Klasse  und  (^uadratureu  algebraischer  Fnnctionen. 

1,  Sei  das  lineare  Diiferentialgleichuugsystem  n^"  Klasse 
vorgelegt 

du 


(0 


dy-i 


dx 


,■   =  ^21^1  +   -^22^2   + h   AinVa    +   ^2«+l 


in  welchem  Aaß  algebraische  Functionen  von  x  bedeuten,  und 
sei  ein  Integralelement  ^/u  eines  simultanen  Fundamental- 
systems 

Vn ,  yi2,  •  ■  ■  y^n 

eine  algebraische  Function  von  k  Integralen  ^j,  t,.^,  •••  i,k  der 
/t  irreductibeln  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 

also  z.  B.  y/u  eine  Lösung  der  algebraischen  Gleichung 

(3;  y;  +  9),(..:,^,,^„...e.)r;-'  +  -  +  9>.('^-,eue2,-e.)  =  o, 

in  welcher  qj^,  ...(pi,  rationale  Functionen  bedeuten,  so  folgt  un- 
mittelbar durch  Differentiation  von  (3)  nach  x  mit  Berück- 
sichtigung der  (Jleichuiigen  (2),  dass  auch  alle  Differential- 
quotienten von  y^y  algebraische  Functionen  von  x,  ^,,  t,.,,  ■•■  ^a- 
sind,  und  da  aus  der  ersten  der  Gleichungen  (1)  durch 
successive  Differentiation  mit  Benutzung  der  übrigen  Gleich- 
ungen (1)  sich  ein  Gleichungsystem  der  Form  ergiebt 


(4) 
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,  ax 


in  welchem  die  Grössen  B^i,  ■  •  .  Bn—in+i  wieder  algebraische 
Functionen  von  x  bedeuten,  so  folgt,  dass,  wenn  ^,,,  also  auch 
dessen  Ableitungen  algebraische  Functionen  von  x,  t,^,  ^2)  •-■  ^t 
sind,  sich  im  Allgemeinen  auch  die  zugehörigen  Elemente  des 
simultanen  Integralsystems  ?/,2 ,  ...  yui  algebraisch  durch  eben 
diese  Grössen  ausdrücken  lassen  tverden^). 

Wendet  man  nun  mit  Benutzung  dieser  Bemerkung  den 
im  VI.  Abschnitte  des  ersten  Kapitels  hergeleiteten  Satz  I. 
auf  das  lineare  Differentialgleichungsystem  (1)  an,  so  er- 
giebt  sich  der  folgende,  für  die  weiteren  Anwendungen 
wichtige  Satz: 

Ist  für  ein  lineares  Differentialgleichungsystem  (1),  in 
ivelchem  die  Grössen  Aaß  algebraische  Functionen  von  x  be- 
deuten, ein  Integralelement  y^^  desselben  eine  algebraische  Func- 
tion von  X  und  k  Integralen  ^j,  ^o,  ...  ^k  der  irreductibeln 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  (2)  von  der  Form 

(5)  ^i.^,  tu  ^2,   •■■ik,  2/u)  =  0; 

SO  ivird  unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  schon  zioischen  ^^, 
^2,  .  .  .  ti  und  X  eine  algebraische  lielation  stattfindetj  diese  Be- 
ziehung (5)  erhalten  bleiben,  wenn  man  für  t,^^,  ^2?  •  •  •  t*  ^^" 
liebige  andere  Integrale  dei"  irreductibeln  Differentialgleichungen 
(2)**)  und  für  i/„  ein  passendes  Integralelement  des  Systems  (1) 
suhstituirt;  und  zwar:  bildet  man  nach  den  Auseinandersetzungot 


*)  Für  den  Fall,  dass  die  durch  Differentiation  entstehenden 
Gleichungen  identisch  werden,  ist  das  System  (1)  offenbar  auf  ein 
lineares  System  niederer  Klasse  zurückführbar. 

**)  wobei  die  Annahme  der  Irreductibilität  wegen  der  Ansschlie-sung 
einer  algebraischen  Relation  der  Integrale  unter  einander,  also  auch  der 
Existenz  algebraischer  Integrale   selbst    nur   die   algebraische  Irreducti- 

12* 


180  Drittes  Kapitel. 

des  ersten  Kapitels  eine  Function  t^,  welche  die  Lösung  einer 
mit  Adjungirung  von  x,  t,^,  t>,  •••U  «"^  den  Coefficienten  Aa;i 
der  Differentialgleichungen  algehraisch  irreductihchi  Gleichung 

ist,  und  durch  welche  mit  Hinzuzicliung  von  x,  ^j,  t,^,  ...  t,k,  Aufi 
sich  die  den  Gleichungen  (2)  entsprechenden    }]'crtlie  von 

^k      ik    ..    f  ^■ 
dx'     dx  '  dx 

rational  ausdrüclen  lassen,  und  stellt  den  mit  Adjungirung  von 
rc,  ^j,  £[2,  .  . .  ^A-;  Aaii  und  t^  irreductibeln  Factor  der  Gleichung 
(3)  auf,  der  zu  einer  seiner  Lösungen  das  Integralelement  2/,i 
hat  und  lauten  möge: 

(7)  Ff  4-  i',  {X,  e. ,  ^,,  •  •  •  h,  A.^,  t,)  Y'-'  +  •  •  • 

SO  tverden  zunücJist  die  zugehörigen  Elemente  eines  simtdtanen 
Integralsystems  im  Allgemeinen  rational  durch  Yy  und  dessen 
Ableitungen,  also  nach  (7)  und  (6)  rational  durch  x,  ^1,  ^[o,  . . .  ^x-, 
t^,  Aa^i  und  Fl  ausdrücJchar  sein  und  somit  die  Form  Jiaben 


(8) 


Y2  —  I^2i.Xy   ^i>  ^2:   ■  ■  ■  St;  -^c,-!}  hy   ^i) 


1„  =  lin{x,    ^1,    t,,    ■   ■   •   Ik,    Aa^,    ty,     li)> 


worin  R.^,  11^,  .  .  .  R„  rationale  Functionen  der  eingescJdossenen 
Grössen  bedeuten;  dann  werden  einerseits  sowohl  für  die  gegebenen 
Werthe  von  ^1,^2'  •  •  •  Sa  nnd  t^  alle  8  Lösungen  Y^  der  Gleichung 
(1)  mit  den  zugehörigen  eindeutig  ans  (8)  hervorgcfienden  Werlhoi 
von  Y2,  ...  Yn  ein  simultanes  Integralsystem  von  (\)  bilden, 
als  auch  dasselbe  stattfinden,  wenn  in  (7)  und  (8)  statt  t^  jede 

bilität   der  Differentialgleichungen   (2)    in   Bezug   auf    die    Differeutial- 

quotienten 

dz^        dz.^  <JZk 

dx  '     dx  '  dx 

erfordert. 
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beliebige  der  fi  Lösungen  der  Gleichung  (6)  geivählt  wird,  anderer- 
seits werden  auch,  ivenn  für  tiy^^y  •'  -^k  beliebige  andere  Integrale 
^,,  t,2i  •••  &t  iliicr  resp.  Differentialgleichungen  (2)  und  eine  will- 
Jiürliche  dazu  gehörige  Lösung  t  der  Gleichung  (6)  für  ^,  ge- 
ivählt wird,  die  sänimtlichen  d  Lösungen  der  Gleichung 

(9)        T/  +  ^^  (^  j, ,  e„  • .  ■  &,  ^„,.,  ö  y'-'  + . . . 

sotvie  die  dazugehörigen    Werthe  von 


(10) 


\Y,,  =  BJx,  ti,  t„  ■■■l,,A,,,,t,  Y,) 


stets  zusammengehörige  Elemente  eines  Integralsystems  der  Diffe- 
rentialgleichungen (1)  liefern. 

2,  Wenn  das  System  (2)  der  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  die  Form  hat 

dz  .       s  ds       ^^^i  .       V  dSo  ^^k  ^^k 

^^ ^^      dx  ^ ^1  ^*» ^  ji'    dTx^ti GV  J-^,  •■■  J^  =  fki^k)  ~d^ } 

worin  f\,  f.,,  ,  .  .  fk  algebraische  Functionen  ihrer  Argumente, 
und  s^,  s^,  .  .  .  Sj,  algebraische  Functionen  von  x  sind,  so  sieht 
man  aus  dem  eben  ausgesprochenen  Satze  und  den  in  dem 
angeführten  Kapitel  für  diesen  speciellen  Fall  gegebenen 
Auseinandersetzungen  zunächst,  dass,  wenn  zwischen  einem 
Integralelement  y^  des  Differentialgleichungsystems  (1)  und 
den  Ic  algebraisch  von  einander  unabhängigen  Quadraturen 

{\2)i,={fn{s)ds\^^,i,={fas)^^^^ 

eine  algebraische  Beziehung  besteht,  die  mit  Adjungirung  von 

X,  Aafi,Sy,  S.2,...S^,  fiiSi),  f2{S2)---fk(Sf^),  ij ,    '/g,  .-•  ik 

durch  die  irreductible  algebraische  Gleichung  dargestellt 
sein  mag 

(13)  }7-}-qp,(./\  A„^,s^,  •••*;., /;f5i),  ■••f'kis^),i^,  •■•  i,)  y'~' -\- 

h  (p^{x,  Aa^^,  s^,■  --s^,  /;(s,),  •  ■■fk{s^),  in  ••  •  i^)  =  0, 
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deren  eine  Lösung  iji^  ist,  dann  auch,  wenn  wieder  mit  Hülfe 
von  (1)  und  (13)  die  zugehörigen  Integralelemente  in  der  im 
Allgemeinen  (jültitjen  Form 


(1-i) 


Y^  =  %ix,  Aa(i,  s,,  •  ■  •  s,.,  /;(s,),  •  •  -/UsJ'  'o  •  •  •  h^  ^l) 


Yn  =  91, (a-',  Aa^i,  Si  •  •  •  s^.,  fi(Si),  ■  •  -/a-CsJ,  /, ,  •  •  •  ij^,  r,) 


dargestellt  werden,  worin  ^.j,  '^^,  ...  9R„  rationale  Functionen 
bedeuten,  sämmtliche  Lösungen  der  Gleichung 

(15)  T^  +  (pi{x,Aaii, s„-s^,f,{si),  -fk(s^),  h-\-Cir-\+Ci)  ^x'"' 
■■■-{-(p^(x,Aa{i,S„-S^.,fl  (s, ),  -  /!■  (sj,  /,  +  f , ,  -  /;,.  +  c  J  =  0 

zusammengestellt  mit  den  Beziehungen 

Y^=% {x,Aa,^,  s, ,  -  s^,f\  (sj,  -  /;.(sj,  «"i  +  c, ,  -  ^^.  +  c^.,  i'i) 


(16) 


Yn  =  ^n{x,Aaß,Si,-S^,f\{s,),-fk(s^),il-^Ci,-i^-\-C^,Y^), 

worin  c,,  c.2,  ..•  c^,  willkürliche  Constanten  bedeuten,  Integral- 
systeme der  Differentialgleichungen  (1)  liefern. 

Es  braucht  kaum  hervorgehoben  zu  werden,  dass  dieser 
Satz  auch  noch  mit  Rücksicht  auf  das  vorhergegangene 
Theorem  darin  allgemeiner  ausgesprochen  werden  könnte,  dass 
man  für  die  algebraischen  Functionen  von  x 

Si,  -'-s,,  /;(Si),  .../a(s,) 

diejenige  algebraische  Function  t  von  x  einführt,  durch  welche 
sich  diese  mit  Hülfe  der  Coefficieuten  der  Differentialgleich- 
ungen rational  ausdrücken  lassen;  von  dieser  Bemerkung 
werden  wir  im  nächsten  Kapitel  mannigfache  Anwendungen 
zu  machen  haben. 

3.  Aus  dem  eben  aufgestellten  Satze  können  wir  nun  schon 
einige  wichtige  Folgerungen  für  den  Grad  der  Gleichung  (13) 
herleiten.  Fassen  wir  für  eine  beliebige,  aber  bestimmte  Wahl 
der  Constanten  c, ,  c.^,  • .  •  c^.  ein  durch  die  Gleichungen  (15) 
und  (IQ)  definirtes  Integralsystem 
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Vi,  %,   ■•  -Vn 
der  Differentialgleichungen  (1)  auf,  so  werden  auch,  wenn  wir 
statt  dieser  Cj,  c.^,  .  .  .  c^ 

setzen,  worin  de,-  eine  unendlich  kleine  constante  Grösse  be- 
deutet, die  entsprechenden  Ausdrücke 

Vi,    V>,     '-'Vn 

ein  Integrulsysteni  dieser  Differentialgleichungen  bilden,  und 
somit 


Vi  —Vi 


Vi  —  V-2 


Vn  -  n„ 


Sc^     ' 

8c^     ' 

8c^ 

<J7], 

8v, 

SVn 

5c.  ' 

^c    ' 

Sc^ 

oder 


zusammengehörige  Integrale  des  Differentialgleichungsystemes 


clx 


(17) 


=  Al  ^1    +   ^12  2/2   H h   ^in  t/n 


'^  =  ^^1^1    +   ^22!/2  H f-    <'^2n^Jn 


dVa 


-  =  A,a  l/i  +  A„o  y.,-{- h  J„„  y„ 


.  da- 
sein, welches  entweder  das  reducirte  von  (1)  ist,  oder  wenn 
dieses  selbst  homogen  war,  mit  jenem  identisch  ist.  Da 
diese  Schlüsse  nun  für  wiederholte  Differentiation  beliebiger 
der  li  Constanten  Cj,  c.^,  ...  c^.  gültig  bleiben,  so  erhalten  wir 
den  folgenden  Satz: 

Wenn  ein  algehraisclies  lineares  homogenes  oder  nicJit  ho- 
mogenes Dift'erentialgleichungsysfem  ein  algebraisch  irredudihel 
von  X,  den  Coefficienten  des  Differentialgleichungsystems,  den 
algebraisch  von  einander  unabhängigen  Quadraturen 

und  den  algebraischen  Functionen  von  x 
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Sj,    S2,    ...  S^f   /iC^i)?   t2\^2)}    •  •  •  fk'^k) 

ahhäii(ji(fis  IntcgraMement  ri^  besitzt,  woraus  sich  im  Allgemeinen 
die  ähnliche  AhJiünyiyheit  für  die  eryünzcnden  Intcyralelemente 
Tjo,  .  .  .  rj„  i)i  der  oben  dargelegten  Art  ergicbt,  so  werden,  wenn 
man  in  diesen  Ausdrücl<cn  für  i]^,  rjo,  .  .  .  rin  die  Quadraturen  ?',, 
ig,  ...  4  um  die  ivillhürlichen  Constanten  c, ,  c.2,  ...c^  vermehrt, 
die  AnsdrücJce 

de}'' r  c/\^. c 7f^  '     de/' •de/'-'.,  dc^^'k  '  " '  a<-/''  dcj- ... c c/* 

wiederttm  für  willkürliche  Werthe  der  Constanten  q,  c.2,  •  •  •  c^ 
gusammcngehörige  Integral  Systeme  des  zu  (1)  gehörigen  reducirtcn 
homogenen  linearen  Diffcrentialgleichnngsystems  (17)  bilden; 
setzt  man  sämmtliche  Constanten  gleich  Null,  so  erhält  man 
als  ein  particuläres  Integralsystem  dieses  reducirten  Differential- 
gleichungsystems die  AusdrücJce 

ivobei  das  reducirte  Di/ferentialgleichungsystem  zugleich  das  vor- 
gelegte ist;  wenn  das  letztere  selbst  schon  ein  homogenes  war. 

4,  Greifen  wir  nun  eine  der  Quadraturen  «V  heraus,  so 
werden  wir  also  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  für  das 
reducirte  System  (17)  die  folgenden  n  particulären  lutegral- 
sjsteme  erhalten 


(18) 


drii 

a>?2 

d'+W 

^"+^/„ 

di:+' ' 

bi:+'  ' 

die  nach  den  früher  bewiesenen  allgemeinen  Sätzen,  da  nur 
n  simultane  Fundamentalsysteme  von  Integralen  für  die 
Diilerentialgleichungen  (17)  bestehen  können,  durch  Glei- 
chungen von  der  Form  mit  einander  verbunden  sein  müssen: 


(19) 
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in  deuen  a^,  «j ,  .  .  .  «„  Constanten  bedeuten,  und  diese 
(jleichungen  müssen  offenbar  in  den  in  ihnen  vorkommenden 
Grössen  /\,  i^,.-.  4  identisch  sein,  da  rj^^ ,  r]2,  .  ..rjn algebraische 
Functionen  von  x,  i^,  i^ ,  ...ik  sind,  und  im  entgegen- 
gesetzten Falle  sich  gegen  die  Voraussetzung  algebraische 
Beziehungen  zwischen  den  Quadraturen  i\  ,  i^,  ..  .4  ergeben 
würden.      Fasst  man  nun  eine  dieser  Gleichungen  z.  B. 

(20)  «0  T^f  +  «1  — ^  H h  a„  ^  =  0 

auf,  so  kann  diese  wegen  ihrer  Identität  in  all'  den  Grössen, 
die  sie  enthält,  als  eine  Differentialgleichung  n  -\-  1'"  Ord- 
nung mit  der  unabhängigen  Variabein  ?,.,  der  abhängigen 
Variabein  rj^  und  den  constanten  Coefficienten  «q,  .  .  .  a„ 
aufgefasst  werden,  welche,  da  rj^  algebraisch  von  ir  abhängen 
sollte,  ein  algebraisches  Integral  haben  würde.  Da  aber 
nach  den  im  Abschnitte  I.  dieses  Kapitels  gegebenen  Aus- 
einandersetzungen von  der  Eindeutigkeit  der  Integrale  linearer 
Differentialgleichungen  singulare  Funkte  der  unabhängigen 
Variabein  ir  nur  diejenigen  sein  können,  welche  es  für  die 
Coefficienten  der  Differentialgleichungen  sind,  diese  aber  hier 
Constanten  waren,  so  folgt  zunächst,  dass  für  alle  im  End- 
lichen gelegenen  Punkte,  für  welche  rj^  nebst  seinen  n  ersten 
Ableitungen  beliebig  gegebene  endliche  Werthe  annehmen 
soll,  die  Integrale  um  diese  Punkte  herum  endlich,  stetig  und 
eindeutig  sein  müssen*).     Daraus  folgt  sogleich,  dass  rjg  sich 

*)  Wir  disciitiren  hier  nach  den  früher  auseinandergesetzten  all- 
gemeinen Principien  die  Form  der  Integrale,  die  wir  später,  da  das 
Difl'erentialgleichungsystem  constante  Coefficienten  hat,  allgemein  wer- 
den angeben  können. 
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durch  eine  ^ladaurin^ sehe  Reihe,  welche  für  alle  Werthe  von 
ir  convergent  ist,  darstellen  lasse  und  somit,  da  es  eine 
algebraische  Function  von  v  sein  sollte,  eine  ganze  Function 
dieser  Grösse  sein  wird 

Aber  es  ist  auch  leicht  zu  sehen,  dass  r]^  höchstens  vom 
«*^"  Grade  in  Bezug  auf  i,-  ist;  denn  wäre  es  vom  n  -\-  p^^ 
Grade,  so  würde  aus  der  Gleichung  (20)  durch  Einsetzen 

Kq  =  cc^  =  '  •  •  =  Un  =  () 

sich  ergeben,  was  ausgeschlossen  ist. 

Wir  erhalten  daher  den  folgenden  Satz: 

Wenn  ein  System  von  n  linearen  homogenen  oder  nicht 
homogenen  Differentialgleichungen  ein  algebraisch  irrediictihel 
von  X,  den  Coefficienten  des  Diffei'entialgleichungsystems  (1),  den 
algebraisch  von  einander  imahliängigen  Quadraturen  i^ ,  i^,  ...  4 
und  den  algebraischen  Functionen  von  x 

Si  ,   52  ,    ...Sk,  fi  (Si)  ,  fiiSi)  ,   ...  fkiSf,) 

abhängiges  Integralelement  rj^  besitzt,  so  miiss  dieses  eine  ganze 
Function  dieser  Quadraturen  sein,  ivelche  keine  derselben  in 
einem  höheren  Grade  als  dem  w*^"  enthält. 

Es  mag  noch  hinzugefügt  werden,  dass,  wenn  das  ur- 
sprüngliche Differentialgleichuugsystem  selbst  ein  homogenes 
war,  man  statt  des  Integralsystemes  (18)  des  reducirtcn 
Differentialgleichungsystems  die  Zusammenstellung 


(21) 


wählen  konnte,  und  wenn  man  nun  hierauf  genau  dieselben 
Schlüsse  wie  oben  anwendet,  so  sieht  man  sogleich, 

dass  im  Falle  der  Homogcueitüt  des  linearen  Differential- 
gleichung systemes  {\)  die  ganze  Function  tji  der  Transcendentcn 
h  1  hf  '  •  '  4  keine  derselben  in  einem  höheren  Grade  als  dem 
n  —  l*ö»  enthalten  ivird. 


Vi, 

V2, 

.  .  V" 

dvi 

^ 

s% 

dir' 

dir  ' 

dir 

d'% 

d'ri. 

^'\ 

Idir"' 

dir''' 

dir'' 
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Beachtet  man  nun,  dass  die  Coefficienten  der  einzelnen 
Glieder  dieser  ganzen  Functionen  der  Quadraturen  alge- 
braische Functionen  von  x  sind,  und  dass  man  durch  succes- 
sive  Differentiation  nach  diesen  Transcendenten  *i ,  .  .  .  ik  nach 
dem  oben  bewiesenen  Satze  Elemente  simultaner  Integral- 
systeme des  reducirten  linearen  Differentialgleichungsystems 
erhält,  so  folgt,  da  man  so  oft  differentiiren  kann,  bis 
man  zu  einem  jeden  Coefficienten  jener  ganzen  Function  der 
Transcendenten  gelangt, 

dass  unter  den  gemacJiten  Voraussetzungen  das  reducirte 
lineare  Differentialgleichimgsystem  algebraische  Integralsysteme 
besitzen  imiss, 

welche  jedoch  auch  in  Constanten  übergehen  können. 

Hat  somit  das  reducirte  Differentialgleichungsystem  keine 
algebraischen  Integrale  —  die  auch  Constanten  sein  können  — 
so  kann  auch  das  ursprüngliche  keine  Integrale  besitzen,  tvelche 
algebraisch  aus  Quadraturen  algebraischer  Functionen  zusammen- 
gesetzt sind. 

5.  Wir  wollen  diese  Betrachtungen  mit  der  Herleitung 
einiger  wichtigen  Eigenschaften  linearer  Differeutialgleichung- 
systeme  mit  einem  algebraischen  Integralsysteme  beschliessen. 

Wenn  in  einem  Systeme  homogener  linearer  Differential- 
gleichungen 

d^  ^  ^11  ^1  +  ^12  ^2  H +  ^m  yn 


(22) 


-^  =  ^21  2/l    +  ^22  ^2  H h  ^2«  yn 


alle  Coefficienten  rationale  Functionen  von  x  sind,  und  es  ist 
ein  Integralelement  y^^  eine  algebraische  Function  von  x,  so 
werden  sich 

(23)  -•''"       ^'-^"      .  .  .  ^~^2/n. 

^     ^  dx   }      dx*,'  dx'*~^ 

als  Ableitungen  einer  algebraischen  Function  bekanntlich  als 
ganze  Functionen   von  ?/,,   mit   in  x   rationalen   Coefficienten 
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ausdrücken  lassen  und  von  einem  Grade  in  y^^ ,  der  um  eine 
Einlit'it  kleiner  ist  als  der  Grad  der  die  algebraische  Function 
y^  definirenden  irreductibeln  Gleichung.  Da  aber  die  Ab- 
leitungen (23),  wie  durch  Differentiation  der  ersten  der  Glei- 
chungen (22)  mit  steter  Benutzung  der  übrigen  Gleichungen 
desselben  Systems  folgt,  sich,  wenn  die  zu  y^^  gehörigen 
Elemente  eines  Fundamentalsystems  mit  y^^,  ^13,  ...  «/i«  be- 
zeichnet werden,  als  lineare  Functionen  von  ?/,i,  ?/,^, ,  ^,3 , 
.  .  .  yin  mit  in  x  rationalen  Coefficienten  ergeben,  so  werden 
im  Allgemeinen*)  die  zu  ^u  gehörigen  Infegralelemenie  eines 
Systems  sämmtlich  ganze  Functionen  von  ?/,,  mit  in  x  rationalen 
Coefficienten  sein,  die  wir  in  der  Form  darstellen  wollen 

(24)  yn,yv2=*\(.^,yn), Vi3=r^(''^,yn), ■  ■  ■yu=='>-n-i{x,yu)- 

Sei    nun    die    irreductible    algebraische    Gleichung,    von 
welcher  y^^  eine  Lösung  ist 

(25)  r  +  B,  (x)  yv-i  +  .  .  .  _|_  J7,,(^)  _  0 , 

so  werden,  da  das  Differentialgleichungsystem  (22)  durch  die 
Werthereihe  (24)  befriedigt  werden  soll,  wenn  wir 

rf.,,      QiK^^yu):    ^^  —      ^^      —  Q-2\p^,yu),  ■■■ 


dy^,,         dr^_^{x,y^,) 


dx  dx 


=  9'<{^^yn) 


setzen,  worin  offenbar  die  q„  wieder  ganze  Functionen  j'—  l'*"" 
Grades  von  ?/jj  mit  in  x  rationalen  Coefficienten  sein  werden, 
die  Gleichungen 


(26) 


(9i(^>yn)  =  --^nyu-\-^'h2'>'i(^,yn)-\ \-Aur„^i(x,yi^) 

QÄ^,  yn)  =  Ai ?/i  1  +  ^22>*i(^, yu)-\-  •  ■  +  A.2nr„-i {x,  f/iO 


9"(^j//u)  =  ^"i//n+^"a''i(-^^:'/ii)H \-A„„r„_i(x,yii) 


für   alle   x   erfüllt   sein.     Da    aber    die   q-   und    /--Functionen 
nur  ganze  Functionen  vom  v  —  V^^  Grade   in  y,i  waren,   so 

*)  wieder  mit  der  oben   in  Hciroft'  der  Zerftlllbarkeit  des  Systems 
gemachten  Beschränkung. 
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werden  die  Gleichungen  (20)  wegen  der  Irreductibilität  der 
Gleichung  (25)  in  i/ij  identisch  sein  müssen,  und  somit  auch 
für  jede  andere  Lösung  von  (25)  befriedigt  werden,  d.  h.  wenn 
wir  irgend  eine  andere  Lösung  dieser  Gleichung  mit  y^^  be- 
zeichnen, so  werden  der  Werthereihe  (24)  entsprechend  auch 

ein  Integralsystem  der  gegebenen  Differentialgleichungen  (22) 
bilden. 

Nun  können  entweder,  da  k  die  Werthe  1,  2,  . .  .  v  an- 
nehmen kann,  die  so  sich  ergebenden  v  Integralsjsteme  alle 
selbständigen,  d.  h.  nicht  durch  homogene  lineare  Relationen 
mit  constanteu  Coefficienten  verbundenen  algebraischen  Inte- 
gralsysteme in  sich  schlies.sen,  oder  es  giebt  noch  andere 
erste  algebraische  Elemente  eines  Fundamentalsystems;  ist 
das  letztere  der  Fall,  so  wird  wieder  eine  der  Gleichung  (25) 
analoge  irreductible  Gleichung 

(28)  y"  -f  l\  {x)  y"-^  +  •  •  .  +  P,  (o;)  =  0 

existiren,  deren  sümmUiche  Lösungen  wiederum  Elemente 
algebraischer  Integralsysteme  der  Differentialgleichungen  (22) 
bilden,  und  es  könnten  nun  alle  ersten  algebraischen  Elemente, 
die  nicht  durch  constante  Coefficienten  homogen  linear  mit 
einander  verbunden  sind,  durch  die  beiden  Gleichungen  er- 
schöpft sein;  ist  dies  nicht  der  Fall,  so  bildet  man  eine  neue 
der  Gleichung  (28)  analoge  Beziehung  u.  s.  w.  Multiplicirt 
man  nun  alle  diese  Gleichungen  (25),  (28)  u.  s.  w.  mit  ein- 
ander, so  erhält  man  eine  algebraische  Gleichung  von  der 
Form 

(29)  y^  +  ^,{x) y"-'  +  .  .  .  +  9?„(a;)  =  0 , 

worin  9ti(a;),  .  .  .  '^\a{x)  rationale  Functionen  von  x  bedeuten, 
und  von  welcher  alle  ersten  selbständigen  aljjebraischen 
Integralelemente  der  Differentialgleichungen  (22j  Lösungen 
sind,  während  alle  übrigen  Lösungen  ebenfalls  erste  Elemente 
algebraischer  Integralsysteme  dieser  Ditfereutialgleichuugen 
bilden,  und  es  ist  klar,  dass  diese  Gleichung  nicht  zwei 
gleiche  Lösungen  hat,  da  sie  aus  verschiedenen  ineductiheln 
Polynomen  durch  Multiplication  entstanden  ist. 


190  Drittes  Kapitel. 

Nennt  man  somit  die  a  verschiedenen  Losungen  der  Gleich- 
ung (29) 

Vn  >   V21,   •  •  •  Voi  , 
und  bildet 

(30)  ^1  =  CiT^i,  +  c,??2i  H \-Corjci, 

so  sind  alle  durch  (30)  dargestellten  M^erthe  für  willJcürliche 
Werthe  der  c^ ,  .  . .  c„  erste  algehraische  Integralelemente  der 
Bifferentialgleiclmngen  {22),  und  andere  giebt  es  nicht. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  sämmtliche  Integraleleiiiente 
des  linearen  Dilferentialgleichungsystems  algebraische  Func- 
tionen von  X  sind,  so  wird  6  ^  n  sein,  und  also  entweder 
alle  6  =  n  Lösungen  der  Gleichung  (29)  Fundamentalel- 
emente liefern,  oder  wenn  6  >  «,  so  werden  G  —  n  Lösungen 
linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  die  n  Fundamental- 
elemente oder  die  entsprechenden  n  Lösungen  von  (29)  dar- 
stellbar sein.  Da  in  Folge  dessen  jedenfalls  y^  in  eine  lineare 
homogene  Function  der  Form  umgesetzt  werden  kann 

(31)  i/i  =  Cji^ii  +  Ci7?2i  H h  (^nnm , 

worin  Cj ,  C.^,  .  .  .  Cn  willkürliche  Constanten,  und  rji^,  ?;oj, 
.  .  .  rjni  die  n  algebraischen  Fundamentalelemente  sein  mögen, 
so  folgt  aus  den  Auseinandersetzungen  des  ersten  Kapitels 
(Abschnitt  IL),  dass  sich 

(32)  r/11,    ^21,    -"Vnl 

durch  das  für  eine  willkürliche  Wahl  der  C^,  C^,  .  .  .  Cn  defi- 
nirte  algebraische  Integral  y^  rational  ausdrücken  lassen  mit 
Hülfe  der  Coefficienten  der  die  Grössen  (32)  definirenden  al- 
gebraischen Gleichungen  also  rationaler  Functionen  von  x, 
und  da  alle  ersten  Integralelemente  des  gegebenen  Diffe- 
rentialgleichungsystems in  der  Form  (31)  darstellbar  waren, 
so  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 

Wenn  alle  Integralelemente  eines  homogenen  linearen  Diß'e- 
rentialgleichungsystons  mit  rationalen  Coefficienten  algebraische 
Functionen  sind,  so  besitzen  dieselben  ein  Integralelement,  durch 
ivelches  sich  alle  anderen  rational  ausdrüclrn  lassen. 

6.  Lassen  wir  jetzt  die  Bedingung  fallen,  dass  die  Coeffi- 
cienten des  Difierentialgleichuugsystems  (22)  rationale  Func- 
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tionen  von  x  seien  und  setzen  dieselben  wieder  als  beliebig 
gegebene  algebraische  Functionen  voraus,  so  wird  ein  al- 
gebraisches Integralelement  ?/ji,  das  im  Allgemeinen  nach 
den  eben  gemachten  Auseinandersetzungen  ein  gleichartiges 
algebraisches  Tntegralsystera  nach  sich  zieht,  als  die  Lösung 
einer  mit  Adjungiruug  von  x  und  der'Coefftcienten  Au^i  des 
Diö'erentialgleichungsystems  (22)  irreductibeln  Gleichung  von 
der  Form   aufgefasst  werden  dürfen 

(33)       ?/■  +  7?,  {x,  Aa,,) if-'  H \-Iir.{x,  X^)  =  0 , 

worin  die  Functionen  R^,  ...  liv  rationale  Functionen  von  x 
und  der  algebraischen  Coefficienten  des  Differentialgleichung- 
systems bedeuten. 

Da  nun  die  Differentialquotienten  von  Au;i  bekanntlich 
rationale  Functionen  von  x  und  Aaß  selbst  sind,  so  zeigen 
genau  dieselben  Schlüsse,  wie  die  oben  auf  die  Gleichung 
(25)  angewandten,  vermöge  der  angenommenen  Irreductibilität 
der  Gleichung  (33),  dass  sämmtliche  Lösungen  dieser  Gleichung 
wiederum  Elemente  algehraischer  Integralsysteme  der  Differential- 
gleiehungen  (22)  bilden. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  man  von  dem  Differential- 
gleichungsystem (22)  wüsste,  dass  dasselbe  n — 1  transcen- 
dente,  nicht  algebraisch  auf  einander  reducirbare  Systeme 
von  Fundamentalintegralen  und  nur  ein  algebraisches  mit 
jenen  simultanes  Fundamentalsystem  von  Integralen 

besitze,  welche  als  Lösungen  der  mit  Adjungirung  von  x 
und  Aa(i  irreductibeln  algebraischen  Gleichungen 


(34) 


ly[  +  F,,  {x,  ^„^)  7/;-i  -{....^Fu  (x,  X^)  =  0 
y!.  +  F.,^  (x,  Aa^)  y:-'  -] \-  F2y(x,  Aa^i)  =  0 


//;;  +  F,a  (x,  A.^,)  tf-'  H \-  F„.  {x,  ^„^,)  =  0 


definirt  sein  mögen,  deren  (iradzahl  v  nach  den  vorigen  Aus- 
einandersetzungen offenbar  als  eine  gemeinsame  betrachtet 
werden  darf. 
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Bezeichnet  man  nun  das  System  transcendenter  Funda- 
mentaliutegrale  mit 

^ai  j    ^-Ji)  ■  •  •  ^2« 
V        Y  V 

-^31  >     J-32>    •  •  •    ■'-'in 


J-iil  }     J-n2)    ■  .  ■    J-, 


nn  ) 


SO  wird  jedes  andere  Integralsystem  der  Differentialgleichungen 
(22)  die  Form  haben 


(35) 


[ni  =  Cy  Vn  +  c,  Toi  H v  Cr,  r„i 


und  also  auch  tj^  ,  r].,,  ---^n  ^iu  entsprechendes  algebraisches 
Lösungsystem  der  Gleichungen  (34)  bedeuten  dürfen.  Da 
aber  dann  gegen  die  Annahme  zwischen  den  analogen  trans- 
cendenten  Integralelementeu  eine  algebraische  Beziehung  statt- 
finden würde,  so  müssen,  wenn  rj^ ,  tj2,  ...  7j„  Lösungen  der 
Gleichungen  (34)  bedeuten, 

sein,  und  daher,  wenn  für  die  Gleichung 

(36)  yl  +  F,,  {x,  Aa^)  if-'  +  . . .  +  F^„  {x,  Ä.^,)  =  0 
die  Lösungen  mit  yio,  y^Q,  •  ■  ■  yv(>  bezeichnet  werden, 

(37)  iji,^  =  h^yio,  yzo  =  l^yu^,  •  •  ■  yvq  =  Kyiq 

sein  müssen,  worin  h,,  Jc^,  ...  k,.  Constanten  bedeuten. 

Ist  nun  der  erste  nicht  verschwindende  Coefticient  der 
Gleichung  (36)  der  A*®,  so  wird  die  Summe  der  Combiuationen 
der  Lösungen  der  Gleichung  (36)  zur  A*"'  Klasse 

(38)  Kyl^=^F,,{x,Ä„^) 

liefern,  worin  K  eine  Constante  bedeutet,  d.  h.  es  wird  y/i^, 
die  Lösung  einer  binomischen  Gleichung,  also  die  A'"  Wurzel 
aus  einer  in  x  und  A„^i  rational  zusammengesetzten  Func- 
tion sein. 
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Wir  finden   somit, 

dass,  ivenn  ein  algebraisches  homogenes  lineares  Differential- 
gleichnngsystem  w**^'  Klasse  n  —  1  algebraisch  von  einander  un- 
abhängige transcendente  Integralsysteme  und  nur  ein  algebraisches 
mit  jenen  simidtanes  Funda mentalsystem  von  Integralen  besitzt, 
die  Elemente  dieses  letzteren  nothwendig  die  Lösungen  binomischer, 
in  der  Variabein  x  und  den  Coefficienten  der  Differentialgleichungen 
rationaler  Gleichungen  von  demselben  Grade  sind,  also  durch 
Wurzelzeichen  aus  Functionen  von  diesem  Charakter  dargestellt 
werden  können . 

Es  folgt  daraus, 

dass,  wenn  ein  homogenes  lineares  Differentialgleichung- 
system 2**'  Klasse  ein  transcendentes  und  ein  algebraisches  System 
von  Fundamentalintegralen  besitzt,  das  letztere  sich  durch  Wurzel- 
zeichen aus  Functionen  darstellen  lässt,  ivelche  rational  aus  x 
und  den  Coefficienten  der  Differentialgleichungen  zusammen- 
gesetzt sind. 


K  <>(■  11  ig  s  1p  e  rge  r,  Li  lirlmcli.  13 


Viertes  Kapitel. 

lieber  die  analytischen  Ausdrücke  für  die  Integrale 
algebraischer  Difl'erentialgleichungsysteme. 


I.   Ueber  Diüerciitialgieicliuiigsysteme  erster  Klasse  von 

der  Form    ^  =  fix). 

dx       '  ^  ^ 

Nachdem  wir  im  Vorhergehenden  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften beliebiger  Differentialgleichimgsysteme  sowie  ein- 
zelner umfassender  und  besonders  wichtiger  Klassen  solcher 
Systeme  entwickelt  haben,  gehen  wir  dazu  über,  uns  die 
Frage  vorzulegen,  welcher  Art  die  analytischen  Ausdrücke 
sind,  die  als  Integrale  eines  Differentialgleichungsystems  be- 
zeichnet wurden  oder,  wie  man  sich  gewöhnlich  ausdrückt, 
die  Methoden  für  die  Integration  von  Differentialgleichungen 
auseinanderzusetzen,  wobei  für  den  vorliegenden  Zweck  nur 
solche  Methoden  zur  Sprache  kommen  sollen,  welche  zur 
Behandlung  umfassenderer  Arten  von  Differentialgleichungen 
gleichmiissig  dienen  und  nicht  auf  speciellen  Kunstgriffen, 
wie  sie  einzelnen  Differentialgleichungen  angepasst  sind, 
beruhen. 

1.  Wir  wollen  uns  ziniüchst  mit  algebraischen  Diffe- 
rentialgh'ichungsystemen  erster  Klasse  beschäftigen,  welche 
allgemein  die  Form  haben 

worin    f  als    algebraisch    irreductible    Function    der    beiden 
Variabein  x  und   //  betrachtet  werden  darf,  oder 
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worin  q)^,  9)3 ,  .  •  .  <Pn  rationale  Functionen  von  x  und  y  be- 
deuten, und  von  diesen  Differentialgleichungen  wiederum 
zuerst  die  einfachste  Art  derselben,  nämlich  die  in  der  Form 

(3)  'll  =  /W 

oder 

(4)  i^+<,Mi^-'+-  +  <f.-.(^  +  ^J^  =  o 

enthaltenen   herausgreifen,    deren   Integrale    man    durch   das 

Zeichen 

(5)  y=l  t\x)  dx 

darstellt,  und,  wie  wir  schon  früher  hervorgehoben  haben, 
Quadraturen  nennt. 

Da  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichungen 
(3)  oder  (4)  nur  eme  willkürliche  Constaute  enthält,  y  aber 
um  eine  beliebige  additive  Constante  vermehrt  die  Differen- 
tialgleichung unverändert  lässt, 

so  erhält  man  das  allgemeine  Inteyral  von  (3),  indem  man 
irgend  ein  partiaüäres  Integral  um  eine  beliebige  additive  Con- 
stante vermehrt. 

Wenn  fix),  wie  es  in  (5)  der  Fall  ist,  eine  algebraische 
Function  bedeutet,  so  ivird  die  dazugehörige  Quadratur  im  All- 
gemeinen ein  ÄbeVsches  Integral  genannt. 

Man  bezeichnet  eine  solche  Quadratur  auch  gewöhnlich, 
gleichgültig  ob  /'(x)  algebraisch  oder  trausceudent  ist,  als 
ein  unbestimmtes  Integral,  und  man  erkennt  aus  der  Definition 
einer  solchen  Quadratur  zugleich  unmittelbar, 

dass  die  Quadratur  einer  Summe  von  Functionen  gleich 
ist  der  Summe  der  Quadraturen  der  einzelnen  Functionen. 

Bestimmt  man  der  Differentialgleichung  (3)  gemäss  nach 
früheren  Auseinandersetzungen  für  den  nicht  singulären  W'erth 
X  =  x^  den  Werth  y  =  0  für  das  Integral,  und  setzt  die 
Function  in  einer  beliebigen  von  .r,,  aus  gezogenen  Linie, 
auf  welcher  kein   singulärer  Punkt  von  /"(.t)  liegt,  durch  Er- 
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mittlüiis  der  successiven  Increinente  fürt,  so  erliült  man  nach 
P'rüherem  ein  particulärcs  Integral,  das  man  gewöhnlich  das 
hcdimmte,  von  der  unteren  Grenze  x^  bis  zur  oberen  Grenze  x 
genommene  Integral  von  fix)  nennt  und  mit 


-fn^) 


dx 


bezeichnet,  ivobei  die  von  Xq  nach  x  laufende  Curve  der  Inte- 
grationsiveg  genannt  wird,  und  diese  Definition  ist  offenbar 
ideutiscli  mit  der  durch  die  Gleichung 

y  =„Ü:"^  ( f(x^)  dx,  +  fix, )  dx,  +  f{x, )  dx.,  H f-  fix,:)  dx„  ] 

gegebenen,  in  welcher  a;^,  x,,  .  .  .  Xn  unendlich  viele  auf- 
einander folgende,  auf  der  gegebenen  von  x^^  nach  x  laufen- 
den Curve  gelegene  Punkte  bedeuten,  von  denen  der  Voraus- 
setzung nach  keiner  ein  singulärer  ist. 

Fixirt  man  auf  dem  Integrationswege  einen  Punkt  a,  so 
erhält  man  für  y  nicht  mehr  eine  Function  von  x,  sondern 
eine  Constante 


V=Jfi^)' 


welche  den  speciellen  Werth  des  particulären  Integrales  für 
X  =  a  angiebt. 

Was  zunächst  die  einfachste  Art  von  Differential- 
gleichungen der  Form  (3)  betrifft,  in  welchen  nämlich  fix) 
eine  ganze  Function  von  x  darstellt,  so  ist  unmittelbar  zu 
sehen,  dass  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

^^'^  di  ^  ^'"  +  ^^i  ^  +  ^-'  •*'  "^ •" "'"  ^"" 

die  Forin   hat 

(7)       ?y  =  .  -f-  «„^  +  I  X'  +  «^  ;,.^  +  . . .  +  ^^^"j;  ^  x"'+^ , 

wie   durch  Einsetzen   in   (6)    unmittelbar  folgt,    wenn  c  eine 
willkürliche  Constante  bedeutet,  oder  anders  ausgedrückt, 

die  Quadratur  einer  ganzen  Function  7>/'''°  Grades  ist 
wiederum  eine  ganze  Function  und  zwar  vom  ni  -{-  1'"'  Grade. 
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Ist  f{x)  in  der  Gleichung  (3)  eine  rational  gebrochene 
Function,  so  wird  sich  die  Aufsuchung  des  Integrales  dieser 
DiiferentialgleicLung,  wie  wir  sogleich  zeigen  wollen,  zurück- 
führen lassen  auf  die  Integration  von  ähnlich  gestalteten  ein- 
facheren Fundaiuentalformen  solcher  Differentialgleichungen, 
nämlich 

(8)  ^=-^ 

^    ^  dx         X  —  a 

und 

'*■*'  (a;  —  «)' 

worin  ^  eine  positive  ganze  Zahl  grösser  als  die  Einheit  ist. 
Es   lässt   sich   nämlich,    wie   in   den   Elementen   gezeigt 
wird,  jede  gebrochene  irreductible  rationale  Function 

■    ''/'(*■)  ' 
worin 
(10)  \\)  {x)  =  /.:  {x  —  «,)""  {x  —  tt^)'"^    ■■{x  —  a,,)"'cj , 

li  eine  Coustante,  «j ,  «^ ,  .  .  .  «„  von  einander  verschiedene, 
reelle  oder  complexe,  NuUwerthe  der  Function  ^{x)  und 
Wi ,  m.^ ,  .  .  .  m^  ganze  positive  Zahlen  bedeuten,  in  folgender 
Form  in  Partialbrüche  zerlegen 

*^  ^^       W)  =  ^0  +  «1  '^'  +  «2*-'  H V  «^^'• 


I  -^81  1         ^22_.  1      l_  ^^2W2 


(.c  — «2)-                 (.c_„^y"i 
+ 

a;  -  ap    "■     (x-ap)'-    '        ~'~  (.c_„„)»'p  ' 

worin  «„,  ...a^,  ^1,^,  ...  -^p»,,^  Constanten  sind.    Hieraus  er- 
giebt  sich  schon  unmittelbar,  dass  die  Quadratur 

sich  auf  die  Quadratur   der   ganzen   Function  a^^,-\-  a^x  -{-  ■•■ 
-\- a^x^j  die  vorher  ausgeführt  worden,  und  auf  eine  Summe 
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von  EiiizelquadraUiren  reducirt,  die  sänimtlich  Integrale  von 
DiltVrentialglciLliuugen    der  Form  (8)  und  (9)  sind,   so   dass 
wir  uns  somit  nur  mit  der  Integration  dieser  letzteren  beiden 
Differentialgleicliungen  zu  beschäftigen  haben. 
Was  zunächst  die   Differeutialfjleichuuir 

(12)  ^^'/ =  ._.!„_ 

dx  (x-aY' 

angeht,  in  welcher  ft  >  1  ist,  so  ist  durch  Einsetzen  un- 
mittelbar zu  erkennen,  dass 

(13)  !f=       '    ^7— ^T  +  ^ 

das  allgemeine  Integral  derselben  ist. 
Die  Differentialgleichung 

(14)  '^y  =  -J-: 

^      ^  ax         X  —  ex 

hat  jedoch  kein,  in  derartigen  geschlossenen  algebraischen 
Formen  darstellbares  Integral,  und  da  dieselbe  dadurch,  dass 
man  x  statt  x  —  a  substituirt,  in 

(15)  t-^  =  A 
^      ^  ax  X 

übergeht,  so  wird  es  sich  also  nur  um  die  Integration  der 
Gleichung  (15)  handeln.  Man  nennt  nun  dasjenige  particuläre 
Integral  dieser  Differentialgleichung,  welches  für  x  =  1  den 
Wertli  Null  annimmt,  den  Logarithmus  von  x,  und  bezeichnet 
dasselbe 

(16)  y  =  \o<yx. 

Diese  Function  tritt  somit  als  Integral  der  Differential- 
gleichung (15)  auf,  und  ihre  Eigenschatten  werden  aus  der 
Natur  der  sie  definireuden  Differentialgleichung  zu  ermitteln 
sein.  Jedenfalls  ist  durch  diese  Einführung  mit  Rücksicht 
auf  Gleichung  (11)  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
gleichung 

ax        ipw 
in  der  Form   darstellbar 
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(18)     7/  =  c  +  a,,x  +  ;■  a--^  +  •  •  •  +  ^7  x'-+' 

1  A,.,  1 


+  y1,,  log(a;  — «ij  — ^1^ 


^  a;  —  oTj  2     (a;  —  a^)'^ 

Alm,  1 


+  Ai  log(a:  -  «2)  —  ^,.2  „ 


w,  —  1    (ar— a,)"''~^ 

1  Jj3  1 


t'  —  ag  2     (x  —  cfj)* 

^2«j,  1 


m.,  —  1  (a;  — a,f 
+ 


-^  A.,i\og{x  —  a.) 


Aqz         1 

^  (a;  —  ao)" 


m^  —  1  {x-a^^Q-^' 

und   wir  erhalten  somit  den   Satz, 

dass  die  Quadratur  einer  jeden  rationalen  Function  sich 
durch  rationale  Functionen  mid  Logarithmen  von  ganzen  linearen 
Functionen  der  Variahein  additiv  darstellen  lässt, 
oder  anders  ausgedrückt, 

die  Integration  der  Differentialgleichimg 

äy  ^^  cp{x) 
dx        ip{x)' 

ivorin  (p(x)  und  tp{x)  ganze  Functionen  von  x  sind,  lässt  sich 
auf  die  Integration  der  Differentialgleichung 

dy  _   1 
dx  X 

zurücJcfidtren. 

Die  Natur  der  logarithmischen  Function,  als  Integral  der 
Dififereutialgleichung(15)  aufgefasst,  lässt  sich  nun  nach  den  oben 
entwickelten  allgemeinen  Sätzen  leicht  ermitteln.  Da  die  rechte 
Seite  der  Differentialgleichung  überall  eindeutig  und  nur  iur 
a;  =  0  unendlich  ist,  so  ist  der  Nullpunkt  der  einzige  im  End- 
lichen gelegene  singulare  Punkt.  Betrachtet  man  nun  den 
Punkt  X  =  1,  für  den  log  x  den  Werth  Null  annehmen  sollte, 
so  wird  nach  den  früheren  Sätzen  log  x  in  der  Umgebung 
von  X  ^  1    und  zwar    in   einem    Kreise    bis   zum    siuuuläreu 
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Puukte  X  =  0  hin  sich  uach  positiven  steij^enden  Potenzen 
von  X  —  1  entwickeln  lassen,  und  es  lautet  die  Entwicklung, 
wenn  man  die  successiven  Differentialquotienten  aus  der  Glei- 
chung (15)  berechnet, 

ao)  \ogx={x-i)-i,{x-iy-\-i-{x-iy-\{x-\/-\-..-, 

und  nach  den  früher  angegebenen  Frincijiien  kann  man  nun 
log  X  über  die  ganze  a;-Ebene  hin  in  i'otenzreihen  fortsetzen. 
Um  eine  charakteristische  Eigenschaft  der  logarithmischen 
Function  unmittelbar  aus  der  Differentialgleichung  (15)  her- 
zuleiten, bemerke  man,  dass  für  zwei  willkürliche  Werthe  Xi 
und  X2  der  unabhängigen  Variabein  sich  nach  (15) 

d  log  Xi  =  — -     und      (/log  X2  =  —^, 

und  aus  diesen  beiden 

d{\ogXi  -f  loga;^)  =  ^  +  ^  =  ^(^1  ^aiogx.x^ 

ergiebt,  und  mau  erhält  somit,  wenn  man  berücksichtigt,  dass, 
wenn  die  unabhängige  Variable  den  Werth  1  annimmt,  die 
logariihmisclie  Function  verschwinden  sollte,  die  Fuuctional- 
beziehung 

log  x^  -\-  log  X.2  =  log  x^x^ . 

Es  bleibt  uns  somit  für  die  Discussion  der  Differential- 
gleichung nur  noch  zu  untersuchen  übrig,  welche  Werth- 
veränderung  das  Integral  der  Differentialgleichung  (15)  er- 
leidet, wenn  die  unabhängige  Variable  x  den  singulären 
Puukt  X  =  0  umkreist;  da  aber  in  diesem  Falle,  wenn  x 
den  Nullpunkt  in  einem  Kreise  mit  dem  Kadius  r  umzieht, 
diese  Variable  in  die  Form 

X  =  r(cos  9)  -f-  /  sin  (p) 

gesetzt  werden  kann,  wobei  (p  die  reellen  Werthe  von  0  bis 
"Jn  dureliläiitt,  so  wird  in  Folge  der  oben  aufgestellten  Func- 
tioiuilgleicliung  der  Lauf  der  Function  bei  der  Bewegung 
ilt'r  unabhängigen   Variabein   um   den  Nullpunkt  durch 

//  =  log  r(cos  q)  -f-  /  sin  cp  1  =  log  r  -{-  log  (cos  (p  -j-  /  sin  cp) 

dargestellt   werden   kiMUH'ii.     Da   al)er  l'ür 
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z  =  COS  (f>  -f-  l  sin  <jD    oder    dz  =  ? (cos  q)  -\-  i  sin  (p)  dq)  =  iz  d(p 

sich 

d{i<p)  1 

dz  z 

ergiebt,  und  für  q  =  0  z  ==  1  ist,  so  wird  nach  der  Defini- 
tion der  logarithnoischen  Function 

iqo  ==  log  z  =  log  (cos  (p  -\-  ^  sin  (p) 

sein,  und  somit  v/  in 

y  =  log  r  +  i(p 

übergehen.  Hieraus  folgt  aber  sogleich,  dass  bei  einer  jedes- 
maligen Umkreisung  des  NuUimnMes  die  logarithmische  Function 
um  27ti  zunimmt,  und  dass  dieselbe  somit  eine  unendlich  viel- 
deutige ist. 

2.  Lassen  wir  jetzt  für  die  Differentialgleichung  (3) 
die  Bedingung  fallen,  dass  f(x)  eine  rationale  Function  von 
X  ist,  und  fassen  dieselbe  wieder  als  allgemeine  algebraische 
Function  auf,  so  ist  zunächst  klar,  dass,  wenn  die  algebraische 
Function 

(20)  t  =  fix) 

oder  die  algebraisch  irreductible  Gleichung 

(21)  t'^f,{x)e-'-^---  +  f,{x)=^0, 

in  welcher  f^ix),  .  .  .  fu{x)  rationale  Functionen  von  x  sind, 
so  beschaffen  ist,  dass  sich  t  und  x  rational  durch  eine 
einzige  Variable  u  ausdrücken  lassen,  das  Problem  der  Inte- 
gration der  zugehörigen  Differentialgleichung,  die  nach  (3) 
und  (21)  die  Form  hat 

(22)      (^f+Aw(g)"-'+-  +  /;.w  =  o, 

auf  den  früheren  Fall  zurückführbar  ist.  Denn  da  der  Vor- 
aussetzung gemäss 

(23)  ^--^(n),    ^  =  ^(«) 

sein  soll,  worin  qp  und  tjj  rationale  Functionen  bedeuten,  so 
foly;t  aus  diesen  beiden  (ileichun<ren  die  Ditferrntialiileichung 
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(24)  ;|^=^(")9'w, 

und  somit  eine  Differentialgleichung  der  Form  (17),  deren 
Integral  aui' rationale  und  logarithmische  Functionen  führte;  sei 

(25)  y  =  F(u)  +  c 

das  gefundene  Integral,  so  wird  diese  Gleichung,  mit 

(26)  X  =  (p{u) 

zusammengestellt,  die  allgemeine  Integralljeziehung  zwischen 
y  und  X  für  die  Diö'erentialgleichung  (22)  liefern. 

Man  nennt  nun  bekanntlich  eine  algehraische  Function  t 
von  X,  welche,  die  Eigenschaft  hat,  dass  sie  seihst  wie  ihre  Variable 
sich  durch  eine  dritte  veränderliche  Grösse  rational  ausdrücken 
lassen,  eine  unicursale  algehraische  Function, 

und  wir  erhalten  somit  nach  den  obigen  Auseinander- 
setzungen den  nachfolgenden  Satz: 

Das  allgemeine  Integral  einer  Differentialgleichung 

g  =  /(-)- 

in  welcher  f(x)  eine  unicursale  algehraische  Function  hedeutct, 
lässt  sich  stets  in  dem  Sinne  durch  rationale  und  logarithmische 
Functionen  integriren,  dass  x  eine  rationale,  y  eine  rational- 
logarithmische  Function  einer  Hidfsvaridbeln  ist. 

Benutzt  man  nun  den  bekannten  algebraischen  Satz, 
dass,  wenn  t  eine  unicursale  algebraische  Function  von  x 
ist,  es  stets  eine  Variable  v  giebt,  durch  die  nicht  bloss  x 
und  t  rational  ausdrückbar  siiul,  sondern  die  auch  selbst 
uragekelirt  rational  durch  x  und  i  ausgedrückt  werden  kann, 
so  würde  sich  der  eben  ausgesprochene  Satz  auch  in  die 
folgende  Form  bringen  lassen: 

Das  allgemeine  Integral  der  ohigcn  ii)iicnrs(den  algehra- 
ischcn  Dijferentialgleuhnng  lässt  sich  stets  als  ralional-lognrith- 
mische  Function  einer  rationalen  Vcrhindung  der  loiahhängigen 
und  abhängigen  Va7-iaheln  ausdriicl'cn,  enthält  also  nur  die- 
jenige algthraische  Irrationalität,  die  in  der  I)ifferenfialglcic)iu)ig 
seihst  vorkam. 
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Daraus  folgt,  dass  jede'  Differentialgleichung  der  Form 

(27)  ^1  =  «  {x,  Va  +  bx  +  ^) , 

worin  o  eine  rationale  Function  der  eingeschlossenen  Grössen 
bedeutet,  in  der  angegebenen  Weise  integrirbar  ist;  denn 
setzt  man 

(28)  Yn  -\-bx-}-  c¥  =xy^  -^  u, 


oder  u  =  Ya  -\-  hx  -\-  cx^  —  a;  "j/c  , 
so  folgt  unmittelbar 


(29) 


X  = 


b  —  2  w  Yc 

b  —  iuVc 


also  auch 

(30)  a  {x,  ]/«  -\-  hx  -{-  cx'^)  =  R{n) , 
worin  li  eine  rationale  Function  bedeutet. 

Wir  finden  somit, 

dass  jede  Differentialgleichimg  der  Form  (27)  integrirbar 
ist  durch  rational -logaritlimische  Functionen  des  Argumentes 
Yo,  -\-  hx  -\-  cx^  —  a;  j/c  ,  so  dass  in  der  That  in  die  Argu- 
mente seihst  nur  diejenige  Irrationalität  eintritt,  die  scJion  in 
der  DifferentialgleicJiung  enthalten  ivar. 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  man  dasjenige  Integral 
der  Differentialgleichung 

^  =        ^ 

dx        yfTT^s' 

welches  für  x  =  0  selbst  verschwindet,  mit 

(31)  y  =  arc  sin  x 
bezeichnet. 

3.  Im  Allgemeinen  sind  nun  die  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung 

(32)  ^  =  A^). 
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worin  f{x)  eine  nicht  uuicursale  algebraische  Function  von 
X  bedeutet,  nicht  auf  algebraisch-logarithmische  Functionen 
zurückfülirbar;  ist  dies  jedoch  der  Fall,  so  wird  ein  dem 
eben  ausgesprochenen  Satze  ganz  ähnliches  allgemeines 
Theorem  gelten.  Denn  sei  das  Integral  y^  der  Ditferential- 
gleichung  (32)  durch  den  Ausdruck  gegeben 

(33)  y/,  =  F{x,  log  i\  ,  log  ^2 ,  ...  log  v„,) , 

worin  F  eine  algebraische  Function  der  eingeschlossenen 
Grössen,  v^,  v^,  .  •  .  v„t  algebraische  Functionen  von  x  be- 
deuten, so  wird,  weil  logt',,  .  .  .  log  r,„  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichungen 

^     ^  (ix  i?!   dx  '  dx  Vjj^    dx 

sind,  dieser  algebraische  Zusammenhang  nach  dem  letzten 
Satze  des  1.  Kapitels  jedenfalls  ein  linearer  von  der  Form 
sein  müssen 

(35)    </i  =  u  -f  Ai  log  Vi  +  ^2  log  v.^  -i h  A„,  loy  r,,, , 

worin  u  eine  algebraische  Function  von  x,  und  J, ,  A.^, 
.  .  .  Ajn  Constanten  sind. 

Benutzen  wir  ferner  den  in  Abschn.  VI.  4.  des  ersten  Kapitels 
entwickelten  Satz  für  unseren  Fall,  so  wird  sich,  weil  die  dortige 
Gleichung  (53)  hier  durch  (32)  zu  ersetzen  ist,  und  die  Inte- 
grale der  letzteren  sämmtlich  nur  um  eine  additive  Constante 
verschieden  sein  können,  die  Form  des  Integrales  (35)  in 
eine  einfachere  umsetzen  lassen;  bildet  mau  nämlich  eine 
algebraische  Function  t^ ,  welche  die  Lösung  einer  mit  Ad- 
jungiruug  von  x  und  t{x}  irreductibeln  Gleichung  d'*^"  Grades 

(36j         f^  +  xl>,  {x,  t\x))  ^<'-i  +  . .  .  +  ^4x,  fix))  =  0 

ist,  und  durch  welche  die  algebraischen  Functionen 

mit  Hülfe  von  x  rational  ausdrückbar  sind,  so  werden  nach 
dem  oben  angeführten  Satze,  wenn  mit  /, ,  t^,  ...f,\  die 
Lösungen  der  Gleichung  (3(5)  und  mit 

w  ,,(</)        ,.(rt)  ..{a) 
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die  der  Lösung  ta  entspreclienden,  aus  den  eben  hergestellten 
rationalen  Ausdrücken  hervorgehenden  Werthe  von  «,  ?, , 
^2  >  •••  ^'"  bezeichnet  werden,  die  Ö  Werthe  für  y 

[y,  =  H,  +  Ä,  log  t;(i)  +  A,  log  v[p  +  •  •  •  +  A„,  log  i;«^) 

Ik  =  ".  +  Ä,  log  vf  +  Ä,  log  yf)  +  •  •  ■  -h  A.,,  log  ?;f 
(37) 


y,,  =  n,  +  ^,  log  f(;"  +  ^.  log  f(/)  +  •  ■  •  +  .1„,  log  t;(,f' 

Integrale  der  Differentialgleichung  i?>2)  sein;  da  sich  diese 
aber,  wie  schon  hervorgehoben,  nur  um  eine  additive  Con- 
stante  unterscheiden  können,  so  erhält  man  durch  Addition 
der  Gleichungen  (37),  wenn  mau  von  einer  additiven  Con- 
stanten absieht,  mit  Rücksicht  auf  das  oben  bewiesene  Func- 
iionaltheorem  des  Logarithmus 

(38)        y,  =  \  ^^  u,  +  ^,^  log  v^^Kvf  . .  .  tf  -f  ••• 
1 

'        d  o     in        m  m    ' 

und  wenn  man  beachtet,  dass  sowohl 
*^  Ufj     als  auch     v<^^' .  v^f 


2 


i,(tJ) 


rationale  symmetrische  Functionen  der  Lösungen  t^,  L,  ...td 
der  Gleichung  (36)  sind,  sich  also  rational  durch  x  und  f(x) 
ausdrücken  lassen,  so  folgt  der  nachstehende  Satz,  der 
sich  später  als  specieller  Fall  eines  weit  allgemeineren  er- 
geben wird: 

Ist  das  Integral   einer   ulgehraischen  DijferentiaJgleichnng 
der  Form 

eine  aJgebraisch-logarithmischc  Function  von  x,  also  nothwendig 
von  der  Gestalt 

(39j  y,  =  u  +  A,  log  i-i  +  A.,  log  v., -\ (-  A,„  log  r,„ , 

worin    n,  t', ,   i\, ,  .  .  .  v„,    algebraische  Functionen    von   x,    und 


206  Viertes  Kapitel. 

Äj^,  A2,  ...  Am  Constanten  sind,  so  lässt  sich  dieses  Integral 
stets  auf  die  Form  bringen 

(40)   u,  =  U  +  ^;  log  V,  +  ^-  log  F,  +  .  .  •  +  f  log  F,„ , 

worin  d  eine  ganze  positive  Zahl ,  und  U,  V^,  Fg ,  . .  .  F„ 
rationale  Functionen  von  x  und  f{x)  sind,  also  rational  aus 
X  und  derjenigen  algehraischen  Irrationalität  zusammengesetzt 
sind,  die  in  der  gegebenen  Differentialgleichung  enthalten  ist. 

4.    Aber  nicht  bloss  die  rationale  Form  der  algebraisch- 
logarithmischen  Integrale  der  Ditfereutialgleichung  (32)  lässt 
sich  feststellen,  sondern  man  kann  auch  die  Natur  der  in  diese 
Ausdrücke  eintretenden  Functionen  ermittelu.     Habe  nämlieh- 
die  Differentialgleichung 

(")  '£-Y'> 

in  welcher  Y^  eine  Lösung  der  irreductibeln  algebraischen 
Gleichung 

(42)  Y'^'  +  f  (x)  r(*-i)/'  +  f,{x)  F*-2)^'  -I \-  f,{x)  =  0 

ist,  worin  fi{x),  .  .  .  fk{x)  rationale  Functionen  von  x  be- 
deuten, ein  Integral,  welches  sich  algebraisch  durch  x  und 
durch  Q  algebraisch  von  einander  unabhängige  Logarithmen 
von  algebraischen  Functionen  ausdrücken  lässt,  so  muss  sich 
dieses  Integral  zunächst  nach  dem  vorio'en  Satze  in  der 
Form  darstellen  lassen 

(43)  ?/,  =  u  +  A^  log  v^  +  A.,  log  v.,-\ 1-  A,,  log  r,,, 

worin  A^ ,  .  .  .  A,j  constante,  u,  v^,  v^,  .  .  .  v^  aber  rational 
durch  X  und  F,  darstellbare  Grössen  bedeuten,  welche  sich 
bekanntlich  stets  als  ganze  Functionen  des  Ä^i  —  l'^"  Grades 
von  Fj  ausdrücken  lassen  mit  in  x  rationalen  Coefficienten. 
Setzt  man  diesen  Werth  von  (43)  in  (41)  ein,  so  muss  diese 

dY 
Gleichung,  da  -^  wiederum  vermöge  (42)  rational  und  ganz 

durch  Fj  ausdrückbar  ist,  weil  (42)  irreductibel  angenommen 
war,  von  allen  Lösungen  eben  dieser  Gloicluing  befriedigt 
werden,  oder  mit  anderen   Worten,  es  wäre 
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(44)    ?/2  =  il  +  A^  log  i\  -\-  A.^  log  V., -\ \-  A,^  log  r„ 

ein  Integral  der  Differentialgleichung 

wenn  sich  ?7,  T\,  ...  r^,  von  i«,  v^,  ...  r^^  nur  dadurch  unter- 
scheiden, dass  an  Stelle  von  Yj  in  ihren  rationalen  Aus- 
drücken von  X  und  \\  irgend  eine  andere  Lösung  Z,  der 
Gleichung  (42)  gesetzt  worden  ist. 

Da  nun  für  l^  ^^^  Lösung  £  Y^  der  Gleichung  (42)  ge- 
nommen werden  kann,  worin  «  durch  den  Ausdruck 

2rti 

(46)  £  =  e'' 

definirt  ist,  und  somit  aus  den  beiden  Gleichungen 

die  Beziehung 

fjefolffert  werden  kann,  wenn  7»;  eine  Constante  bedeutet,  so 
erhält  man  aus  (43)  und  (44)  die  Beziehung 

(49)  Ü  —  £  M  +  .  1^  (log  V^  —  E  logVi)  +  ^2  (log  ^\  —  «  log  f  J  +  - 

-\-  A,j (log  Vn  —  £  log  Vo)  =  Ä- , 

für  welche  die  Existenzbedingungen  zu  untersuchen  sind. 
Da  nun  li,  u,  Ij ,  i\  ..-Vn,  Vfj  sämmtlich  algebraische  Func- 
tionen von  X  sind,  so  können  wir  alle  diese  Functionen  als 
algebraische  Functionen  einer  von  diesen  z.  B.  n,  betrachten. 
Habe  nun  ü  als  Function  von  v,,  aufgetasst  im  Punkte  t\,  =  0 
einen  Cyclus  von  ü  Elementen,  n  einen  solchen  von  u,  f„ 
einen  von  ü,,,  und  r„  einen  solchen  von  l>a  Elementen,  so  ist 
klar,  dass,  wenn  man  ?",,  seinen  Nullpunkt 

(50)  /.•„  =  A  u  u  Ui  U,  .  .  .  vi^,_i  U,,_i  ü,,-mul, 

worin  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet,  umkreisen  lässt, 
alle  jene  algebraischen  Functionen  von  r„  zu  ihrem  Aus- 
gaugswerthe  zurückkommen   werden,  und  da  log  i\  wegen 

Vo  =  r(cos  q)  -\-  i  sin  q), 
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wie  oben  gezeigt,  in  log  v^,  -\-  2l"^,Tci  übergeht,  während  alle 
andern  Logarithmen  jedenfalls  auch  ihre  früheren  Werthe 
vermehrt  um  ganze  Vielfache  von  27ci  annehmen,  so  geht 
die  Gleichung  (49)  in 

(51)  u  —  £U  +  A^  [log  l\  -f-  2Ä-1  ni  —  £(log  Vj  -f  2k^  ni)] 

+  Ä.,  [logü^ -\-2l\>ni  —  £  (log  v.^ -{-2k^7ii)]  +  ••• 

-\-A(,-i[\o(TVo_i-\-2ko-ini—£{logVrj-i-\-2kr,-i7ti)\ 

+  Ä(t  [log  Vo  +  2  7f^,  jr  i  —  £  (log  V,,  4-  2  A-^,  7t  i)] 

über,  worin  jedenfalls  die  ganze  Zahl  k^  von  Null  verschieden 
ist.  Durch  Subtraction  von  (49)  und  (51)  folgt  die  wichtige 
Beziehung 

(52)  Ä,  {k,  -  £kj  +  A,ik  -  ^h)  +  •  •  • 

+  A(,-i{ko-i  —  sko-i)  +  A^,(J'q  —  eko)  =  0. 
Ausserdem  ist  leicht  zu  sehen,  dass 

(53)  ü  -—  £u  =  C 

sein  muss,  worin  C  eine  Coustante  bedeutet. 

Denn  denken  wir  uns  statt  der  Gleichung  (49)  die  all- 
gemeinste lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  zwischen 
einer  algebraischen  Function  und  6  Logarithmen  von  alge- 
braischen Functionen 

(54)  B,  log  F,  +  B,  log  F^  +  ■  •  ■  +  ^'a  log  F«  =  U, 

so  kann  man  wiederum  alle  Functionen  Fj ,  ...  Va—i  und  U 
als  algebraische  Functionen  von  V„  auffassen,  und  ebenso 
wie  oben  durch  Umkreisung  des  Nullpunktes  von  V„  die 
Beziehung  herleiten 

(55)  i?,[logF,4-2iit,7r/]  +  -..+  7^„_illogF._,+2.a.-.7r/J 

+  J^41ogF„+lV.,7r^]=  U, 

worin  |U, ,  ^.^,  ...  ^„-i ,  ^„  ganze  Zahlen  bedeuten,  von  denen 
die  letztere  von  Null  verschieden  ist;  durch  Abziehen  der 
Gleichung  (54)  folgt: 

(5G)       fi,  7?,  +  /t^  7?,  -f  •  ■    +  M,.-..  7>'„_x  +  fio  Ti„  =  0 , 


\  +  B,  log  / 

+  ii.-i  log 
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und   somit   geht   die   Gleichung   (54),    wenn   der  Werth   von 
Bn  aus  (56)  eingesetzt  wird,  in 

(57)         i\  log 


=  U 


über.  Sind  nun  alle  Logarithmanden  in  dieser  Gleichung 
Constanten,  so  würde  auch  U  eine  Constante  sein;  ist  dies 
jedoch  nicht  der  Fall,  so  leite  man  genau  so,  wie  man  aus 
(54)  die  Gleichung  (57)  entwickelt  hat,  aus  (57),  die  wir 
kürzer  in  der  Form 

(58)  B,  log  W,  -\-B,\ogW, +  ■■■-{-  Ba-x  log  Wo-,  =  U 

schreiben  wollen,  worin  W^ ,  .  .  .  Wn-i  wiederum  algebraische 
Functionen  bedeuten,  die  Beziehung 

(59)  B,  log  f ^-;^^]  +  B,  log  ( 5j_  ;^  + 

a—l 


"  (T— 1   V„      ,      7  V  ^'  T-1    V 


+  £„_,  log  /-^^-\  =  V 

ab;  fährt  man  so  fort,  so  gelangt  man,  wenn  nicht  schon 
früher  alle  Logarithmanden,  also  auch  ü  sich  als  constant 
ergaben,  zu  einer  Gleichung 

(60)  B,  log  T,  =  U, 

worin  Tj  eine  algebraische  Function  ist,  was  unmöglich,  wenn 
nicht  T^  also  auch  U  eine  Constante  ist.  Wir  finden  somit, 
fJass  für  jede  in  lo^arifhniiscJicn  Transcendoifoi  ah/chni- 
ischer  Logarifhmanrlcn  lineare  mit  Constanten  Coefficienten  ver- 
sehene Belation 

(61)  A,  log  f\  +  A,  log  i;  4-  .  .  .  +  A„  log  Va  =  r 

die  Grösse  U  eine  Consta)itc  sein  mnss*). 

*)  Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  für  eine  beliebige  irre- 
ductiblo  algebraische  Relation  zwischen  logaritbmiscben  Functionen 
algebraischer  Logarithmanden 

Koouigsbergor,   Lehrliucb.  14 
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Ätis  der  Gleichung  (49)  folgt  somit,  dass  ü  —  su  einer 
Constanten  gleich  ist. 

Da  aber  u  eine  rationale  Function  von  x  und  F^  ist, 
sich  also  vermöge  der  Gleichung  (42)  in  die  Form  setzen  lässt 

(62)  u  =  F,{x)  +  F,  {x)  Y,  +  F,{x)  I?  +  •  •  • 

-\-F,,.-^(x)  Y,'f'-\ 

worin  Fq(x),  .  .  .  Fkß—i{x)  rationale  Functionen  von  x  be- 
deuten, so  wird 

(63)  ü  =  F,ix)  +  eF,{x)  Y,  +  8'F,{x)  Y,' +  ■  ■  ■ 

+  6^-."-^F,,,_x(a;)}V^'-i 
und  somit  nach  (53) 
(G4)  ü-eu  =  {l  -s)  F,{x)  +  a{£  -  1)  F,ix)  1^ 

+  e{e'-{)F,{x)  r,'''+.-+6  (.^."-2_  l)F,,_,(x)  r/v'-i  =  C, 

worin  C  eine  Constante  und  e  eine  /Li*®  Einheitswurzel  war. 
Da  aber  die  Gleichung  (42)  eine  irreductible  sein  sollte, 
so  müssen  in  (64)  die  einzelnen  Coefficienten  verschwinden, 
und  da,  weil  ^  eine  primitive  Einheitswurzel  war,  nur 

ist,  so  werden  alle  Fa{x)  mit  Ausnahme  von  l'^iix),  Fu+i(x), 
F2/ti+i{x),  .  .  .  F{k—i)jii+i{^)  verschwinden  müssen,  so  dass  nach 
(62)  die  Fimction  n  die  Form  hat 

(65)     u  =  Y,{  F,  (x)  +  F.+1  (x)  Yj."  +  F2,+i  (x)  IV''"  +  •  •  • 

+  F(.-i),+i(^)r/^-^)^}, 

worin  die  Fa(x)  rationale  Functionen  bedeuten. 


(A)  F{x,  log  T^  ,  log  F,  ,  .  .  .  log  V„)  =  0 

oben  bewiesen  war,  dass  unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  schon 
einige  dieser  logarithmischen  Functionen  algebraisch  von  einander  ab- 
hängen, die  Relation  (A)  eine  lineare  mit  constanten  Coefficienten  sein 
muss,  und  dass  somit  der  oben  bewiesene  Satz  auf  den  folgenden  führt: 
Jede  algebraische  Beziehting  zwischen  a  logarithmischen  Ftinctionin, 
die  nicht  schon  in  geringerer  Zahl  algebraisch   von   einander  abhängen, 

lautet 

^i  log  F,  +  JL,  log  F,  H h  Äa  log  r„  =  Ä, 

worin  A,  yl,  ,  .  .     An   Constanten  bedeuten. 
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Soll  nun  in  deiu  Integralausdrucke  (43j  nur  ein  Loga- 
rithmus vorkommen,  dieser  also  die  Form  haben 

(66)  y^=  u  -\-  Ai  log  Vi , 
so  würde  die  Gleichung  (52)  lauten 

(67)  l\  —  sl;=0, 

worin  /r, ,  also  auch  Ä",  von  Null  verschieden  ist.  Da  aber 
eine  primitive  (ti'"  Einheitswurzel  bekanntlich  nur  dann  eine 
rationale  Zahl  sein  kann,  wenn  ^  =  1  oder  2,  also  £  =  +1 
ist,  so  ergiebt  sich  zunächst  der  folgende  Satz: 

Die  Differentialgleichung  (41),  de)-en  rechte  Seite  der  Gleichung 
(42)  genügt,  Imnn  nur  dann  algebraisch-logarithmische  Integrale 
von  der  Form 

?/i  =  «  +  A  log  ^1 

besitzen,  wenn  fi  =  1  oder  2  ist;  u  ist  durch  Yj  in  der  Form 
(65)  dargestellt. 

Soll  das  Integral  die  Form  haben 

(68)  ij^  =  u  -\-  Ai  log  V,  +  A.,  log  ^2 , 
so  würde  die  Gleichung  (52)  lauten 

(69)  A, (/7,  —  £/.-,)  +  A,{fc,  -  £/.-,)  =  0 
und  hieraus 

(70)  A,  =  -A,^^, 
so  dass  (68)  in 

(71)  y,  =  u  -f  A,  j  log  V,  -  ^''""1'  log  vA 

übergeht.  Nach  den  obigen  Auseinandersetzungen  wird  dieser 
Ausdruck  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (45)  werden, 
wenn  wir  in  den  rationalen  Functionen  r,  und  t\,  von  x  und 
Yi  statt  y,  die  Gr(')sse  1],  setzen;  nehmen  wir  nun  für  Y^  die 
Lösung  £•  Fj  der  Gleichung  (42),  so  wird 

(72)  ^,  =  »4-  J^  {l"g?.  -^~';'logL} 
ein   Integral   der  Differentialgleichung 
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(73)  II  =  ''5-.. 

worin  n,  t\  und  Vo  aus  u,  v^  und  i\  hervorgehen,  indem  in 
diesen  rationalen  Functionen  von  x  und  Y,  statt  Yj  überall 
£-  Yj   gesetzt  wird.     Da  aber  aus 


(74) 

dx    —  ^1'     dx    ~~       ^1 

folgt,  dass 

(75) 

?/2    -«'?/i  =^^ 

worin  A;  eine  Constante  bedeutet,  so  liefern  die  Gleichungen 
(71)  und  (72)  die  Beziehung 

(76)^ — £hi-\-Ai  llogv^—s^logv^  —  - — ~{\ogV2 — s^\ogv.j)\=^l\ 

Daraus  folgt  zunächst  wieder  nach  dem  oben  bewiesenen 
Satze,  dass 

(77)  u  —  ehi  =  L 

sein  muss,  worin  L  eiue  Constante  bedeutet;  da  ferner 

(78)  Ti^F,  {x)  +  b'^F,  {x)  1\  +  s'F,  {x)  T,^  +  •  •  • 

und   somit 

(79)  n  -  t'n  =  (1  -  s')  F,  {x)  +  b'  («^  -  1)  F^  (x)  Y^ 

+  5'^(£^-l)F3(a;)17+..- 

ist,  so  ergiebt  sich  hieraus,  dass  alle  Fa{x)  verschwinden 
müssen  mit  Ausnahme  von  -F, (^),  F^+i{x),  F2f,-\.i{x),  ... 
F(t—i)iii+i{^)  für  den  Fall,  dass  ^  eine  ungerade  Zahl  ist,  und 
dass,  wenn  ^  gerade  ist,  alle  Fa{x)  verschwinden  müssen  mit 
Ausnahme  von  F^{x),  Ff,      (x),  Ff,+i(x),  F-i,.      {x),  i^2,,,+iC'0? 

. .  .  F(k-i),u+i{x),  «o  dass  für  ungerade  ji 

(SD)    u=Y,{  F,  (>;)  +  F,+r  (a-)  Y'l  +  F,,+,  (x)  Y;"  +  •  ■  • 

+  j'V.).+i(^-)ir-''"}, 

1111(1  /ilr  (jcradf  ^ 
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(81)  n  =  7,|f,  (x)  +  F,._^^  (x)  Y^^  +  F,+^{x)  Ff 

wird.  Setzt  mau  in  (ileichuug  (IG)  —^ —  gleich  der  Con- 
stanten m  und  betrachtet  in  der  Gleichung 

^  f]f  _ 

(82)  log  v^  —  £2  log  y(  —  f r  (log  «'a  —  «^  log  v^)  =  m 

wieder  yj,  Vj,  Vg  ^^^  Functionen  von  Vg»  so  erhält  mau,  wenn 
man  i'g  so  oft  seinen  Nullpunkt  umkreisen  lässt,  dass  v^,  t\, 
^2  ihre  Ausgangswerthe  wieder  annehmen,  die  Beziehung 

(83)  n,  -  a'n,  -  ^f^  {n,  -  eht^  =  0 , 

worin  nj,  n^,  ft.,,  Wg  ganze  Zahlen  bedeuten,  von  denen  jeden- 
falls die  letztere  von  Null  verschieden  ist.  Indem  vorher  A2 
die  Anzahl  der  Umläufe  bezeichnete,  die  v^  machte,  um  i\, 
Vi,  V2  ebenfalls  an  ihre  Stelle  zu  bringen,  hier  n^  die  Um- 
läufe, die  wiederum  v^  macht,  um  v^,  i\,  v.^  an  ihre  Stelle 
zu  führen,  so  werden,  wenn  wir  als  Zahl  der  Umläufe  für 
beide  Fälle  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  beider  nehmen, 
«,  =^  /i,   und  »2  =  ''''2  ^^^o,  ii'id  somit  die  Gleichung  (83)  in 

(84)  n,  -  8%  -  |i^  {n,  -  s%)  =  0 

übergehen,  oder  es  wird  s  die  Lösung  der  quadratischen*) 
ganzzahligen  Gleichung  sein 

(85)  (77i A-2  —  Ä-, l:^)s^  -f  (>7, A-,  —  A-.,;"/, )  s  +  (;7^  I:,  —  TiJ-^)  =  0 , 

und  dies  kann,  wie  aus  den  Elementen  der  Algebra  bekannt 
ist,  nur  für  fi  =  3,  4  oder  6  statthaben. 


*)  Es  ist  aus  den  obigen  Ausdrücken  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn 
der  erste  oder  dritte  L'oefficient  dieser  quadratischen  Gleichung  ver- 
Bchwindct,  e  also  eine  rationale  Zahl  wird,  die  beiden  Logarithmen 
der  Rednctionsforni  sich  zu  einem  Logarithmus  einer  algebraischen 
Function  von  x  zusammensetzen,  wir  somit  zu  dem  schon  oben  be- 
handelten Falle  zurückgeführt  worden. 
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Wir  erhalten  somit  den  folgenden  Satz: 

Die  Difj'crentialyJeichmg  (41),  deren  rechte  Seite  der  Gleichung 
(42)  genügt,  Jcami  nur  dann  algebraisch-logarithmische  Integrale 
von  der  Form 

y^  =  n  +  A^  log  Vj  4-  A^  log  v^ 

besitzen,  wenn  (i  die  Werthe  3,  4  oder  6  hat;  u  ist  dann  in 
seiner  Form  durch  die  Gleichungen  (80)  oder  (81)  bestimmt. 

Für  die  Reduction  auf  drei  Logarithmen  finden  wir  als 
nothwendige  Bedingung  ^  ==  5,  8,  10  oder  12,  u.  s.  w.;  doch 
gehen  wir  auf  eine  fernere  Untersuchung  dieser  Fragen  hier 
nicht  weiter  ein,  da  es  uns  nur  darauf  ankam,  die  Methoden 
darzulegen,  nach  denen  derartige  Fragen  zu  behandeln  sind, 
die,  wie  wir  nachher  sehen  werden,  sich  für  beliebige  lineare 
Differentialgleichungsysteme  in  genau  derselben  Weise  durch- 
führen lassen. 

5.  Im  Allgemeinen  werden  aber  die  Integrale  der  Diffe- 
rentialgleichung 

(86)  r.  =  f(^')' 

in  welcher  f(x)  eine  algebraische  Function  bedeutet,  nicht  auf 
algebraisch-logarithmische  Functionen  reducirbar  sein,  sondern 
je  nach  der  Beschaffenheit  von  f(x)  wesentlich  neue  Transcen- 
denten  definiren;  wenn  die  Differentialgleichung  (86)  von  der 
Form  ist 

Avorin  (^{x),  /'i(a),  f^i-^)  ganze  Functionen  von  x  sind,  so 
werden  die  Integrale  derselben,  wenn  die  Discriminante 

t\{xY-^ax)ax) 

nur  drei  oder  vier  Lösungen  in  ungerader  Vielfachheit  besitzt, 
elliptische  Integrale,  wenn  mehr,  dann  Ju/perelliptiscJie  Integrale 
genannt;  allgemein  heissen  die  Integrale  der  Differential- 
gleichungen von  der  Form 

wie  schon  oben  erwähnt,  AbeVscho  Integrale. 
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Es  wird  zunächst  darauf  ankommen,  den  Charakter  der 
Integrale  der  Üilfereiitialgleichung  (80)  um  die  singulären 
Punkte  herum  festzustellen. 

Sei  x^^  ein  Werth  von  x,  um  den  herum  f(x)  die  Ent- 
wicklung besitzt 

(87)      f{x)  =  a,,  +  a^  (x  —  x^,)  -f-  a.,  (x  -  xj'  -i , 

so  wird 

(SS)     y=i^-j-  a,  (x  -  X,)  +  "^  (x  -  xj  +  ^ix-  x,f  +  •  •  • 

sein,  wenn  dem  x  =  Xq  der  willkürliche  Werth  >;  für  y  zu- 
geordnet wird;  ist  dagegen  f(x)  für  x  =  x^^  eindeutig,  aber 
unendlich,  so  dass 

(89)     /(.f)  =  a_„  (x  -  X,)-"  +  a^,+,{x  -  a:„)-"+^  +  •  •  • 

+  a-i(x  —  Xo)-^  +  «„  +  «1  {x  —  x^,)-] 

wird,  so  nimmt  y  die  Form  an 

(^^0)  U  =  -^~:,  C^•  -  X,)-"+^  +  ^  (o;  _  x,)-^+^  +  •  •  • 
+  fl_i  log  Cr— a\,)  +  rt„  (x  —  X,;)  -\-^(x  —  Xf,y  +  •  •  • , 

und  in  diesem  Falle  kann  also  dem  x  =  x^^  nur  der  Werth 
y  =  oü  zugeordnet  werden;  das  Integral  der  Differential- 
gleichung bleibt  somit  eindeutig  und  unendlich,  wenn  rt_i  =  0 
ist,  im  entgegengesetzten  Falle  wird  es  unendlich  vieldeutig 
wie  die  logarithmische  Function  log  (x  —  x^). 

Ist  jedoch  die  algebraische  Function  f\x)  im  Punkte 
X  =  Xq  mehrdeutig,  so  wird,  wenn  sie  daselbst  einen  end- 
lichen Werth  annimmt, 

1  2 

(91)  f{x)  =  (i„  -f  rr,  (x  —  a'o)''  +  (h  (•«  —  x^y  H • 

und  somit  wieder  mit  Zuordnung  eines  willkürlicheu  Werthes 
r]  von  y 

y+\  1-1-3 

(92)  //  =  '/4-'V^'     -'0)+ ,'^i(^— ^o)  "  +^l-^'--J-cO  '  +-, 

also  um  X  =  x^  herum  wieder  v-deutig  sein,  und  ist  endlich 
f{x)  in  dem  y-fachen  Verzweigungsjuinkte  jr^,  unendlich,   also 


216  Viertes  Kapitel. 

(93)  f(x)  =  rt_„  {x  —  X(,)  '■    +  ö_„4-i  (x  —  iCy)    "     H 

-f  a-i  ix  —  Xo)    ''  +  «0  +  «1  (^  —  ^o)''  H » 

80  wird, 

1)  wenn  n  <Cv , 

(94)  y  =  n  +  --^^{x-x,)^'  +^^^{x-x,)    ^     +... 

mit  Zuordnung  des    willkürlichen  Werthes  i/]  eine  in  x  =  a:„ 
r-deutige  Function, 

2)  wenn  w  =  v , 

1 

(95)  ij  =  ö_,  log  (x  —  a;o)  +  va_,+i  (a;  —  ic„)~  -| 

mit  Zuordnung  des  Werthes  ^  =  oo  eine  wie  ein  Logarithmus 
unendlich  vieldeutige  Function,  und 

3)  wenn  w  >  v 


va    „  _!r ^         va 


-r— 1 


(96)    y-^S'^-^o)    ''  +  ^^(^-^0)     •■   +••• 

eine  mit  Zuordnung  des  Werthes  y  ^  00  i/-deutige  oder 
logarithmisch  unendlich  vieldeutige  Function,  je  nachdem  in 
der  Entwicklung  (93)  das  Glied  mit  der  negativen  ersten 
Potenz  fehlt  oder  darin  enthalten  ist. 

Wir  finden  somit, 

dass  die  Integrale  der  Differentialgleichung  (86)  in  den 
singulären  Punkten  stets  nur  algebraisch  oder  logarithmiscli  viel- 
deutig und  unendlich  werden, 

und  es  ist  leicht,  die  Entwicklungsform  in  der  Umgebung 
eines  jeden  Punktes  festzustellen. 

6.  Nachdem  die  Untersuchung  der  Eigenschaften  der 
Integrale  der  Diöerentialgleicliung  (86)  in  den  singulären 
Punkten  durch  deren  Entwicklung  ermöglicht  ist,  bleibt 
uns  noch,  um  analog  den  früheren  Auseinandersetzungen  über 
rationale  Ditferentialgleichuugen  der  Form  (17)  zu  verfahren, 
übrig,  das  Functionaltheorem  aufzustellen,  dem  die  Integrale 
der  Differentialgleichung  (86)  genügen,  und  das  uns  später 
auch  für  die  linearen  Ditferentialgleichungsysteme  belieoiger 
Klasse  wichtige  Schlüsse  gestatten  wird. 
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Sei  z  eine  durch  die  irreductible  algebraische  Gleichung 
von  der  Dimension  n 

(97)  P(^,  z)  =p,z"  +  />,.-"-'  +  jKz"-'  +•••  -^p.-^z+pn  =  0, 

in  welcher  p^  eine  ganze  Function  6'*^"  Grades  von  x  bedeutet, 
detinirte  algebraische  Function,  und  sei  die  zu  integrirende 
Diöereutialgleichung  der  Form  (86)  dargestellt  durch 

(98)  g  =  9P(^,^), 

worin  9?  eine  rationale  Function  von  x  und  z  bedeutet.  Wenn 
wir  mit  (97)  eine  andere  algebraische  Gleichung  von  der 
v*'^^  Dimension 

(99)  Q{x,  z)  =  q,z^-{-q,z^-'  +  q,Z^-'  -f  •••  +  q,_,z  +  ry,  =0 

zusammenstellen,  in  welcher  q^  Aviederum  eine  ganze  Function 
^tea  Qrmies  von  x  vorstellt,  deren  Coefticienten  unbestimmt 
und  mit  «j,  a.^,  «3,  ...  bezeichnet  werden  mögen,  und  eli- 
miniren  die  Grösse  z  zwischen  den  Gleichungen  (97)  und 
(99),  so  wird  sich  eine  Gleichung  im  Allgemeinen  vom 
fi  =  n  •  v**"*  Grade 

(100)  F(x)  =  0 
ergeben,  deren  Lösungen 

(101)  Xi,  X.2,  .  .  .  Xf, 

diejenigen  Werthe  von  x  liefern,  für  welche  die  beiden 
Gleichungen  (97)  und  (99)  gemeinsame  ^f-Werthe  haben,  die 
sich,  wie  aus  der  Eliminationstheorie  bekannt,  im  Allgemeinen 
als  rationale  Functionen  der  entsprechenden  ^'-Werthe  und 
der  Coefticienten  der  beiden  Gieichungen  in  der  Form  ergeben 

(102)  Zg  =  r(Xo,  ff,,  «2.  «3^  •  •  •)• 

Lässt  man  nun  in  der  Gleichung  (99)  die  Grössen  a^, 
a.^,  «3,  ...  sich  um  da^,  da.,,  da^,  .  .  .  ändern,  so  werden  auch 
die  Coefficienteu  der  Gleichung  (100),  also  auch  deren 
Lösungen  (101)  sich  um  unendlich  kleine  Grössen  vermehrt 
haben,  so  dass 

(103)  ~  dx,,  +  -^^'  da,  +  'r^  da.,  +  ~-  da,  -I-  •  •  •  =  0 
oder 
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(104)  dxo  =  B,  (Xf,,  a,,a.^,- •)  (Za^  +  B.^  (x^, a^,a.^,- •) da^  +  •  •  • 

wird,  worin  B^,B<^,...  rationale  Functionen  der  eingeschlossenen 
Grössen  bedeuten. 

Bezeichnen  wir  nun  die  den  Werthen  Xq,  2q  entsprechenden 
Werthe  eines  Integrales  der  Differentialgleichung  (98;  mit  y^,, 
so  folgt,  dass 

(105)  dy,  +  dy,  +  --.-j-  dy, 

+  {9>(^n^i)-R2(^l;«l;«2;-)4-9'(^2,^2)^2(^2;«i,«3,-)  +  -W^«2 

+ : 

oder,  da  die  Klammern  vermöge  (102)  symmetrische  rationale 
Functionen  der  Lösungen  der  Gleichung  (100),  also  rational 
durch  deren  Coefficienten  ausdrückbar  sind, 

(106)  dy,  +  fZ^,  +  .  .  .  -t-  dy, 

=  Pi  (ö?i,   «2;   •  •  •)  ^«1    +   Ql  («1,   0^27    •  •  ■)  ^«2   H » 

worin  q^,  q^,  ...  rationale  Functionen  bedeuten. 

Lassen  wir  nun  die  Grössen  a^,  a.^,  ...  von  irgend  einem 
Anfangsystem  af\  af\  ...  bis  zu  irgend  einem  Eudsysteme 
a''^\  a^^\  .  .  .  gehen,  so  werden  die  Werthe  x-^,  x^,  .  .  .  x^i  von 
einem  bestimmten  Anfangsysteme  x^^\  ic^"*  .  . .  x^J^  auf  festen, 
durch  die  Variationen  der  a  bestimmten  Curven  zu  einem 
bestimmten  Endsysteme  x^^\  x[p,  .  .  .  x^^^i  laufen,  und  wenn 
wir  nunmehr  alle  zugehörigen  Gleichungen  zusammenaddiren 
und  berücksichtigen,  dass  auf  der  rechten  Seite  Integrale 
rationaler  Differentiale  von  a^,  a.^,  .  .  .  sich  ergeben,  die  sich 
also  wie  oben  gezeigt  rational  und  logarithmisch  durch  a, , 
«2>  •  •  •  ausdrücken  lassen,  so  folgt  auf  Grund  früher  erklärter 
Bezeichnungen 

12  /LI 

{i01)Jdy  +Jdy  +  •  •  •  +Jdy  =  rat.  log(a„  a,,  •  •  •), 

12  /u 

worin  die  Integratiouswege  fest  bestimmt  sind,  oder,  wenn  das 
Integral  der  Differentialgleichung (98)  nniJ[x,z)  bezeichnet  wird 
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,(1)   ,(1)  ^(1)   ,(1)  ,'i)   ,(1) 

11  a       :j  h       t^ 

(108)  j  (lJ(x,z)-\- 1  (U(x,z)-^  ■'■-{-  1  dJ{x,z)  =  rsit\og{ai,a^,-). 

^0)     ,(0)  ^(0)     ,(0)  ^(0)     ,(0) 

1    '     1  2    '     2  ff 

Sei  nun  6  diu  Anzahl  der  in  der  Gleichung  (99)  ent- 
haltenen unbestimmten  Coefficienten  a^,  a.^,  .  .  .,  so  werden 
wir  in  dieser  Cfleichun«^  die  Werthe  a<%  a'-^'y  .  .  .  a^^'>  im  All- 
gemeinen so  wählen  können,  dass  dieselbe  durch  das  will- 
kürlich bestimmte,  aber  der  Gleichung  (07)  genügende  Werthe- 
system 

(109)  xf,  40).  ^w   ^(0)5  .  .  .  a;(,«',  2(j>' 

befriedigt  wird,  und  ebenso  d^\  a^^\  .  .  .  a^^^  so,  dass  den 
Gleiclumgen  (97)  und  (99)  das  willkürlich  gewählte  Werthe- 
system 

(HO)  4^4^);  4^  .(/);  ...^^  <^) 

genügt,  und  dann  lassen  sich  die  Werthe 

in  folgender  Weise  einfach  bestimmen.  Setzt  man  nämlich 
das  Werthesystem  (109)  in  die  Gleichung  (99)  ein,  so  werden 
die  Grössen  al*^\  a^\  .  .  .  a^^\  da  sie  als  Coefticienten  nur 
linear  in  dieser  Gleichung  enthalten  sind,  sich  sämmtlich 
rational  durch  das  Werthesystem  (109)  ausdrücken  lassen; 
beachtet  man  nun,  dass  die  Gleichung  (100)  in  die  Form 
gesetzt  werden  kann 

{U\)F{x)={x-xf)ix-xfyix-xl'>Xx-x<„'^_^^y^^^^ 

und  dass  die  Coefficienten  von  -^X^^)  rational  aus  af\  a'^^ 
.  .  .  a^^^  d.  h.  rational  aus  dem  Werthesystem  (109)  zusammen- 
gesetzt sind,  so  folgt  aus  (111)  durch  Division  der  linken 
Seite  F(x)  durch  das  Product  der  6  ersten  linearen  Factoren, 
dass  a:^!?!,  .  .  .  x^^^  sich  als  Lösungen  einer  algebraischen  Glei- 
chung fi  —  (y**°  Grades  darstellen  lassen,  deren  Coefficienten 
rationale  Functionen  des  Worthcsystems  (109)  sind,  und  das- 
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selbe  gilt  für  das  Werthesysteni  (110),  so  dass  sich  aus  (108) 
zunächst  der  folgende  Satz  ergiebt: 

Stellt  man  mit  der  algebraischen  Gleichung  (97)  die  Gleichung 
(99)  msammen,  welche  6  willkürliche  Constanten  besitzt,  so  kann 
man  20   Werthesysteme 
(112)  xf\  4">5  ...^(0)^  ,(0).     (113)  ^,(1)^  ,(1).  ..,^(X)^  ^u) 

der  Gleichling  (97)  willkürlich  so  wählen,  dass,  wenn  ^  der  Grad 
der  Eliminationsgleichimg  von  z  zivischen  (97)  und  (99)  ist, 
für  die  Differentialgleichung  (98)  die  Integralbeziehung  stattfindet 

x(l),  j(l)  x(l),?(l)  a;(l)     ,.'(1)  xW    ,(1) 

11  a        a  a-\-l      a-\-l  /n        /n 

(114)  J  dJ(x,z)-\--+J  dJ(x,z)=—J  dJ{x,z) JdJ{x,z) 

x(0),  j(O)  3.(0)    ,(0)  ^(0)        ,(0)  ^(0)     ,(0) 

11  a        a  o+l      c+1  f(        M 

+  rat.  \og{xf\  zf-,  ....xf,  4«);  x^^,  z['^;  ...x^'^  z^^^) , 

worin  x^^},^,  . .  .  x^^^  sotvie  x^^},^,  ,  .  .  x^j^  Lösungen  zweier  al- 
gebraischer Gleichungen  des  ^  —  6^^  Grades  sind,  deren  Coeffi- 
cienten  rational  aus  dem  Werthesysteme  (112)  rcsp.  (113)  zu- 
sammengesetzt sind,  und  deren  mgehörige  algebraische  Irrationali- 
täten z^^\^ ,  ...  z^^J  und  z'-^U  ■  •  ■  ^^f  ^  ivie  aus  dem  oben  angegebenen 
Eliminationsverfahren  hervorgeht,  so  beschaffen  sind,  dass  sich 


4") 

resp. 

4" 

rational  durch 

^(0).    ^.(0)      MO). 

^,0)^   ^(0) 

resp. 

r(i)- 

r(i)     ^(1) 

^(n 

ausdrücken  lassen. 

Man  kann  nun 

statt  der  Gleichung  (99), 

ohne  d 

le  linke 

Seite  der  Gleichung  (108)  zu  ändern,  offenbar  jede  andere 
Gleichung  v^'^^  Dimension  setzen,  welche  mit  (97)  dieselben 
Werthesysteme 

(llö)  ^l;    ^l5    ^'2?    ^25    •   •  •  •^,";    ^," 

gemein  hat;  bildet  man  nun  unter  der  Annahme,  dass  ?»  >  n 
ist,  die  Gleichung  v''^'^  Dimension 

( 1 1  tl)        H (^x ,z)  =  Q {x ,  z)  -  Ji (x ,  z)  F[x,  z)  =  0, 

worin   I{(x,  z)   ein   ganzes  l'olynom  v  —  w*"  Dimension  dar- 
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stellt,  so  ist  zunächst  ersichtlich,  dass  die  Gleichung  (110) 
durch  die  P  und  Q  gemeinsamen  Werthesysteine  ebenfalls 
befriedigt  wird,   andererseits  werden  die  noch  unbestimmten 

{v  —  n-\-  l)(v  — n-f  2) 
2 

Coefficienten  der  Function  v  —  w'®""  Dimension  R  (x,  z)  so  be- 
stimmt werden  können,  dass 


(^_n+l)(r-n  +  2)     ^^^   ^^^  {v  +  ^)  {v  + 


2) 


Coefficienten  des  Polynoms  v**""  Dimension  S(x,z)  verschwinden, 
uud  somit  die  Gleichung  (116)  nur  noch  mit  Abzug  einer 
multiplicatorischen  Constauten 

( j'  +  1 ) (V  +  2)         {v-  n-f  l)(y-n  +  2)        ,_,,,,        (n-l)(n -_2) 
2  1  i—nv  2 

(n—  1)(«  — 2) 
=  f* 2 

ZU  bestimmende  Constanten  a^,  a<^,  .  .  .  besitzt.     Daraus  folgt 

aber,  da  oben  <?  die  Anzahl   der  Constanten  «j,  a.^,  ...  war, 

dass  wir  in  der  Gleichung  (114) 

(117)  «„^-!"-^H»-2) 

wählen  dürfen,  und  dass  somit  die  Anzahl  ^—6  der  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  (114)  stehenden  Integrale  nur  von 
der  Dimension  n  der  Gleichung  (97)  ahhängt,  während  die  Zahl 
6  der  Integrale  der  linJcen  Seite  der  Gleichung  vermöge  der 
tV'IIlcürlich  zu  ivählenden  Dimension  v  beliebig  gross  genommni 
u-erden  kann. 

Wählt  man  zur  Bestimmung  der  6  Constanten  a^,  a.iy  ... 
unter  den  Werthesystemeu(  112)  und (1 1 3) sämmtliche^ singulare 
Werthesysteme  der  Gleichung  (i'7),  so  dass  die  (Tleichuug  a'''" 
Grades  (100)  8  doppelte  Lösungen  besitzt,  so  werden  sich  die 
auf  die  singulären  Werthesysteme  bezüglichen  Integrale 
herausheben,  und  wir  erhalten  somit,  da  dann  nacli  (117)  auf 
der  rechten  Seite  von  (114)  nur 

(118)  (r_ZLlL(!Lr- 2)  _  ö  _  ^, 

Integrale  bloibou,   worin  p  das   Geschlecht   der    algebraischen 
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Gleichung  (97)  bezeichnet,    den  folgenden  Satz,  welcher  das 
Abel' sehe  Theorem  genannt  wird: 
Ist 

(119)  p,^"  +  p,2^'-'  +  ■  •  •   +  Pn-10  +  Pn  =  0 

eine  algebraische  Gleichung  von  der  Dimension  n  und  dem  Ge- 
schlechte p,  und  bezeichnet  man  mit  J(x,  z)  das  Integral  der 
Differentialgleichung 

(120)  g  =  g,(^-,.), 

ivorin  (p  eine  rationale  Function  bedeutet,  so  ist  stets  für  jedes  k 

1    '     1  2    '    2  k    '    k 

(121)  I  dJ{x,z)  -\-J dJ(x,0)-\ \-jdJ{x,z) 

x(0)     '(0)  x(")    ^(0)  a;(")     j(0) 

1    '     1  2    '    2  X-    >    A- 

=  —  j  dJ{x,  z)  —  ■■■  —  j  dJ (x,  z) 

j:(0),  zW  a-W,  z(o) 

11  p      p 

+  «  +  ^1  log  Vi  +  ^2  log  ^2  H h  ^,  logV,  , 

worin 

»,  .  .  .  X(«)     sowie  Z<i),  . .  .  Z(i) 

die  Lösungen  einer  algebraischen  Gleichung  p*®"  Grades  von  der 
Form 

(122)  X'  +  /;  (^,,  ^i;  ^2,  ^2-,  •  •  •  ^„  ^)  X'-'  +  •  .  . 

"f"  /;'  (^15  ■^i 5  ^2?  ^2?  ■  ■  ■  ^kf  ^v  "^^  ^ 

smc^,  iw  welcher  fy,  ...fp  rationale  symmetrische  Functionen  der 
eingeschlossenen  Grössen  sind,  denen  der  Index  0  resp.  1  oben 
anzufügen  ist,  A^,  . .  .  As  Constanten,  u,  Vi,  .  .  .  v^  ebenfalls 
rationale  symmetrische  Functionen  aller  unteren  und  oberen 
Grenzen  der  linken  Seite  von  (121)  sind,  und  wobei  die  al- 
gebraischen Irrationalitäten  Z^^\  . . .  Z^^"*  resp.  Z'^\  . . .  Z^p  rational 
ausdrückbar  sind  durch  den  resp.  X-  Werth  und  wiederum  rationale 
symmetrische  Verbindungen  der  eben  bezeichneten  Grössett. 

7.  So  wie  nun  oben  für  die  Differentialgleichung  (32) 
sich  vermöge  des  Functionaltheorems  des  Logarithmus  für 
den  Fall  der  Zurückführbarkeit  ihrer  Integrale  auf  algebraisch- 
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logarithmische  Functionen  der  wichtige  Satz  ableiten  Hess, 
dass  in  den  Integral  vvertli  keine  anderen  algebraischen 
Irrationalitäten  eintreten  als  die  in  der  Diflerentialgleichung 
t'iitluiltcnen,  so  wird  sich  nunmehr  vermöge  des  AbcVschen 
Tiieorems  ein  ähnlicher  ganz  allgemeiner  Satz  abh'iten  lassen, 
der  später  auf  beliebige  lineare  Diü'erentialgleichungsysteme 
ausgedehnt  werden  soll. 

Sei  nämlich  das  Integral  ?/,  der  Diflerentialgleichung 
(32)  algebraisch  durch  x,  logarithmische  Functionen  von  al- 
gebraischen Functionen  von  x  und  durch  Integrale  z^,  Z'.j,  ...2^ 
der  resp.  Diflerentialgleichungen 

ausgedrückt,  in  welchen  /'j,  /!,,  .../!■  algebraische  Functionen 
ihrer  Argumente,  und  ^j,  s.^,  •  •  •  ^a-  algebraische  Functionen 
von  X  bedeuten,  so  wird  zunächst  wieder  nach  dem  oben  zu 
(32)  angeführten  Satze,  weini 

( 1 24)  z,  =  J,  (s, ,  /;  (sO) ,  •  •  •  z,  =  Ju  (s*,  h  (s.j) 

gesetzt  wird,  die  Form  der  Beziehung  nothwendig  eine  lineare 
von  der  Art 

(125)  \J,  =  ^i^rA^\o'yl\-\ [- -4„. log ^'„.  +  ^l<^I(Sl, A(Si ))  +  ••• 

sein,  worin  v^,  c,,  .  .  .  y,„  algebraische  Functionen  von  x  und 
-4j,  ...  vl,„,  7>,  ,...£;  Constanten  bedeuten.  Aus  dem  zweiten 
oben  angeführton  Satze  des  ersten  Kapitels  folgt  ferner,  dass, 
wenn  wir  jetzt  wieder  eine  algebraische  Function  i^  von  ab- 
bilden, welche  die  Li')suug  einer  mit  Adjuugiruug  von  x  und 
f(yX)  irreductibelu  Gleichung  d'*""  Grades 

02(5)     /''  +  ^.,  (.i:,  f{xj)  /■'-'  +  . . .  +  ^.^  (  X,  f{X))  =  ( I 

ist,  und  durch  welche  sich  die  sämmtliehen  algebraischen 
Functionen 

(127)   u,  i\,  i'j,, . . .  i-„.,  s,,  /,  (^N,),  ,•,-,,  /; (.s-;),  . . .  .s>,  /i.(.s\) 

rati«»ual   ausdrücken   lassen,  wenn   wir  ferner  die  der  Lösung 
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ta  vermöge  der  rationalen  Ausdrücke  in  /  entsprechenden  Werthe 
der  Grössen  (127)  mit 

(128)  ua,  v\^\  4«),  ...t;<«), s("),  /-.(.sf)),  4«), /;(s;«)),  ..j-\n,  (4«o 

bezeichnen,  die  ö  Werthe  für  y 

?/,=  «,+Alogif+---+AJogtf  +  5,J,(.f),/i(sf))+.-- 
(129)^  +5A'A.(6f,/;.(6f)) 


:V,=n,+^,log4'')+.-.+^,„log«(„^)+^,/,(sf),/;(sf))+- 


sämmtlich  Integrale   von  (32)  sein   werden,   und   somit  auch 
wie  oben  von  einer  additiven  Constanten  abgesehen 

(130)        y,  =  12}  ''^  +  t  ^^^  ^i"  ^i'^  •  •  •  ^f^  +  •  •  • 


1 


+ T^  log  <>?•••  <H  f^^^^(4^^/;  (4^0) + - 

1 

B    4^ 

+  y2^J'.(sf,A(4^>))- 
1 

Beachtet  man  nun  wieder,  dass  die  Wertheverbindungen 

d 

1 

sowie  die  symmetrischen  Functionen  von 

rationale  symmetrische  Functionen  der  Lösungen  der  Gleichung 
(126),  also  rational  durch  x  und  j'{x)  ausdrückbar  sind,  so 
folgt  durch  Anwendung  des  oben  ausgesprocheuen  ^fterscheu 
Theorems,  indem  mau  die  unteren  lutegralgrenzen  constaut 
setzt,  der  nachstehende  Satz: 


T.   üeber  Differentialgleichungsysteme  erster  KlasBe  etc.       2-?5 

Ist  das  Inteyral   einer   ahjehraisclicn   Di/fercntialgleichunfj 
der  Form 

eitic  alf/chraiscJii:  Function  von  x,  von  Lof/arithmcn  algebraischer 
Functionen  und  Integralen  von  Differcntiabjlcichiuujcn  der  Form 
(123),  oder  von  Ah eV sehen  Integralen,  also  nothivendig  von  der 
Gestalt 

y,  =  u  -{-A,  log  Vi  H \-A,n  log  t;,„  +  B,  J,  (Si,  /i(si))  +  •• 

■i-BkJj,{Sk,   A(6a)), 

worin  n,  v^,  .  .  .v,n,  s^,  .  .  .  Sk  algebraische  Functionen  von  x, 
t\}  fi}  •  •  ■  fk  algebraische  Fimctionen  ihrer  Argumente,  Ai , 
...^1,„,  I>\ ,  . .  .  Bk  Constanten  bedeuten,  so  lässt  sich  dieses 
Integral  stets  auf  die  Form  bringen 

(131)  y^  =  ^^  +  C,  log  F,  +  •  •  •  +  C,  log  F„ 


+  -/^^a(v.,  fk{t.l)), 


worin  d  eine  ganze  positive  Zahl,  C^,  .  .  .  C,, ,  J>j ,  .  . .  Bk  Con- 
stanten, 2>i ,  P-2  7  •  '  •  l^k  das  Geschlecht  der  algebraischen  Irratio- 
nalitäten fi(s\  f^{s),  .  .  ■  fk{s),  ferner  U,  Vy,  .  .  .  V,,  rationale 
Functionen  von  x  und  f(x),  und  tia,  r-ia,  .  •  •  r^  „  Lösungen 

einer  algebraischen  Gleichung  j),/*°  Grades  von  der  Form 
(13i>)  ■,;■.  +  F,{x,  fix))  r^'u-^  +  ■  •  ■  -h  I\^  k  fix))  =  0, 
in  ivelcher  Fi,  .  . .  Fp    rationale  Functionen  der  eingeschlossenen 

a 

Grössen  bedeuten,  endlich  fa(ti„),  fa{x>a) ,  .  .  •  fa(rp  a)  rationale 

a 

Functionen  von  den  resp.  tut ,  ^2« ,  .  ■  .  tj,  „  und  den  Grössen 
X,  fix)  sind. 

8.    AVir  werden    im   Folgenden   das   Integral   der   DiiTe- 
rentialgleichung 

Koouigsbürgor,    I.üIitIiucIi.  15 


22()  Viertes  Kapitel. 


(133)  J-x 


y  X-  cc)  [x  —  ß) {X  —  Y)ix  —  d) 

zu  betrachten  haben,  welches  man  ein  elliptisdies  Integral  erster 
Gattung  nennt,  und  dessen  Beschaffenheit  um  die  singuUireu 
Punkte  der  Differentialgleichung,  die  offenbar  x  =  a,  ß,  y,  ö 
sind,  untersucht  werden  soll. 

Aus  den  früheren  Auseinandersetzungen  ist  zunächst  er- 
sichtlich, dass  das  Integral  y  um  einen  beliebigen  Punkt  | 
der  Ebene  —  ausser  um  «,  ß,  y,  8  —  eine  nach  positiven 
steigenden  ganzen  Potenzen  von  x  —  i,  fortschreitende  Eut- 
wickhmg  besitzt;  greifen  wir  jedoch  einen  der  singulären 
Punkte    z.  B.    a    heraus,    so    wird    die    Differentialgleichung 

(133)  in  der  Umgebung  von  a  lauten: 

^  ==  (a;  -  aj~  ''  (r/o  -\- a^{x  —  a) -\-  a.>{x  —  o:)^  -| ), 

worin  a^  von  Null  verschieden  ist,  und  somit 

\  3 

(134)  y  —  n  =  2«o(^  —  «)'  +  y  «i  {x  —  a)-'  -\ , 

also  das  Integral  zweideutig  und  endlich.  Setzt  man  ferner, 
um  das  Integral  in  der  Umgebung  des  unendlich  entfernten 
Punktes  zu  untersuchen, 

(135)  x  =  {, 
so  geht  (133)  in 


y(l  -  <xt)  (1  -  ßt)  (1  -  yt)  (1  -  St) 


über^  und  da  ^  ==  0  weder  ein  Verzweigungspunkt  noch  ein 
Discoutinuitätspunkt  der  rechten  Seite  ist,  also,  wenn  die 
Quadratwurzel  für  ^  =  0  positiv  genommen  wird, 


und  somit 


ist,  so  lautet  die  Entwicklung  von  y  um  den  unendlich  ent- 
fernten Punkt  herum 
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(1-J7)  y->;  =  ^-^+^-a;-^  +  -      , 

ist  also  dort  eiiuleutig  und  endlich,  und   wir  linden  somit, 

(hiss  das  Läcyral  der  DijfercntiabjlcUhnng  (133)  eine  für 
alle  otdllchvn  loid  nnendliclien  WerÜtc  der  Varidheln  endlich 
bleibende  Funetion  ist. 

Wir  wollen  nunmehr  untersuchen,  welche  Werthveründe- 
rung  das  Integral  bei  Umkreisung  der  singulüren  Punkte 
erleidet. 

Fassen  wir  den  singulüren  Punkt  a  in's  Auge  und  lassen 
y  von  X  ==  0  ausgehend  einen  geschlossenen  Weg  um  a 
beschreiben,  der  aus  der  von  0  nach  a  gehenden  Geraden, 
einem  unendlich  kleinen  um  a  gelegten  Kreise  und  derselben 
von  c(  nach  0  zurückführenden  Geraden  bestehen  soll,  so  wird 
der  AVerth  des  Integrales  der  Differentialgleichung,  wenn  zur 
Abkürzung 

(138)         {x  -  a)  (x  —  ß)  (x  -  y)  (x  -  d)  =  11  (x) 

gesetzt  und  beachtet  wird,  dass  bei  einer  Umkreisung  von  « 
die  Quadratwurzel  ihr  Zeichen  ändert,  in 

a  0 

f]oq\  r  dx        ,       /*   dx /*  dx 

J  Ym0i  "•"  J  yB(^    J  yw^ 

0  (a)  a 

übergehen;  setzt  man  nun  für  das  um  cc  zu  nehmende  Kreis- 
integral 

(140)  x  —  a  «=  r(cos  (p  +  i  sin  (p) , 

worin   r  unendlich  klein   ist,  so  sieht  man  sofort,  dass,  weil 

dx  =  ir{cos  cp -\-  i  sin  gj)  rZqp ,     ^x  —  (/  =  ;•"  (cos  -  -f" '  ^'"  tt) 
ist, 

(141)  rfe_.=o 

JVB{x) 
(") 

wird,  da  der  Zähler  eines  jeden  Elementes  den  Factor  ;■ 
tiir  unendlich  kleine  r  behält,  und  es  geht  somit  die  Ver- 
änderung des  Integrales  nach  (^131*)  in 
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(142)  A  =  2  /*-4^ 

0 

über.  Aber  durch  die  Umkreisung  des  Punktes  a  ist  auch 
die  Differentialgleichung  (133)  verändert  worden,  indem  yii(x) 
in  —  yR(x)  überging,  und  es  würde  somit,  wenn  man  den 
singulären  Punkt  a  noch  einmal  umkreiste,  damit  auch  die 
Differentialgleichung  ihre  frühere  Form  wieder  annimmt,  die 
Veränderung  des  Integrales  Ä  —  -4  =  0  geworden  sein. 
Lässt  man  jedoch  das  Integral  zugleich  die  Punkte  a  und  /3, 
a  und  y,  a  und  d  umkreisen,  so  wird  einerseits  die  Diffe- 
rentialgleichung unverändert  bleiben,  andererseits  wird,  weim 

ß  Y  f 

(143)  B  =  2  A,i^,  C=2  f-i^,  D=  2  /'-^^ 

0  0  u 

gesetzt  wird,  die  Veränderung  des  Integrales 

(144)  2{Ä-B),     2{Ä  —  C),     2{Ä  —  1)) 

sein,  und  da  wir  die  Variable  x  beliebig  oft  diese  Umkrei- 
sungen machen  lassen  können,  so  werden  also  gu  jedem  Werthe 
von  X  unendlich  viele  Integralwertlie  der  Differentialgleichung 
(133)  gehören,  die  sich  alle  um  Grössen  der  Form 

(145)  2m^{Ä  —  B)-}-  27n,{Ä  -  C)  -f  2m.^iÄ  -  D) 
unterscheiden,  ivorin  m^ ,  m^ ,  m^  beliebige  positive  oder  negative 
ganze  Zahlen  bedeuten. 

Aber  es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Grössen  (144) 
nicht  von  einander  unabhängig  sind.  Denn  da,  wie  vorher 
gezeigt  worden,  der  unendlich  entfernte  Punkt  kein  singu- 
lärer  ist,  also  für  eine  Umkreisung  des  unendlich  entfernten 
Punktes  das  Integral  der  Differentialgleichung  (133)  ein- 
deutig bleibt,  andererseits  eine  solche  aber  das  Integral  um 
A  —  B  -\-  G  —  J)  ändert,  so  muss 
(14G)  A  —  B  +  G  —  B  =  0 

sein  oder 
(147)  A  —  B  =  {A-G)  —  {A  —  B), 

so  dass  für  heliehige  Umhreisungen  der  singulären  Punltc  das 
Integral  nach  (145)  um 
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(148)  2}i(A  —  Ji)  +  -JviÄ  -  (J) 

zunimmt,  worin  ^  und  v  beliebige  ganze  Zahlen  bcdciUeti. 
Man  nennt  die  Grössen 

(149)  2(yl-i')  =  «.,     2{A-C)  =  cü, 

die  FcriocliciUitsmoilHln  des  Integrales  der  Diü'erentialglei- 
ehung  (i:-3;i). 

9.    Nachdem    wir    die    Veränderung    der    Integrale    der 

\    Differentialgleichung    (133)    bei    beliebiger    Umkreisung    der 

singuliiren    Punkte    festgestellt   haben,    wollen    wir    das   zu- 

geh('»rige    Fuuctionaltheorem,    als    speciellen    Fall    des    Äbel- 

schen  Theorems,  entwickeln. 

Setzt  man  der  Gleichung  (97)  entsprechend 

i  150)      z"-  —  {x  —  a)  {x  —  ß){x  —  y)  {x  -  Ö)  =  o, 

so  dass  die  Differentialgleichung  (133)  der  Gleichung  (98) 
analog  in 

übergeht,  und  stellt  man  mit  (150)  die  der  Gleichung  (99) 
entsprechende  Gleichung 

(152)  z  —  {V^ßyd  +  a,x  +  a.,x')  =  0 
zusammen,  so  wird  das  Eliminationsresultat  (100)  lauten: 

( 153)  F{x)  =  {x-a)  ix—ß)  (.c  -  y)  (x—Ö) 

—  (yaßyd-\-  a^  x  +  a.,x-f  =  0 
oder 

{lD4)x\a.J'-\)i-x\2a^a,-{-2:a)-{-x'{a,'-\-2a.yc^ß^-2:ctii) 

+  X  (-2  a,  yaßy8-\-  ^a  ß  y)  =  0. 

Da  nun  eine  der  Lösungen  dieser  Gleichung  constant 
Null  ist,  also  nicht  mit  einer  Aenderung  von  (^^  und  a^ 
variirt,  so  wird  den  Gleichungen  (103)  und  (105)  gemäss 
das  zu  .t:  =  0  gehörige  Integral  aus  dem  ylftcrschen  Theorem 
herausfallen,  und,  wenn  wir  nunmehr  a^  und  a.^  so  bestimmen, 
das8  die  Gleichung  (152)  durch  die  beliebigen  Werthesysterae 
•*'i  >  -1  i  ^i  7  ".•  befriedigt  wird,  dass  also 


230  Viertes  Kapitel. 

(155)  0^—yaßyd  =  aiXj^-{-a.^Xy^,  z.^—yaßyÖ  =  a^x^-\-a.,x.r 
ist,  so  wird  die  Gleichung 

(156)  x\a;'  —  1)  +  x\2a,a.,  +  Za) 
-\-x{a,^^2a^y'^J^-Zaß)+{2a,yaßyd-\-Eaßy)=0 

zu   den  Lösungen  x^   und  x^   die  Lösung  x^,  liefern   von  der 
Art,  dass  sich  nach  (103)  die  Beziehung  ergiebt 

(157)  ,  '"'  +  '"' 


y (a;i—  a)  {x^ -^){x,-y)  {x^ - 8)  Y{x^ -a)  {x, - ß)  {x^ — y)  {x, -  d) 

-| ^^ 

BF 


=  -  (?«i  ^' 


1,2,3  y{x  —  a){x  —  ß){x  —  y){x—t 


dF 
dx„ 


da,  2 


dF 
da. 


1,2,3  -\\x—a){x  —  ß){x  —  y){x  —  8) 

Da  aber  nach  (153) 

cF 


dF 
dx,^ 


(158)  1^  =  2  (l/«/3j/(J  +  «1«  +  a.,(r) x 


=  2xy{x  —  a){x—  ß)  (x  —  y){x—  Ö) , 

1^  =  2  (Yaßyd  +  «1  rc  +  «oo;-)  a;^ 

=  2x'  Ylx  —  a)  {x  -  /3)  (.r  -  y)  (^  —  <J), 
so  gehen  die  beiden  Summen  der  rechten  Seite  in 

über  und  verschwinden  daher  beide  nach  einem  bekannten 
elementaren  Satze  über  rationale  Functionen,  da  F(x)  vom 
4**^"  Grade  und  die  Zähler  vom  ersten  resp.  zweiten  Grade  sind. 
Lässt  man  nun  das  Integral  der  Differentialgleichung 
(151)  für  X  =  0  selbst  den  Werth  Null  annehmen,  so  geht 
die  Gleichung  (157)  in 
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151..     f -^^_-=^.    +    /•l.^^^.'^f^^^- 

u  u 

^  _  /• dx 

~       J  \{x-a)(x-ß){x-Y){x-8) 

üljor,  il.  li.  CS  lassen  sich  zwei  Inkyraliccrthc  für  hcliehiy  (je- 
gcbcnc  Ärcjumcnte  und  dazu  Itestimmle  Irrationalitäten  zu  einem 
ebensolchen  Integralicerlh  vereinigen,  für  welchen  das  Argument 
j.,  in  der  fol;^enden  Weise  bestimmt  wird;  aus  den  Glei- 
chungen (15;"))  lulgt  uümlich 


(IGU) 


ü,  = 


(l;    = 


(g,  —Yaßy  d)  x^ -  —  (z^  —  Vuß yä)  x,  - 
iCj  X^  (X^         Xi) 

(z^  —  yaßy8)x^-  Cs,  -  VäßTs)  x^ 
x\x,_{x.i  -  X,) 


und  die  Gleichung  (15G)  liefert 
(161) 


'    -    "*  a*''  —  1 


ir,2).r,= 


so  dass  sich  mit  Benutzung  von  (100) 

{ '2V^ßyd{{z^-yocß^)x^-'-iz^-VäßTsW)-{-^aßy-x,x^{x^-x,) ]  (x, - x, 


{.{z.-\/c<ßy8)x,-{z,-Y«ßyö)x,y-x,'-x^\x^-x,y 

ergiebt  und  nach  (152) 

(1G3)  z,  =  y^fyd  +  a, x,  -f  «, x,\ 

Die  elliptischen  Integrale  gehören  also  zum  Geschleehte  p  =  1. 
Es  mag  hinzugefügt  werden,  dass,  wenn  die  Ditt'erential- 
gleichung  (151)  in  der  sogenannten  Normalform*) 

*)  Das  allgemeine  elliptische  Differential  ist,  wie  die  Elemente 
der  Integralrechnuog  leliren,  durch  Substitutionen  beliebigen  Grades 
auf  die  Normalform  reducirbar;  es  genügt  hier,  die  lineare  Trans- 
formation 

,^y  +  ß,*/  —  /J_f  -  y- 

"  ^       2       "^       '2       1  —  j*x 

anzuführen,    welche,    wie    unmittelbar    zu    veriticireii,    \vt  im    u    und   k 
durch  die  Gleichungen 
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dy  1 


(164)  ,     -    ^ 

gegeben  ist,  worin  h  eine  Constante  bedeutet  und  der  Modul 
des  elliptischen  Integrales  genannt  wird,  wie  aus  (159)  und 
(162)  leicht  zu  entnehmen, 

(165)  f      ^^ ^  +  r' " 


dx 


X 

-ß 


-)  (1  —  Jc'^x^) 

0 

da; 


y(l  -  x^)  (1  —  Ä;2a;^) 

0 

wird  für 


10.  Es  bleibt  uns  nun  noch,  den  Untersuchungen  des 
Abschnittes  I.  4.  dieses  Kapitels  analog,  zu  zeigen,  wie 
die  Keuntniss  dieser  Eigenschaften  der  ellijitischen  Differen- 
tialgleichungen wieder  die  Mittel  zur  Aufstellung  von  Unter- 
suchungsmethoden an  die  Hand  giebt,  um  für  den  Fall,  dass 
AheVsche  Differentialgleichungen  auf  elliptische  reducirbar  sind, 
die  Natur  der  letzteren  zu  erforschen,  genau  wie  es  oben  für 
den  Fall  der  Reduction  auf  algebraisch-logarithmische  Func- 
tionen gelungen  war. 

Bestehe  also  zwischen  dem  Integrale  y^  der  Differential- 
gleichung 


i  —  ik  ~  ä~—  |J  1  +T 
und 

-Tcy       («_(3)(5-y) 


\1  -f  Tc) 


bestimmt  sind,  das  Differential 

dz 


überführt,  worin 


ist. 


Viz- 
1 

a){z- 

dx 

S) 

M 

=11/^ 

c^)  (1  -  k^x'') 

M- 

y-^){8-a) 

k 
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(16')  l!  =  Y'  • 

in  welcher  Yj  eine  Lösung  der  irrediictibeln  algebraischen 
Gleichung 

(168)  F'"  +  f\{x)  Y"-^  +  f,(x)  Y"-'^  ^...-\-fJx)  =  0 

ist,  algebraisch  -  logarithmisclien  Functionen  und  anderen 
^fte^schen  Integralen  eine  algebraische  Beziehung,  so  wird 
diese,  wie  oben  gezeigt  worden,  stets  von  der  Form  (131) 
sein,  und  wenn  wir  annehmen,  dass  in  dieser  Relation  aucli 
elliptische  Integrale  enthalten  sind,  für  welche  das  Geschlecht 
der  Einheit  gleich  war,  so  wird  die  rechte  Seite  der  Glei- 
chung (131)  einen  Posten  von  der  Form 

* 

(169)  |^(T,/(r))=fjV(/,  /\/0,// 

enthalten,  worin  r  eine  rationale  Function  von  /  und  f{t) 
bedeutet, 


(170)  fiO  =  Yd  -a)it-  ß)  {t  -y){t  —  8), 

und  nach  dem  dort  ausgesprocheneu  Theorem,  da  j)  =  1  ist, 
T  eine  rationale  Function  von  x  und   Y^  von  der  Form 

(171)  r  =  ll{x,   1\) 
und 

(172)  /Yr)  =  q{x,   r,) 

ist,  worin  q  ebenfalls  eine  rationale  Function  ausdrückt. 
Da  aber  aus  (171)  folgt,  dass  nach  (168) 

(173)  är  =  Il,{x,   Y,)dx, 

worin  Tt^  rational   aus   x   und    Yj   zusammengesetzt   ist,   und 
Bomit  nach  (172) 

(174)  /Trl=^'*^^'   ^'^''•' 

wird,   worin  li,  wiederum  rational  ist,  so  linden   wir, 

dass,  wenn  in  der  oben  angenommenen  ah/chraischcn  Bc- 
zielmmj  zwischen  dem  Integrale  y,  der  DifJ'eretdialgleichung  (167) 
und  AheVschcn    Integralen    ein    ellijyfisehes   Inlegtal,   das   zur 
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Irrationalität  f(t)  in  (170)  gehört,  vorlcommt,  dann  auch  stets 
ein  zu  einer  zugeordneten  Differentialgleichung 

(175)  äl  =  ^^(^'   ^^i)' 

in  welcher  B^  eine  rationale  Function  bedeutet,  gehöriges  Integral 
zugleich  das  Integral  der  elliptischen  Differentialgleichung 

dy  1 


(176) 


dz 


y'(r-«)(r-ß)(r-y)(T-^) 


sein   ivird,    worin   t    und  ]/(r  —  o^)  (^  —  ß)  (^  —  y)  ('^  —  ^) 
rational  durch  x  und  Y^  ausgedrücld  sind. 

Sei  nun  Yj ,  wie  früher^  die  Lösung  einer  Gleichung  der 
Form 

(177)   r^v.  -I-  /;(a:)  r(^-i)/'  +  /,(^-)  r^^-^')^'  H h  f\{x)  =  0, 

und  sei 

X  t 

dt 


("«)       J'^'"'^-fw~^ 


ß)it-Y){t-ö) 


worin  t  und  ]/(t  —  a)  (r  —  ß)  (t  —  7)  (t  —  d)  rationale  Func- 
tionen von  X  und  Y^  sind,  so  wird  aus  den  zur  Gleichung 
(43)  angegebenen  Gründen,  wenn  wieder 

2/11 

(179)  £  =  e~ 

gesetzt  wird, 

X  t, 

dt 


(180)  A  Y,  dx  =  f  , 


ß){t-Y){t-S) 

sein,  worin  r^  und  die  zugehörige  Irrationalität  so  aus  x  und 
£  Yj  zusammengesetzt  sind,  wie  es  t  und  die  entsprechende 
Irrationalität  aus  x  und  Y  waren,  und  aus  (178)  und  (180) 
ergiebt  sich  somit 

/■jmN    /*  f/j ^^       /* d^ ^ 

'  J  V^r-T^K«  -  (3)  (<  -  y)  (i  -T)         y  |'(i_ay(i^ß)(tZ:y)7f— 5)' 

worin  offenbar  t  algebraisch  von  Ti  abhängt.  Besteht  aber 
wiederum  eine  solche  Beziehung,  so  muss  vermöge  des  durch 
die  (ilcicliung  (131)  ausgesprueheneu  Satzes  auch 
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üt 


(182)  f         J^^ = ;  / 


V{t-a){t-ß)it-Y)it-d) 


sein,  worin  t.,  und  die  zugehörige  Irrationalität  durch  r,  und 
dessen  Irrationalität  rational  ausdrückbar  ist. 

Neunen  wir  nun  die  früher  defiuirten  Periodicitätsmoduln 
des  obigen  elliptischen  Integrales  03^  und  co^, ,  so  wird, 
da  eine  Veränderung  der  Integrationswege  in  (182)  auf 
beiden  Seiten  nur  Multipla  der  Periodicitätsmoduln  hinzufügen 
kann, 

IdcO.    =  fff.OJ,    +   t(t.,(0., 
A  ;         T    ;"    " 

oco.j  =  fOjWi  -f~  ao.^co.j 

sein  müssen,  und  somit  £  eine  Lösung  der  Gleichung 


(184) 


ff^f  —  d      a.,s 

61«  62^  —  ^ 


i  =0 


sein,  also  die  Lösung  einer  (janzzahligai  quadratischen  Glei- 
chung sein  müssen.  Nun  zeigt  aber  eine  elementare  alge- 
braische Betrachtung,  dass,  weil 


2«  i 

2«       .        .      .        2  TT 


(185)  f  ==  e  ■"  =  cos \-  /sin 

2  TT 

also  hier  cos  --  eine  rationale  Zahl  sein  müsste,  dies  nur  für 

u, 

jtt  =  2,  3,  4,  (j  der  Fall   sein,    oder   dass  f  nur   die  Werthe 
haben  kann 

2.ti  2rti  2/ri  -Irti 

(186)  e  =  e~,     (> '^,     e"^,     e  '  . 

Wir  erhalten  somit  den  folgenden  Satz: 
Die  Bifl'crentiahjleichung 

in    tvclclier    )\    dir    Lösung    einer    irrcductibcln    ahjibraischcn 
Gleichung 

istj  kann  nur  dann  mit  einer  Difjerentialgleiehun<j  der  Form 
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dy 


dr         y(r-a)(T-ß)(r-y)(T-^)' 

woi'in  t  eine  algebraische  Function  von  x  ist,  ein  Integral  ge- 
mein Imben,  tvenn  (i  =  2,  3,  4,  6  ist, 

und  die  Gleichung  (181)  zeigt  dann,  dass  in  den  Fällen 
^  =  S,  A,  6  die  elliptische  Differentialgleichung  die  Formen 
haben  muss 

dy  1  dy 1  dy  1 

dt        i/i^f  ZTT '      dt         i/t*  _~T'      dt 


]/!;•*—  l'      dt         Yt*  —  1        dt         ^Te—i 

Wir  führen  diese  Untersuchungen,  die  ebenfalls  später 
in  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen  ihre  An- 
wendung finden  werden,  nicht  weiter  aus,  indem  es  uns  auch 
hier  nur  darauf  ankam,  an  einer  bestimmten  Frage  die 
Methoden  zu  entwickeln,  welche  die  früher  aufgestellten  all- 
gemeinen Sätze  an  die  Hand  geben;  die  weitere  Ausführung 
bietet  interessante  Anwendungen  der  KreistheiluDg  auf  die 
Theorie  der  Differentialgleichungen. 


II.   Ueber  Differeutialgleicliuiigsysteme  erster  Klasse 
von  der  Form   -r^  =  f(y). 

1.  Um  zunächst  einige  einfache  transcendente  Functionen, 
welche  Differentialgleichungen  von  der  Form 

(1)  t  =  f^) 

angehören,  hervorzuheben,  werde  die  DijfferentialgleichuDg 

(2)  '^  =  1/ 

vorgelegt.  Da  die  rechte  Seite  derselben  für  kein  endliches 
X,  wenn  ein  endlicher  Werth  von  y  zugeordnet  wird,  unend- 
lich oder  mehrdeutig  wird,  da  ferner,  wenn 

1 

gesetzt  wird,  die  Differentialgleichung  (2)  in 
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{'V  /  .  =  —  ^ 

übergeht,  also  für  ein  endliches  x  und  z  =  ^)  d.  h.  ?/  =  a^  die 
rechte  Seite  von  (3)  endlich  und  eindeutig  bleibt,  und  somit 
nach  den  Auseinandersetzungen  von  III.  des  ersten  Kapitels  diese 
GleichuLg  nur  das  identische  Integral  z  =  0  besitzt,  so  folgt, 
dass  die  durch  die  Diüerentialgleichung  (2)  defiiiirte  Function 
für  alle  endlichen  a;-VVerthe  endlich  und  eindeutig  ist,  und 
wenn  wir  da.sjenige  particuläre  Integral  herausgreifen,  welches 
für  X  =  Q)  den  Werth  1  annehmen  soll,  so  wird  sich  wieder 
unmittelbar  durch  successives  Diö'erentiiren  um  x  =  C\  herum 
in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  gültig  die  Darstellung  jenes 
Integrales,  welches  die  Exponcnlialfünction  genannt  und  mit 
(f  bezeichnet  wird,  in  der  Form  ergeben 

(4)  ^  =  1  +  n  +  f^  +  f !  +  •  •  •  , 

und  es  folgt  aus  der  Differentialgleichung  dann  unmittelbar, 
dass  das  allgemeine  Integral  durch 

(5)  y  =  ce' 
gegeben  ist. 

Es  ist  ferner  aus  der  Differentialgleichung  (2)  unmittel- 
bar ersichtlich,  dass  die  Exponentialfunction  die  Umkehrungs- 
function  der  logarithmischeu  Function  darstellt,  und  dass  sie 
also  der  Functionalgleichung  genügt 

(G)  c'' .e^' =  e''+-^^; 

da  endlich  die  logarit'hmische  Function  für  denselben  Loga- 
rithmanden unendlich  viele  um  ganze  Vielfache  von  2:ti 
verschiedene  Werthe  besass,  so  wird  also  die  Exponential- 
function die  durch  die  Gleichung 

nt-\-'i'nJti  fjc 

ausgedrückte  Eigenschaft  besitzen,  und  somit  eine  periodisdie 
Function  mit  der  Periode  2ni  sein. 

2.  Legen  wir  noch  einen  besonders  wichtigen  Fall  der 
Ditferentialgleichung  (1)  zu  Grunde 

(7)        ij^  =  yo/^^y  ij'-ß')  ( .'7^077/  -ay. 
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so  ist  zunächst  ersichtlich,  dass,  wenn  dem  x  =  x^  y  =  rj 
zugeordnet  wird,  worin  ')]  von  k,  ß,  y,  d  verschieden,  wegen 
der  Eindeutigkeit  und  P]ndlichlveit  der  rechten  Seite  von  (7) 
als  Function  von  x  und  y  um  Xq  und  rj  herum  aufgefasst, 
auch  y  eine  eindeutige  Function  von  x  von  der  Form 

(8)  y  ==  7/  +  r/,  {x  —  a;,)  +  a.^{x  —  xj^  +  •  •  • 

sein  wird.  Ist  dagegen  dem  x  =  Xq  der  Werth  y  =  oo  zu- 
geordnet, so  liefert  wiederum  die  Substitution  y  =^=  --  die 
Differentialgleichung 

und  da  hier  entsprechende  Werthe  x  =  Xq,  0  =  0  sind,  für 
welche  die  rechte  Seite  wieder  endlich  und  eindeutig  ist, 
so  wird 

(10)  £  =  Kl  (X  —  X^)  4-  «2  (a?  —  XqY  H , 

also 

(11)  y  =  ar'ix  —  x^)-^  +  5o  +  ^  (-«  —  ^o)  H ^ 

und  somit  y  um  Xq  herum  wieder  eindeutig.  Sollen  sich 
endlich  x  =  x^^  und  einer  der  Werthe  «,  ß,  y,  d  also  z.  B. 
y  =  cc  entsjDrechen,  so  substituire  man  in  (7) 

(12)  y-a  =  0% 
und  man  erhält  die  Differentialgleichung 


(^•^)  ^  =  2  y('"  +  '^  -  ^K^' + « -  y^ ^'' + « -  ^) ^ 

welche   für  x  =  Xq  ,  2  =  0  wieder  wegen   der  Eindeutigkeit 
und  Endlichkeit  der  rechten  Seite 

(14)  z  =  ff,  (x  -  x^)  -f  «2  (^  —  ^'ü)'  H > 

also  nach  (12) 

(15)  y  =  «  +  A,  (x  -  xj  +  ^3  (.-K  -  x^y  +  • .  • , 

somit  eine  eindeutige  Function  liefert.     Wir  linden  daher, 

dass    die    durch    die    Diß'cycntiah/Icichuny    (7)    defhiirtcn 
Integrale  in  der  (/amen  FA)en<'  eindeuHye  J'\mctionen  sind. 
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Mau  nennt  diese  Functionen  elliptische  Functionen,  auf 
deren  Eigenschaften  hier  niclit  eingegangen  werden  kann, 
und  von  denen  nur  bemerkt  werden  soll,  dass  dieselben,  weil 
sie,  wie  aus  der  Dillerentialgleichung  ersichtlich,  wieder  die 
Umkehrungsfunctionen  der  im  vorigen  Abschnitte  behandelten 
elliptischen  Integrale  sind,  da  die  letzteren  zwei  Periodicitiits- 
moduln  besassen, 

seihst  doppelt-periodische  Functionen  sein  tverden. 

Nach  der  zur  Gleichung  (1G4)  des  vorigen  Abschnittes 
gemachten  Anmerkung  liisst  sich  die  Differentialgleichung 
(7)   durch  die  lineare  Substitution 

in  die  Differentialgleichung 
dt 


''-^-  =  M^/(\-t^){\-liH^) 


dx 


überführen;  bezeichnet  man  nun  das,  wie  eben  nachgewiesen, 
in  der  ganzen  Ebene  eindeutige,  doppelt-periodische  Integral 
der  Differentialffleichuug 


du 


welches     mit     der     unabhängigen    Variabein     zugleich     ver- 
schwindet, mit 

u  =  sin  am{x,  Ic) , 
so  wird 

t  =  sin  am{3Ix,  /t), 

und  somit  das  Integral  der  Differentialgleichung  (7)  durch 

Y  -\-  ß  ^^  y  —  ß    sin  am  {31  x ,  h)  —  fi 
y  '^      2         '         2       1  —  ft(sin  am{Mx,  k) 

dargestellt  sein. 

Es  mag  genügen,  von  der  Klasse  der  Differential- 
gleichungen (1)  die  beiden  wichtigen  Fälle  (2)  und  (7) 
hervorgehoben  zu  haben,  und  es  soll  nun  lür  die  allgemeine 
Differentialgleichung  (1),  zugleich  als  Beispiel  und  zur  Vor- 
bereitung für  die  im  nächsten  Kapitel  zu  entwickelnde  all- 
gemeine TluMirie.    wiederum   die    Frage    nach    (h-r   Natur   der 
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Integrale  in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte  nälier 
erörtert  werden, 

3.    Entspreche  in  der  Differentialgleichung 

(16)  ti^m 

dem  Werthe  x  =  x^  ein  endlicher  Wertli  i],  so  wird,  wenn  y 
eine  um  Xq  eindeutige  Function  von  der  Form 

(17)  y  —  )]  =  a,i{x  —  x^"  +  a„j^i{x  —  x^''^^  -)-... 
sein  soll,  da  sich 

(18)  {^-^y  =  {x-x,)  {i+h^(^x-x,^  +  h,{x-x,Y-\--) 

ergiebt,  nach  dem  im  ersten  Kapitel  IIL  7.  bewiesenen 
Hülfsatze 

(19J        x-x,  =  (-^)"+  ^1  {y  -  n)"  +  •  •  • 

folgen,  und  da  durch  Differentiation  von  (17) 

*^^^)        If  =  w«„(a;-a;o)''-i  +  (M  +  l)a„+i(a;-r»o)«  +  - 

oder  nach  (19) 

1  n  —  1  n 

^^^)    ll  ^  ^^^«"  ^y  ~  ''^ "  +  '^1  ^y  ~  '^y  "• — 

folgt,  so  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  von  (16)  und  (21) 
als  nothwendige  Bedingung  dafür,  dass  y  in  dem  Funkte  x^, 
für  den  r}  ein  n-facher  Verzweigungspunkt  von  f{y)  ist,  eine 
eindeutige   Function   von  x  wird,   die,    dass  die  Entivicldung 

der    Function    f{y)    in    der    Umgehung   des   Punlics   1]    nach 

1 
steigenden  Potenzen  von  (t/  —  t])"  mit  dem  Gliede 

n  —  l 

(22)  (?/  -  vy^ 

beginnt,  dass  also,  wenn  f{y)  in  rj  eindeutig,  also  «  =  1  ist, 
die  Entwicklung  von  f(y)  mit  einer  Constanten  anfängt, 
d.  h.  /'(>/)  von  Null  verschieden  ist. 
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Aber  es  lilsst  sich  auch  umgekelirt  zeigen,  ilass,  nenn 
hl  der  DifJ'ercnfiah/leirhunf/  (HJ)  die  Entwkldmu)  von  f'{tf)  um 
den  Ihinid  ij  licrum  n-deutiij  ist  und  ein  Anfiutgsglied  von  der 
Form  (22)  hesitzt,  die  Difl'ercntiahßeichuwj  um  den  entsprechen- 
den PimJct  Xq  herum  ein  den  Werth  >/  annelimende'i  eindeutiges 
Integral  hesitzt.     Denn  wenn 

n  —  1  n 

(23)  1^  =  c,{y-  riV^-h  e,{y-  7;)^+  •  •  ■ 

ist,  so  lolgt,  wenn 


(24) 

(// 

-  nT 

=  ^ 

oder 

y 

gesetzt  wird 

(25)       . 

dz 

dx 

+  ^ 

+ 

worin  Cj  von  Null  verschieden  ist,  und  da  diese  Differential- 
gleichung wegen  der  Natur  der  rechten  Seite  vermöge  der 
wiederholt  angeführten  Sätze  ein  um  x^y  herum  eindeutiges, 
nicht  identisch  verschwindendes  Integral  besitzt,  so  wird  auch, 
wie  behauptet  worden,  nach  (24)  sich  y  als  ein  um  x^  herum 
eindeutiges  Integral  der  Differentialgleichung  (IG)  ergeben. 

Entspricht  ferner  dem  Werthc  x  =  00  ein  endlicher  Werth  »;, 
so  führt  die  Substitution 

(2G)  x=j- 

die  Ditferentialgleichung  (IG)  in 

(27)  ^  =  _..-Y(,/J 

über,  und  e.s  geht  für  den  Fall,  dass  um  .r,  =  0,  //  =  ij 
herum  das  Integral  die  Form  haben  soll 

(28)  y-  n  =  n,^^'[  +  '^.+1  x'[-^'  H , 

also 

(29)  X,  =  ("-")  "+«,/-,)■"  + 
ist,  die   DilVrrontialgleiihung  {21}  in 

Kooiii^aliurijor,   l.ulirliiirli.  1  li 
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über-,  da  nun  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  die  Entwick- 
limg  der  rechten  Seite  ein  Anfangsglied  von  der  Form 
(22)  haben  muss,  so  wird,  wenn  a;  =  oo,  y  ^=  rj  sich  ent- 
sprechen sollen,  die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  y  um  a;  =  oo  herum  eindeutig  ist,  die  sein,  dass 
das  Ävfangsylied  der  EntwicJdimg  von  f{y)  um  y  =  tj  herum 
lautet 

(31)  {y -  ny'\ 

Gehen  wir  endlich  zur  Betrachtung  des  Falles  über,  dass 
einem  endlichen  oder  iinendlichen  Werthe  von  x  ein  unendlich 
grosse^'   Werfh  von  y  entspricht,  so  zeigt  die  Substitution 

(32)  ?/  =  j, 
welche  die  Differentialgleichung  (IG)  in 

überführt,  und  dem  betreffenden  Werthe  von  x  den  Werth  t  =  0 
zuordnet,  auf  Grund  der  eben  gewonnenen  Resultate  un- 
mittelbar, dass  die  nothivendige  und  hinreichende  Bedingung 
dafür,  dass  das  mgehörige  Integral  der  Differentialgleichung 
eindeutig  sei,  die  ist,  dass  das  Anfangsglied  der  Entwicklung 
von  f(j/)  um  y  =  oo  herum 

7i-\-l  n —  1 

y  oder     y 

sein  muss,  je  nachdem  der  unendlich  grosse  Weiih  von  y  einem 
endlichen  oder  unendlich  grossen  Werthe  von  x  entsprechen  soll. 

Fassen  wir  somit  die  eben  erhaltenen  Resultate  zu- 
sammen, so  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 

Soll  untersucht  werden,,  oh  die  durch  die  Differential - 
(jleichung 

dcfmirte  Function  y  von  x  für  alle  Werthe  dieser  Variahrln 
(oder  für  welche    IVerthf  dcrsrihrn  sie)  eine  eindeufigr  Function 
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ist,  SO  icird  die  nothwemligc  tmd  hinreicJiciidc  Ikdingung  zu  er- 
füllen sein,  dass  f(y)  für  einen  heJiehUjen  endliclten  Werth  ij, 
der  ein  n-fachcr  Vcrzivcigungspnnlä  sein  mag,  nach  stcigendni  Po- 
tenzen von  y —  rj  cntwichelt,  wmtider  Exponent  des  Aufungsgliedes 
Meiner  als  die  positive  Einheit  ist,  mit  einem  Anfangsgliede  von 

n—l 

der  Form  {y  —  ri)  "    beginne,  und  wenn  derselbe  grösser  als  dir 

Einheit  ist,  mit  einem  Gliede  von  der  Form  (y  —  )j)  "  ,  ferner 
mnss  f(y)  nach  fallenden  Potenzen  von  y  entwickelt,  tvenn  der 
Exponent  des  Anfangsgliedes  grösser  als  die  positive  Einheit  ist, 

«  +  1  71  —  1 

7nit  y  "  ,  nnd  tvenn  Ideiner,  mit  y  "  anfangen;  in  beiden  Fällen 
darf  aber  der  Exponent  nicht  die  positive  EitiJieit  sein.  Soll 
nur  EindeutigJceit  für  alle  im  Endliclien  gelegenen  Wertlic  der 
x-Variabeln  statthaben,   so  muss  für  jedes  endliche  i]  die  Ent- 

n— 1 

wicldung  vonf{y)  nach  steigenden  Potenzen  vouy—t]  mit  {y — rj)  "  , 

nnd  die  Entivicldimg  nach  fallenden  Potenzen  von  y  mit  y  " 
beginnen. 

Im  Uebrigeu  bestimmt  sich  die  Form  der  um  einen 
a; -Werth  viekleutigen  Integrale  offenbar  sogleich  aus  den  oben 
gegebenen  Entwicklungen  und  deren  Ümkehrungen,  und  es 
ist  somit  die  Untersuchung  der  Integrale  der  obigen  l)ill'e- 
rentialgleichung  in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte 
damit  erledigt. 

4.  Um  eine  Anwendung  des  eben  bewiesenen  Satzes  von 
den  nothwendigeu  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür  zu 
geben,  dass  ein  Integral  der  Differentialgleichung  (IG)  eine 
in  der  ganzen  Ebene  eindeutige  Function  ist,  soll  derselbe 
zur  Beantwortung  der  Frage  benutzt  werden,  von  welchem 
Grade  die  ganze  Function  P{y)  sein  muss,  damit  die  Diffe- 
rentialgleichung 

(34)  ^1  =  /■(.'/.  Kii  (//)), 

worin  /  eiiu>  rationale  Function  der  »'ingeschlossenen  Ci rossen 
bedeutet,  ein  in  der  gan/en  ouUirhrn  j'-Ebene  eindeutiges 
Integral    brsit/t. 
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Da  man  die    rechte   Seite   der  Diiferentialgleichung   aul' 
die  Form 

^o{y)-^'^i(y)VW)  o^^gj.  [^0 jy)  +  ^i (y)V^)]  [«Po (?/)-yi (y)VWj)] 

bringen  kann,  in  welcher  (P(,{y),  <Pi{y),  ^oO/);  ^i(?/)  i'ationale 
Functionen  von  y  bedeuten,  also  die  Differentialgleichung 
selbst  die  Gestalt  annimmt 

W  g  =  ^o(?/)  +  i^i(y)V^), 

worin  F^)(j/)  und  F^  (y)  rationale  Functionen  von  y  sind,  so 
ist  zunächst  nach  dem  vorigen  Satze  sofort  zu  erkennen, 
dass  die  rechte  Seite  der  Differentialgleichung  für  kein  end- 
liches y  unendlich  werden  darf,  dass  also  Ff^(y)  und  F^{ii) 
nothwendig  ganze  Functionen  sein  müssen,  wenn  diese  Diffe- 
rentialgleichung ein  in  der  ganzen  endlichen  Ebene  eindeutiges 
Integral  besitzen  soll.  Ferner  wird,  wenn  i]^  eine  Lösung 
der  Gleichung  Il{y)  =  0  ist,  die  wir  ohne  Einschränkung 
von  mehrfachen  Lösungen  frei  annehmen  dürfen,  t]y  ein  ein- 
facher Windungspunkt  der  rechten  Seite  sein,  also  die  Ent- 
wicklung derselben  in  der  Umgebung  von  ri^  nach  steigenden 

Potenzen  von  (v/  —  'q^'^  fortschreiten  und  nach  dem  eben  be- 
wiesenen Satze  für  die  Forderung  der  Eindeutigkeit  des  Inte- 
grals mit  dem  Gliede 

{y  —  ni)'^ 

beginnen  müssen.  Daraus  ergiebt  sich  zunächst,  dass  die 
rechte  Seite  von  (35)  für  y  ==  i]^  verschwinden  muss,  und 
dass  somit  sämmtliche  Lösungen  von  li  (y)  =  0  auch  Fq  (y) 
zu  Null  machen  müssen.  Wir  können  daher  die  Differential- 
gleichung (35)  in  die  Form  setzen 

(36)  fl  =  ^  (?/)  «0  (y)  +  «1  (y)  V^(y) , 

worin  ci^^{y)  und&)j(?/)  wiederum  ganze  Functionen  vonybedeuton. 
Sei  nun  li{y)  vom  Grade  A  inj/,  so  wird  A  eine  gerade  oder 
ungerade  Zahl  sein  klnmen.  Ist  l  =  2jp,  so  wird  die  Ent- 
wickhing der  rechten  Seite  von  (30)  nach   falloudou  Potenzen 
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voll  //  mir  gauze  Potenzen  von  ij  enthalten,  also,  da  in  tliesoni 
Falle  n  =  1  ist,  nach  dem  obigen  Satze  mit  ij-  beginnen 
müssen;  beachtet  mau  aber,  dass  dies  für  beide  Vorzeicin-n 
(li'r  (Quadratwurzel  geschehen  muss,  dass  sich  also  nicht  in 
beiden  Fällen  die  höheren  Potenzen  von  y  wegheben  köinien, 
so  folgt,  dass  11  (i/)  ein  ganzes  Polynom  höchstens  vom  4'^'" 
Grade  sein  kann,  und  zwar  dass,  wenn  Ii(y)  vom  2**"  Grade 
ist,  «1  f//)  vom  ersten  und  Oj,  (//)  vom  nullten  (Jrade  ist, 
während,  wenn  II  {y)  vom  4'*^"  Grade,  coiiy)  eine  Constante 
und  (o^f(y)  identisch  Null  sein  muss.  Ist  jedoch  Ii{y)  von 
einem  unpaaren  Grade  X  ^  2})  -\-  l ,  so  ist  ?/  =  oo  ein  ein- 
facher Windungspuukt  von  ]/ü(//),  also  n  =  'J,  und  dann 
muss  die  Entwicklung  der  rechten  Seite  der  Ditt'erential- 
gleichung  [o())  nach  falleudeu  Potenzen  vou  y  nach  dem 
vorigen  Satze  mit  dem  Gliede 

beginnen,  was  nur  möglich  ist,  weuu  entweder  /i(v)  vom 
ersten  Grade,  w,  (//)  ebenfalls  vom  ersten  Grade  und  (o^^(y) 
eine  Constante  oder  li{y)  vom  dritten  Cirade,  co^  (y)  eine  Con- 
stante und  «0  (//)  identisch  Null  ist.  Wir  erhalten  somit  das 
folgende  Kesultat: 

Unter  (dien  Ditfcroüialylciehunyen  der  Form 

liaben  stets  und  nur  die  in  der  Form,  enthaltenen 

^•■^^)    2:  =  '^ (^ - ^^i) ^^ - 'i-^  +  (^"i ■''  +  <^-My-Vi) iy -v:) 

(38)      ;5^.  =  cVa^  7], )  (y  -  rj.?)  (y  -  ;/,)  (,/  -  ijj 
(30)     ;jf.  =  cjy  -,;,)  +  0\  >/  +  c.^  V^T^  n, 

(40)     Ijj;.  =  eViy  -  7/.)  ^y  -  ,/,)  IJ^^],) 

für  alle  endlichen    Werthc  der  Variahcln  x  eindeutige  InUijrale. 

5.   Wir  wollen  mm  noch   für  die  Ditferential^leicluint'en 

vou   der   Form    (I)   einige    Betrachtungen    anstellen,    welche 
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analug  sind  den  im  letzten  Abschnitte  durcligefülirten  über 
die  Jieziebnugen  von  Quadraturen  unter  einander,  und  welche 
darauf  beruhten,  dass  sich  jedes  Integral  der  Ditferential- 
gleichuug 

"I  =  /'W 

durch  ein  particuläres  y^  derselben  in  der  Form  ausdrücken  Hess 

Gehen  wir  nun  von  der  Dilierentialgleichung  (1)  aus, 
so  wird  sich,  wenn  ein  particuläres  Integral  derselben  niit 
//j  bezeichnet  wird,  aus  derselben 

^   ^  m        A2/1) 

ergeben,  und  es  würde  somit,  wenn  in  (1)  das  allgemeine 
Integral  eine  algebraische  Function  eines  particuläreu  sein 
soll,  die  Differentialgleichung  (41)  in  y  und  y/,  ein  allgemeines 
algebraisches  Integral  von  der  Form 

(42)  y  =  F{y,,c) 

haben  müssen.     Für  den  Fall  der  Differentialgleichung 

(43)  1  =  !/ 
war  in  der  That 

(44)  V=-cy,; 

nehmen  wir  ferner  als  speciellen  Fall  der  Differentialgleichung 
(1)  die  Gleichung 

welche  für  (41)  die  Beziehung  liefert 

dy  di/i 


(45)  -^ , 

so   folgt   aus   den   Gleichungen  (165)  und  (166)   des   vorigen 
Abschnittes,  dass 

dy  dy^  diq 

wird,  wenn 
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i.st,  lind  (lii  iKicli  (Jleichuuj^  (40)  dtj  ^^  ü,  ulsu  »/  einer  Coii- 
staiiteii  c  gleich  sein  muss,  so  ergiebt  sich  zwischr-ii  //  niid 
y,   die  Beziehung 


und  die  Gleichung  (45)  hat  somit  die  algebraische  (jJleichung 
(4>!)  zwischen  //,  y/,  und  c  zum  allgeiueinen  algcbraisciien 
Integrale;  für /j  =  0  ergiebt  sich  für  die  Ditfei-entialgleicliiinij 

(41))  '^^       —      '^^' 


das  all<;emeine  luteecral  in   der  Form 


(50)  „yi-f-yyi—y^^  =  ,. 

0,  ^Vonu  wir  nun  mit  Hülfe  des  Satzes  vun  der  Er- 
haltung der  algebraischen  Beziehung  zwischen  lutegralen  von 
üili'erentialgleichungeu  wieder  Untersuchungen  über  die  al- 
gebraischen Kelationen  anstellen  wollen,  welche  zwischen 
Integralen  von  Difierentialgleichungen  der  Form  (1)  unter 
einander  oder  auch  zwischen  solchen  und  Quadraturen  alge- 
braischer Functionen  bestehen,  so  werden  wir  in  Analogie 
zu  den  für  Quadraturen  angewandten  Methoden  nur  Uitt'e- 
rentialgleichungen  der  Form 

dy  _         dy  _    /  ,       dy 


und  die  durch  Quadraturen  integrirbareu  üiÜ'erentialgleichuugeu 

zu  Grunde  legen  können. 

Mag  zunächst  nach  der  allgemeinsten  Gestalt  einer  al- 
gebraischen Beziehung  zwischen  Integralen  von  üitierential- 
gleichungen  der  Form 

/-^N  <^// ''"      '^i/ ''«I  '''/  ''"a 

^-^"^^  dx  —  'JTx'    dx  =  ^  d7c'     •'•  dlv  =  '•'  dx 

oder  zwischen 

c",  e"',  f"',   .  .  .  r"t 

gefragt  werden,  wurin  u,  /<,,  w^,  .  , .  (U  algebraische  Functionen 
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der  uuabhüugigeu  Variabeiu  x  sind,  so  wird  sich,  weun  diese 
Uelation  die  Gestalt  hat 

(53)  e"  =  F{x,  e"i,  e"^,  . .  .  e"k) , 

nach  dem  Satze  von  der  Erhaltung  der  algebraischen  Be- 
ziehungen und  mit  Rücksicht  darauf,  dass  alle  Integrale 
einer  der  Differentialgleichungen  (52)  nach  (44)  aus  einem 
particulären  durch  Multiplication  mit  einer  Constanten  her- 
vorgehen, aus  (53)  die  Relation  ergeben 

(54)  06«  =  F(x,  Ci  .  e"^,  e"--,  . . .  e'^-i), 
und  hieraus  durch  Zusammensetzung  mit  (53) 

(55)  F{x,  Ci  .  e"i,  e"^,  . . .  e"A)  ==  C F{x,  e"»,  e"%  . . .  e"*). 

Da  man   nun   wieder   annehmen  darf,   dass   nicht   schon 

zwischen 

e"',  e"%  . . .  e"^- 

eine  algebraische  Beziehung  stattfindet,  weil  man  im  ent- 
gegengesetzten Falle  nach  (53)  e"  schon  von  Zj  —  1  Exponential- 
functionen  algebraisch  hätte  abhängig  machen  können",  so 
wird  die  Gleichung  (55)  eine  in  e"',  e"^,  .  ..e^k  und  t\  identische 
Gleichung  sein,  in  welcher  G  von  q  abhängt.  Setzt  man 
somit  zur  Abkürzung 

(56)  e«i  =  0-1     und     F{x,  ^^,  e"-,  .  .  .  c"a)  =  ^  (^J, 

so  dass  (55)  in 

(57)  <p{cM  =  C<p{&,) 

übergeht,  so  wird  durch  Differentiation  dieser  Gleichung  nach 
'O'j  und  q 

ä^Sc^j)  C''',^^^     und     ^'^/\^^#,  =  :^9^(^,), 

und  somit 

(58)  d&,    d&i  =  c,  dc^  -qt^, 
,p{&,)  C      ' 

woraus  sich  durch  Quadratur 

(59)  cp^»,)  =  Kd-'l^ 
ergiebt,  worin  «j   wegen  (57)  oder 
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Kc'l^&'l'  =  C-  7i>',''    d.  h.  C  =  c^' 

eine  Coiistaiiti',  und  K  von  x",  t"',  c"',  .  .  .  c"i  algebrai.sch  ab- 
hängig ist.  Mau  schliefst  daraus  leicht,  wc-un  man  cljen.su 
für  die  anderen  Exi)ünentialfuiictiünen  verführt, 

(lasa  die  alhjtinchtstc  abjdnaischc  JJc;:i(liuti(/  ztvibc/tcn  den 
Integralen  der  Dijferentialijleicliunycn  (52)  oder  den  Exponciitud- 
futictioncn 

e",  e"',  e"%  . .  .  e"*, 

in  wclche)i  ii,  »j,  ti.,,  ...  u^  ahjehralsche  Functionen  von  x  be- 
deuten, die  Form  hat 

(60)  e"  =  PC' "',   c"^"'  ■  •  •  c^k^k  j 

icorin  P  eine  algebraische  Function  von  x,  und  a^,  .  • .  «^.  rationale 
Constanten  sein  müssen. 

7.  Nach  ähnlichen  Priucipieu  würden  sich  die  allgemeinsten 
Beziehungen  zwischen  Integralen  von  Difierentialgleichuugen 
der  Form 

%=v^7%  :^=y(i-.o(i-^v)fi, 

in  welchen  u  eine  algebraische  Function  von  x  bedeutet, 
angeben  lassen,  wir  wollen  hier  jedoch  nur  noch  die  Frage 
nach  der  Existenz  algebraischer  Beziehungen  zwischen  Inte- 
gralen von  Diäerentialgleichungeu  der  Form  (51)  und  Quadra- 
turen algebraischer  Functionen  zu  beantworten  suchen. 

Bestehe  also  zwischen  den  h  Integralen  Jj,  «/,,  ...  Jk 
der  Diö'ereutialgleichungeu 

(61)  rfi  =  /.  (s.)  ai>^-t.  (O  aJ.r--ji-h  (^*) ;,, , 
den  A  Integralen  /j,  ^,  ...  i^  der  Differentialgleichungen 

^  '^>'  rfx-  ■"  y  dx'   'di~y  'dx'  "  'dl~y  d^' 

und  den  ^  Integralen  j, ,  j.^,  ...j^  der  Differentialgleichungen 

(63)  ^?=y(,_y^K,  -/,.y')^"^,g= ^,  1-r^,  i-'.-.y)',5, 
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worin  f^,  f.,,  .  .  .  /),  algebraische  Functionen  ihrer  Argu- 
mente und 

algebraische  Functionen  von  x  sind,  eine  algebraische  Be- 
ziehung von  der  Form 

(64)  F(x,  Ji,     .  .  Jk,  h,  .  .  .  i^,  ji,  .  .  .jt?)  =  0, 

und  werde  angenommen,  dass  nicht  schon  zwischen  weniger 
als  diesen  h-\-  X-\-  ^i  Integralen  ein  algebraischer  Zusammen- 
hang existire.  Fassen  wir  das  Integral  einer  der  Differential- 
gleichungen (61)  auf  z.  B.  J^  und  bezeichnen  eines  der  Integrale 
h}  •••^^7  in  •••i^  ^i^  ^j  so  wollen  wir  der  Kürze  halber 
der  Gleichung  (64)  die  Form  geben 

(65)  J,  =  <P{^): 

worin  cp  eine  algebraische  Function  bedeutet,  welche  neben 
X  noch  alle  anderen  Integrale  ausser  e7,,  und  -9'  enthält.  Wenden 
wir  auf  diese  Beziehung  wieder  den  Satz  von  der  Erhaltung 
der  algebraischen  Beziehung  au,  so  wird,  weil  das  allgemeine 
Integral  der  Differentialgleichungen  (62)  und  (63)  jedenfalls, 
wie  oben  nachgewiesen  worden,  eine  algebraische  Function 
eines  particulären  und  einer  willkürlichen  Constanteu  ist, 
welche  in  unserem  Falle  durch 

t\^,  c) 

bezeichnet  werden  mag,  und  jedes  Integral  der  Differential- 
gleichungen (61)  sich  von  einem  derselben  nur  um  eine  additive 
Constante  unterscheidet,  aus  (65)  die  Beziehung  hervorgehen 

(66)  jr,  +  C=,p(/-(^,c')) 
oder  durch  Verbindung  mit  (65) 

(67)  ^{f\^,(^))  =  ^{^)-^C, 

und  diese   Gleichung    muss  wieder,    da  J^,  in   ihr   nicht   ent- 
halten ist,  nach  der  Annahme  der  algebraischen  Unabhängig- 
keit von  weniger  als  allen  diesen  Transcendenten  eine  in  #• 
uiul  c  identische  sein,  wobei  C  von  c  abhängig  ist. 
Die  Differentiation  nach  %^  und  c  liefert  aus  (67) 


II.   IJubei-  Uifferontialgleichiinguystfuie  L-rster  KhiHue  etc        J.»  1 


(Ü8) 

da»,  c)  _  d<p{9) 

d»              d{y 

^fifi»,  c)) 
d/\9,c)  ~ 

rf(9,  c)         dC 
~Jc       ~  de' 

uml   liif 

•aus 

(O'J) 

dq>{») 
d»     ~ 

r:f{9,  c) 
dC        d9 

'  de  df\9,  c) 

Wl'ihIl'    mui    ilicjenig»?    iIlt    I  >ill'L'n_'iitial;j;lci(liiiiii:''ii    (<»lf\ 
(()I3),  (.leren  Integral  9-  war,  kurz  mit 


(70) 


du         n  ,    \  doo 


bezeichnet,  worin  co  eine  algebraische  Function  von  x,  und 
Hilf)  entweder  gleich  y  oder  ]/(!  —  y'')  (1  —  J>:'y')  ist,  so  wird 
der  Annahme  gemäss 

und  hieraus 


(72) 


.<i(A»,o))=.<2(»)^*'-' 


welche    lileichung   wieder    in    9-   und  c  identisch    sein    muss. 
Üiti'erentiirt  mau  dieselbe  nach  9^  und  c,  so  ergiebt  sich 


(73) 


rfX9,c)  rc  ^^     c&cc    ' 


IP.{&)  cfi»,  c) 
dd-         d» 


oder,  wie  eine  leichte  Rechnung  zeigt,  durch  Elimination   von 


die  Cileicliung 
(74) 


da»,c) 


worin  M  eine  Constante  in  Bezug  auf  0  bedeutet.    Mit  Hülfe 
dieser  Beziehung  ergiebt  sich  aber  aus  (ül') 
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v'*^>'  d»  ß(«-)' 

worin  K  wiederum  iu  Bezug  auf  -0-  coustant  ist,  und  somit 

vermöge  (71) 

(76)  (p{^)  =  Kco-i-L, 

worin  K  und  L,  also  cp  {&)  selbst,  also  auch  (65)  und  (64) 
das  Integral  d^  gar  nicht  enthalten.  Da  dies  von  jedem  der 
Integrale  i^,  .  .  .  ix,  ji,  •  .  ■j/.i  nachgewiesen  werden  kann,  so 
erhalten  wir  den  Satz, 

dass  zwischen  Integralen  von  Differentialgleichungen  der  Form 

worin  s,  u,  v  algebraische  Functionen  von  x,  f  {s)  eine  al- 
gebraische Function  von  s  bedeuten,  nie  eine  algebraische  Be- 
ziehung stattfinden  kann, 

oder  auch  auf  Grund  der  angewandten  Beweisform, 
dass  in  eine  algebraische  Beziehung  zivischen  AbeVsclmi 
Integralen  nie  das  Integral  einer  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung eintreten  darf,  deren  allgemeines  Integral  eine  algebraische 
Function  eines  particulären  Integrales  und  einer  ivillkürlichen 
Constanten  ist,  also  nie  Exponential-  oder  elliptische  Functionen. 
Auf  die  Behandlung  der  in  den  vorigen  Abschnitt  ge- 
hörigen Fragen  über  die  Natur  der  Quadraturen,  welche  auf 
solche  niederer  Gattung,  also  auf  logarithmische  Functionen, 
elliptische  Integrale  etc.  algebraisch  reducirbar  sind,  sowie 
der  an  die  obigen  Untersuchungen  sich  anschliessenden  Fragen, 
für  welche  Differentialgleichungen  der  Form  (1)  sich  die  Inte- 
grale algebraisch  durch  diejenigen  von  Ditferentialgleichungeu 
der  Form  (51)  algebraisch  ausdrücken  lassen,  also  durch  al- 
gebraische Functionen  von  einfach-  und  doppeltperiodischen 
Functionen  darstellbar  sind,  soll  hier  nicht  eingegangen  werden. 
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(1) 


IJI.  Uebor  qu.idi'irlian'  T)i(r('iMMitial«rl<'irlnm;rsyst<*im' 
iM'lh'lu*;:;«'!'  Klasse. 

1.    WliiroUen  rill  I)ifJ'<rr)t(/nhiliirJn(tHfsifsfr))>  nm  t/rr  J'nnn 

l/x  =  ^Ji  (^)  <^'i  Cv> ) 


iti  welchem  qp, ,  ...  9),,,  ^,,  ...  ^„,  i-,}  •••%"?  ••(o„  ah/rhraifiche 
Funettouen  ihrer  Atytonrnfr  Jmhntcn,  ein  quadrirbares  nennen, 
uiul  zwar  aus  foltreiidem  CJ runde:  wenn 


(2)  „,.  =  -P,  W 

gesetzt  wird,  so  geht  die  erste  Differentialgleichung  in 

(3) 


t'-f'.W 


über,  al.so  werden  zunächst  (2)  und  (o)  die  Form  der  in  den 
beiden  letzten  Abschnitten  behandelten  Diö'erentialgleiehungen 
haben;  sei  jetzt  hieraus  ?/,  als  Function  von  f,  f  als  Function 
von  Xf  also  y,  als  Function  von  x  ermittelt,  so  dass 

(4)  ^A^)tA!h)  =  F,(,c) 

sein  mag,  worin  F^  (x)  jetzt  im  Allgemeinen  eine  transeeudente 
Function  von  x  ist,  so  wird  wieder,  wenn  man 

(5)  r.-i-A-) 

setzt,  die  zweite  Gleichung  des  Systems  (1)  in 

(0  '"^-xAy.) 

übergehen;  wird  danach  wiedfr  n  als  Function  von  x,  ij.,  als 
Function  von  u,  also  //,  als  l-'unction  von  x  bi'>timmt,  und 
wieder 

(7)  g),(.i)  «/•:,(//■')  Z:.  ».'/•)  -      '•'  ^'^ 
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gesetzt,  u.  s.  w.,  so  sieht  man,  dass  die  Integration  des  Diffe- 
rerdialgleicltungsyslenis  (1 )  auf  alychraisclic  IJifj'ereidialgleicImngen 
der  Form 

(8)  t  =  ^('J>' 

wie  sie  im  letzten  Abschnitte  behandelt  wurden,  tind  aufQuadrattiren 
von  transcendentcn  Functionen  von  x  znrücliführbar  ist,  ivelclie 
successive  algebraische  Functionen  von  x  %md  y^,  von  x,  ?/,  nnd 
?/.,,  U.S.W,  endlich  algebraische  Functionen  von  x,  ^/, ,  ..,?/„_;. 
und  }jn—i  sind. 

Die  Quadraturen  dieser  transceudeuten  Functionen  werden 
offenbar  als  Integrale  algebraischer  Differentialgleichungsystcme 
definirt  sein,  wie  z.  B.  der  durch  den  Ausdruck 

/*  dx 
"^'^        j  log  X 

deünirte  Integrallogarithmus  durch,  das  algebraische  Diöerontial- 
gleichungsysteni  2*"  Klasse 

dx         X 

dy^  ^^  1 
dx  ?/,  ' 

und  die  Function 


y-i  =  (^ 
durch   das  System 

dx    y^ 

dy^  

dx  ~  y^  y-^ ' 

u.  s.  w. 

Als  speciellcr  Fall  eines  solchen  quadrirbaren  lutegral- 
systems  mag  das  in  der  Form 

dx         '  V   / 


(9) 


dx         •'• 

^  =  V- 
dx 


[d.  =y"-^ 


in.  Ueber  quarlrirbaii'  Ditterentialglficliun^'H} -.Icinf  etc.        -J^ti^) 

s;e<;ebeiio  betrachtet  werileu,  welches  ollciihar  (h-r  I  >ill't'j<'iitiiil- 
gleicliung  n'*'    Ordnung  äquivalent  ist 

(l"y 

(10)  74"=/"(^)5 
dx 

da   aus  den  Gleichungen   (i>)  successive  folgt 
Vi  =  I  f(^')  <^^'  +  ^'i  ,    ?/2  =  /  '^^'  1 1  (•^- )  'f''  +  ^1  •'^  +  ''■' .     •  ■  > 

allgemein  mit  der  al)gekiirzteu  Bezeichnung  für  die  ;/-l'iieh 
iterirte  Quadratur 

(11)  //„  =  i'f{x)  dx  +  /.vr"-»  4-  l-,x-''  +  •  •  •  +  /■•„_,  X  +  /,„ . 
so  ergiebt  .sich,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 

(2) 

/  /•(.!■)  dx  =  Cdx  j  'f  (.r)  dx  =  x  I  'fix)  dx  —  I  'x  f\x)  dx , 

Cf{x)dx=  i'dxl'f{x)dx 

=      I  oj^  1  fix)  dx  —  2x  I  xf(x)  dx  -\-  j  x^  /\x)  dx    ,  u.  s.  w. 
ist,  das  allgemeine  Integral  von  (10)  in  der  Form 
('2)  ?^  =  (^r{'^"-'/A-^)^?^  -  -~'^-'fxr{x)dx 

.    {n—  1)(«  — 2)  /*  .,  ,.    .    , 

+  ' ^,-      'x"-'  |x-f{x)dx+■■■ 
+{-\Y-J'x-'f{x)dx\ 
_|-  /,,:,..-i  +  /,^:i.»-2  4-  . . .  +  /.-..ja-  +  /.„, 

worin  /.', ,  /.\,,  .  .  .  /.„  willkürliche  Constauten  bedeuten,  und 
die  zugehörigen  Integralelemente  des  Systems  (9)  erhält  man, 
indem  nuin  in  (12)  der  Reihe  nach  statt  »  die  Werthe  n — 1, 
n  —  2  ,  ...  l   setzt. 

2.  Bemerkt   man   inui,    dass  in  (1)  ?/,   die   Lrtsnng   einer 
nin'er(>ntialglei(  huiig  erster  ( )r(hHing 

^|'=(p,(x)^,(.V,). 
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(lass  7/2  ein  Tntegralelement  des  algebraischen  Differential- 
gleichungsystems 2*'''  Klasse 

ist,  u.  s.  w.,  dass  also  auch  die  algebraischen  Functionen  von 
Xj  7/,,  ij.,,  ...,  deren  Quadraturen  in  Frage  kamen,  Integral- 
elemente von  algebraischen  Differentialgleichuugsystemen  sind, 
so  wird  es  zur  Discussion  solcher  Quadraturen  transceudenter 
Functionen  nothwendig  sein,  die  Frage  zu  erörtern,  ob  ähn- 
liche Sätze,  wie  die  oben  für  ÄheVsche  Integrale  bei  der 
Reduction  auf  algebraische,  logarithmische  etc.  Functionen  ent- 
wickelten, auch  für  diese  existiren,  und  erst  durch  diese  Unter- 
suchung wird  die  Quelle  der  dort  aufgestellten  Theoreme  deut- 
lich erkennbar  werden. 

Sei   also   ein   Differentialgleichungsjstem   w^**'  Klasse   in 
der  Normalform  gegeben 


(13) 


dti  dx 


-=G,  {x,t^,  ?/,,  ■■•?/„0 


dG{x,t,,y,,...y„:)    dy.__^    .  . 


dt^  dx 


dti  dx 

worin  t^  eine  Lösung  der  algebraisch  irreductibeUi  Gleichung 

(14)  G{x,t,y„...yn;)  =  0 

ist,  und  sei  t/u  ein  Integralelement  für  ;//j , 
so  iverden  tvir  die  Quadratur 

(15)  lyndx  =  Zi 

dm  algebraisch  ausfiihrharc  ncmicn,  ivcnn 

(16)  ;?,  =  F{X,  ?/, , ,  ?/,2 ,  . . .  ?/im,  ?/2i ,  h-iy  ■  ■  •  ?/2"' '  •  •  •  ?/^i  >  .^/^.-'  >  ••  •  V^">) 

ist,  ivorin   F  eine   algchraisclie    Function   der   eingeschlossenen 
(i rossen,  und 


(H) 
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h.i^  V?.2^   •■•Vi, 


X  simultane  Integral  Systeme  der  Bifferentialglcichungen  (13)  he- 
(Initen,  oder  ivenn  z^  die  Losging  einer  mit  Adjnngirnng  von  x, 
den  Grössen  (17)  nnd  dni  rxgehörigcn  Wcrt/icn  t^,  A,.  ...6. 
irrednctiheln  Glcielmng 

(18)  ^"  H-  A  (.r,  y,„  . . .  y,„„  t,,  ...  y,^,  ...  y,,,,,  t,)  ^."->  +    ■  • 

+  /;.  (•«,  ?/u  ,■■•  Vl"n  ^1 ,  •  •  •  ?/;.i,  •  •  •  .V;,„,  ^J  =  0 

Es  handelt  sich  nunmehr  um  die  Bestimmung  des  (Irades 
/Lt  der  Gleichung(18),  aus  der  sich  zunächst  durch  Differentiation 
nach  X  mit  Benutzung  der  Differentialgleichungen  (13),  (14) 
nach  den  Auseinandersetzungen  des  zweiten  Abschnittes  von 
Kapitel  I 

(19)  0/  =  i;  ,■';-'  +  ^1  ~1'-'  +  •  •  •  +  i^..-i 

ergiebt,  worin  1\,  Pj,  ...  P«_i  rationale  Functionen  von  x, 
den  Grössen  (17)  und  f^^  f.,,  ...6.   sind;  daraus  folgt  nach  (15) 

(20)  P,.r.;'-^  +  F.z'r'  +    •    +  ,7^„_,  ~y/,0  =  0, 

und  wegen  der  für  die  Gleichung  (18)  angenommenen  Irre- 
ductibilität 

(21)  P„  =  0,  P,  =  0,  .  .  .  P„_x-?/„  =  0. 

Da  aber  zur  Herstellung  der  Gleichung  (!!•)  aus  (18)  r, 
eine  willkürliche  Lösung  von  (18)  sein  durfte,  d.  h.  P„,  P, , 
.  .  .  Pf,—i  für  jede  andere  Lösung  dieselben  bleiben,  so  wird 
sich  aus  (19)  vermöge  der  Beziehungen  (21)  für  jedes  der 
«=1,2,  ....u 

(22)  -.'.  =  Vn     oder     /  //,,'/•«  =  2"« 

ergeben.  Nun  können  sich  aber  die  Werthe  denselben  Quadratur 
nur  um  eine  C'onstanto  unterscheiden,  und  es  lolgf   daher 

K  HC  11  igH  liiTur  r,   I.flirliiu'))  17 
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was  für   eine  irreductible  Gleichung  (IS)  nicht  angeht*);  es 
ergiebt  sich  daher,  dass  diese  Gleichung  überhaupt  nur  rinc 
Lösung  haben  darf,  also  ^  =  1   sein  nmss,  und  wir  erhalten 
somit  den   l'olgendeu   Satz: 
Woni  die  Quadratur 


J 


Vn  (^•^, 


worin  f/n  citi  Iniegrahlement  eines  algebraischen  Differenfial- 
f/leichnngsi/stems  Wi*'"'"  Klasse  heäeidct,  algchraisch  ansführhar  isf, 
so  lässf  sich  der  Werth  derselben  stets  cds  rationale  Function 
von  X,  sinmltanen  Intcgralst/stemen  des  Differentialgleiclmng- 
systems,  und  den  dieseti  Systemen  zugehörigen  Hülfsvariaheln  t 
darstellen,  und  somit  auch  als  eine  in  den  t- Grössen  ganze 
Function  von  einem  Gerade,  der  um  eine  Einheit  Meiner  ist  als 
der  Grad  der  Hülfsgieichung,  mit  Coefficienten,  die  rational  aus 
X  und  den  simultanen  Intcgrcdsystcmen  .zusammengesetzt  sind. 
Da  nun  durch  Differentiation  der  Beziehung 

(24)  j  ?/n  (ix  =  9^  {x,  ?/„  ,  . . .  ^i„,,  t„  ...y.^,  ...  y^^^^,  t.), 

worin  9^  eine  rationale  Function  bedeutet, 

(25)  7/i,  =  r  {.V,  y/,, ,  .  .  .  ?/i„„  t^,  .  .  .  y.^,  .  .  .  t/,,^^,  t.) 

folgt,  worin  r  wiederum  rational  ist,   so   zeigt   der  Satz  von 
der  Erhaltung  der  algebraischen  Beziehung  zwischen  Integralen 


*)    Wenn    zwei   Lösungen  Mj    und   r/»    einer    mit  Adjungiriing   der 
Elemente  a,  h,  c,  ...  irreductibeln  Gleichung 

n''  +  /,(«,  ^,  c,  .  .  .)  m"-^  +  ••■  +  /;.  (r^  ^  c,  ...)  =  0 

in  der  Beziehung 

^a  =  "i  -\-  (ü  {a,  by  c,  . .  .) 

zu  einander  stehen,  in  welcher  co  sowie  fi,  f.,,  ■  ■  ■  /„    rationale   Func- 
tionen bedeuten,  so  würde  sich  aus 

<  +  /•,  (a,  ^  c,  .    .)  <-'  +••■  +  /;„  («,  6,  c,  .  . .)  =  0 

(M,  +  cof  -f  /;  {a,h,c,  ..  .)  («,  +  0))"-'  +  ...  _|.  /;„(«,/,,  c,  ...)  =  0 
durch  Subtraction 

ftfOM./'-'  +  l'\  («,  6,  c,  .  .  .)  »,•"--  +  .  •  •  =  0 
ergeben,   wa«,   da  fi  r.)    niclit  vcrscliwimlcn    kiinn,    wegen    der    vorans- 
geset'/.ten  lireductibilitiit  der  (Jli'icluiiig  in  n  nidit  .stallhabeii  darf. 
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von  Differentialgleichung.systemcn,  dass,  wenn  man  das  Integral- 
systeiu  ?/,,,  ?/,o,  ..-Ulm,  ty  durcli  ein  anderes  ersetzt,  von  dem 
nicht  schon  ein  Theil  ein  vollständiges  Integralsysteni  eines 
Difierentialgleichungsystems  von  niederer  Klasse  als  der  m'*" 
bildet  Oller  was  dasselbe  sagt,  für  welches  nicht  zwischen 
Viif  ?/i2>  •  •  •  2/i"*  ßine  algebraische  Beziehung  besteht,  die  Be- 
ziehung (25 j  erhalten  bleibt,  wenn  man  nur  für  die  anderen 
Tntegralsysteme  von  (13)  passende  substituirt;  ist  aber  (25) 
erhalten,  so  besteht  auch  wieder  (24),  und  es  ergiebt  sich  somit 
der  folgende  Satz: 

Wemi  die  Quadratur  eines  Intecjralelemeyites  eines  Di/je- 
reidiaiijlvichiüiysystems  m^'^^  Klasse  aUjcbraiach  ausfährhar  ist,  so 
ist  es  auch  die  Quadratur  eines  jeden  andere)i  entsprechenden 
Integralelementes  eben  dieses  Diff'erenticdyleichungsijstems,  tvenn 
dieses  Element  einem  Integralsysteme  angehört,  das  nicht  schon 
einem  Differentialgleichungsysteme  niederer  Klasse  genügt,  oder 
zwischen  dessen  Eletnenten  nicht  eine  cdgebraische  Eesichung  he- 
steht;  und  zivar  ist  diese  Quadratur  in  genau  derselben  Form 
ausführhar,  wenn  nur  statt  der  anderen  Integrcdsysteme  passende 
substituirt  werden.  Gehört  das  System  ?/„,  y^.,,  ...  ?/i,„  selbst 
schon  nicht  zum  Thcil  einem  Diffcrentialglcichungsystem  niederer 
Klasse  an,  so  ivird  die  Quadratur  eines  jeden  y^  entsprechenden 
Integralelemcntes  in  der  angegebenen  Form  algebraisch  ausführ- 
bar sein. 

Betrachten  wir  den  speciellen  Fall  einer  algebraischen 
Differentialgleichung 

(26)        r(.,.,:^,-.£!)=o, 

so  wird  die  algebraisch  ausführbare  Quadratur,  wenn  y^  ein 
Integral  dieser  Gleichung  bedeutet,  durch  die  rjleichnng  de- 
finirt  sein 

(27)  fy,  dx  =  co(x,y,,y\,  ...  //;"-»)) , 

worin  co  eine  algebraische  Function  bedeutet,  und  es  worden 
die  oben  ausgesprocheneu  Sätze,  wie  nicht  weiter  ausgeführt 
zu  werden   braucht,    sich    unmittelbar   auf  diesen    l'all   über 
tragen    lassen,    wenn    man    {'2Ci)    witnler   in    ein    hilVi'rential- 

17  • 
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gleicliuiigsysteni  m**""  Klasse  umsetzt.  Man  sieht  aber  zugleicli 
(liirch  Diirerentiation  der  Gleicliung  (27), 

dass,  wenn  y^  das  Inkyral  einer  abjehraischen  Dißerential- 
gleichnng  m*^"  Ordnung  ist,  welches  nicht  schon  einer  ahjehraiscJien 
Di/I'erentifdf/Ieiehimfj  niederer  Ordnunfj  Genüge  leistet,  eine  al- 
gebraisch ausführhare  Quadratur  nothivendig  die  m — 1**^  Ab- 
leitung der  Basis  enthalten  muss, 

und  ebenso  unmittelbar  ersichtlich  ist  der  Satz, 

dass,  wenn  die  Quadratur  einer  transcendenten  Function 
sich  algebraisch  durclt  eben  diese  und  deren  Ableitungen  aus- 
driiclien  lassen  soll,  diese  das  Integral  einer  algebraischen  iJiffc- 
rentialgleiehung  sein  muss. 

Es  soll  hier  nicht  weiter  auf  die  Entwicklung  der  noth- 
wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür  eingegangen 
werden,  dass  das  vorgelegte  Differentialgleichungsystem  für 
gewisse  Integralelemente  algebraisch  ausführbare  Quadraturen 
Ijesitze,  sondern  wir  wollen  jetzt  den  Betrachtungen  über 
^&ersche  Integrale  analog  zu  den  logarithraischeu  Darstellungen 
fortschreiten. 

3.  Die  Quadratur 

(28)  f  g,,dx  =  A  log  0, 

soll  eine  logarithmisch  ausführbare  genannt  iverdcn,  wenn  A  eine 
(Jonstante  und  z^  ivieder  durch  die  Gleichung  (IGj  odei-  (18) 
dejlnirt  ist,  in  ivelchcr  die  Bedeutung  der  oben  eingeführten 
Grössen  beibehalten  wird. 

Aus  der  Gleichung  (\\))  und  der  aus  (28)  durch  Diffe- 
rentiation  hergeleiteten 

(29)  B,  ?y„  =  Az\ 
folgt 

(150)  p,z>r'  +  p.^r^'  +  -  +  (/;-.-  -^O -^,  +  ^;-.  =  <•, 

und  hieraus  wieder  vermöge  der  für  (18)  vorausgesetzten 
Irreductibilität 

(:ii)    y;  =  <),  7',  =0,  ...p^,.,_?/-  =0,  7^_,  =  0, 

so  diiss  sich  für  jede  andere  Ii('»sMng  r„  der  (üeicliung  (1-S) 
ebenriill.s 
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ergiebt,  und  somit  aus  (29)  und  (32j 
(33;  .-,^  =  c„  ^, , 

woriij  Cu  eine  Coufttuüle  bedeutet.  Da  aber  dann  wegen  der 
Irreductibilitiit  von  (\^)  Ca  t^ine  Einlieitswurzel  seiu  uiiiss*». 
-0  dass 

:i4)  <  =  1 

ist,  worin  1  <.d<.^,  so  nimmt  die  Gleichung  (18)  die  Form  an 
35)     s^'^-{-fö{x,  y,„...  y,„„  f„  .  ..y,,,  ...y,,„,  ^-s^-^^'^  +  •  •  • 

+  /r<j(a;,  y,!;  •  •  •  yi«'J  ^;  •     •  .'/;i,  .  .  .y;.„.,  'j  =  <', 

»der  wenn 

M))  z^  =  Z 

<ubstituirt  wird, 
37  j    Z«  +  /:j(a-,  y„;  •  •  •  !/i-;  ^  ,•••!/;„••  ■  i^i,„;  ^;.)  ^'"'  +  " 

und  wenn 

^38)  .:;  =  Z, 

gesetzt  wird,  worin  Z^  jetzt  eine  Lösung  der  <.ileichuii.;  1-7; 
ist,  in  welcher  v<.yi,  und  die  zugleich,  wie  unmittelbar  zu 
-t.'hen,  irreductibel  ist,  weil  (18)  es  war,  so  erhalten  wir 
vermöge  (28) 

*)  Sei  für  die  u-Gleicbung  der  letzten  Aumerkung 

u,  =  u^  •  ui  ( a  Jj .  c .  .  .  .  I  , 
Bo  ergiebt  sich 

"i  +  fx  (ö,  ^  c, .  . .)  u'{-'  -f        -r  /^  a,  </,  c,  . .  .)  =  U 

ü>"  Uj"  +  co"~*  /",  ra,  ^,  c, . .  .)  M^~*  H 1-  /",, (a,  ^,  c, .  .  0  =  <^ 

uud  durch  Siibtraction 

a^-'u';-\io-\)f,(a,b,c,  .    j  +  a,^-y-^(a.^-l)/,(a,i/,c,  .  .  )  +    • 

+  (a,'^-l)/;(a,6,c,...)  =  0. 
woraus  wegen  der  Irreductibilität  der  u-GleichuDg  folgt,  das«,  wenn  nicht 

/p(a,(/,c,  ...,  =  0 
let,  nuthwendig 

fflC  —  1  =  0 

sein  muBS,  aleo  lo  oinr-  p''    Kinheitswurael. 


'■>6'2  Vicitus  Kiipitfl. 

(31»)  j;„./:r=;^   logZ,. 

Da  \\\y  mm  aul'  die  (ileichungeii  (37)  uml  (iV.ij  genau 
dieselben  iSelililsse  anwenden  können,  wie  aiit'(l<S)  und  (^H), 
und  somit  der  Grad  der  den  Logaritlimanden  definirenden 
<  Jleichung  immer  verkleinert  wird,  bis  er  auf  die  Einheit  ge- 
bracht istj  so  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 

Wenn  die  Quadratur 

y^dx, 


I 


ivorin  ^11  ein  Integralelement  eines  Differential(jleichung.sifste)ns 
«i**^*^  Klasse  ist,  loyariihmisch  ausfülirhar  ist,  so  lässt  sich  der 
Werth  derselben  stets  als  ein  mit  einer  muUijüicatori sehen  Con- 
stanten versehener  Logarithmus  darstellen,  dessen  Logarithmand 
eine  rationale  Function  von  x^  simiätanen  Integralsystemen 
des  Diff'erentialgleiehungsystems,  und  den  diesen  Systemen  zu- 
gehörigen HiÜfsvariahcln  t  ist,  iind  somit  als  eine  in  den  t- Grössen 
ganze  Function  von  einem  Grade,  der  um  eine  Einheit  Tdeiner 
ist  als  der  Grad  der  Hiilfsgleichung,  mit  Coefficienten,  die  rational 
aus  X  und  den  simultanen  Integralsystemen  zusammengesetzt  sind. 

Ebenso  wie  oben  für  algebraisch  ausführbare  Quadraturen 
bleibt  wieder  auf  Grund  des  Satzes  von  der  Erhaltung  der 
algebraischen  Beziehung  auch 

die  Quadratur  eines  jeden  anderen  entsprechenden  Integral- 
elementes, ivenn  dieses  Element  einem  Integralsysteme  angehört, 
das  nicht  schon  einem  Diffcrentialglciehungsystcme  niederer  Klasse 
genügt,  oder  zivischcn  dessen  Elementen  nicht  eine  algebraische 
Beziehung  besteht,  genau  in  derselben  Form  logarithmisch 
ausführbar,  ivenn  nur  statt  der  anderen  Integralsysteme  passende 
substituirt  iverden. 

Welches  in  jedem  Falle  die  passend  zu  substituirenden 
Integralsysteme  sind,  ist  genau  im  VI.  Abschnitte  des  ersten 
Kapitels  augegeben  worden. 

Die  Fortführung  dieser  Untersuchungen  analog  den 
für  yl?;6'rsche  Integrale  durchgeführten  unterliegt  keiner 
Schwierigkeit. 

•t.  Um  die  Anwendung  dieser  Sätze  durch  einen  ganz 
einfachen  Fall  zu  erläutern,  wollen  wir  die  Bedingungen  dafür 


III.   Uebt-r  r|iuuliiib;ire   Iliilurfntialgleichiingsy.stemo  etc.        'JCü) 

mrIicij,  (la.ss  dii'  (^>iia(Iratiir  cim-s  Integrales  der  DilVcrcutial- 
gleichung 

(40)  ;j;^  =  .//.^., ;  +  /;(.,), 

in  welclier  /i(.')  und  /.>(^)  algehiiiisclit'  Fuiictioiicii  von  x  be- 
tleuten,  algebniiscli,  also  nach  deui  oben  bfwieseueii  .Satze, 
da  //'  linear  durcli  //  ausdrückbar  ist,  rational  durch  eben  dieses 
Intcijral  darstellbar  ist. 

Sei  ijy   dieses  nicht  algebraische  Integral  und 

(41)  jyi(Jx=<p{x,yi}, 

worin  q)  eine  rationale  Function  in  Uezug  auf  //,  ist,  so  niuss 
das  allgemeine  Integral  der  Diö'ereutialgleichung  (40)  eben- 
falls der  (ik'iclmiig  (41)  genügen.     Da  aber  aus 

||  =  y/l(^-)  +  /->(^')    und   gi  =  z/./,(^>  +  /:.(^) 

sich 

d(y — »/,)  \  /•  /  \ 

-./^  =(!/  —  //.) /.W, 

also 

(42)  ij  —  ii^=  fd-'-"'  oder     y  =  //,  +  et-'  " 

ergiebt,  so  geht  »^41)  in 

oder  nach  (41)  in 

(44)      cj>^'>"^  dx  =  9^  (.''^ .'/.  +  cc./''^'>"-^)  -  ,^(.:,  y,) 

über,  und  diese  Gleichung  muss  für  jedes  c  bestehen.  l)a 
nun  die  Diüerentiation  nach  c  die   Hezielumg 

liefert,  so  ist  ersichtlich,  dass  der  links  stcln'ndf  Pitfci-cntial- 
quotient  von  v,  also  auch  vom  ganzen  zweiten  ArLiunu-ntc 
unabhängig  ist,  und  dalifr 
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(46)  ^>{x,y,)  =  l\y,  +  P, 

wird,   worin  1\  uucl  1\  algebraische  Fuuctiouen  von  x  sind; 

der  Ausdruck  für  die  Quadratur  muss  somit  die  Form 
haben 

(47)  Jyydx  =  P,y,  +  P,, 

also  eine  lineare  Function  des  Integrales  sein.  \\'ir  können 
aber  auch  leicht  die  Bedingungen  ermittehi,  unter  denen  die 
lineare    DiÖ'erentialgleichung    (40)    die    durch   die    Gleichung 

(47)  ausgedrückte  Eigenschaft  besitzt;  denn  da  aus  (47)  durcli 
Differentiation  vermöge  (40) 

(48)  y,  =  P, (A ix) y,  +  f,ix))  +  P[y,-\-  P', 

folgt,  und  y/i  kein  algebraisches  Integral  sein  sollte,  so  er- 
geben sich  die  Bedingungsgleichungen 

(49)  P[  J^  PJ^{x)  =  \     und     PMx)  +  P:>  =  0, 
d.  h.  es  muss  die  lineare  Differentialgleichung 

(50)  ^  +  /;(^)^=1 

ein  algebraisches  Integral  P^  besitzen,  und  es  muss  das 
Abel'^c\\Q  Integral 


J 


P,f.,{x)dx 


sich  auf  eine  algebraische  Function  — P^  reduciren  lassen, 
und  umgekehrt  sieht  man  leicht,  dass,  wenn  diese  beiden 
Bedingungen  erfüllt  sind,  aus  (4'J)  sich  (48)  identisch  für 
alle  ?/,  ergiebt,  und  dass  diese  Gleichung,  wenn  y^  irgend  ein 
Integral  der  linearen  Differentialgleichung  (40)  vorstellt,  in 
die  Form  (47)  übergeht.  Wir  erhalten  somit  den  fol- 
genden Satz: 

Die  nothivenäigen   und  hinreichenden  Bedinyungen  dafür, 
dass  eine  lineare  Biß'erentidlgleichung  erster  Ordnung 

If  =  /;(•^•).v  +  /:>(.^0 

die  Eigenseliaß  besitzt,  dass  die  Quadratur  eines,  also  audi 
aller  transeendenter   Integrale   derselben  algebraisch  durch   eben 


111.    Uübor  iiitL'^'iiibiuo   l)illciunliiilf,'lt'icliuugay«temc'  etc.        2Gi) 

dieses  I)Uc()yal  uusdriicLhar  ist,  sind  die,  dass  die  lineare  JJi/je- 
reutiabjlciehiHKj  erster  Ordnumj 

ein  alyehraischcs  Integral  1\   besitzt,    und   dass  das   Abel' sehe 
Tntc(jral 

rj:,{x)dx 


J 


au/  rine  attjebraiselie  Fnnctinn  —  P.,  von  x  rcdiieirbar  ist,  iiud  in 
diesem  Falle  ist  die  (Quadratur  selbst  eine  lineare  lumetion  des 
Integrales  vo)i  der  Form 


J 


ijdx=l\ii+  1\. 


IV.   Uebor  iiitegrirbare  Ditrei'ontialgleicliuiigsystciüe 
erster  Klasse. 

Wir  werden  ein  algebraisches  Dijfercntialgleichungsgstem 
integrirbar  nennen,  wenn  sich  dasselbe  durch  algebraische 
Substitutionen  auf  ein  q  na  dr  irba  res  Bift'erentialgleichungsgsteni, 
also  auf  eines  von  der  Form 

du.  ,   .  .     . 

(i) 


.  dx 


=  <p„  {x)  ipAvi)  In  (y,) . . . «,,  (//«) 


surüclcführcn  lüsst,  uuil  wir  wollen  uns  zunächst  in  ilieseni 
Abschnitte  mit  solchen  integrirbaren  Systemen,  die  nur  aus 
einer  Dillerentialgleicliunf;  bestehen,  und  die  wichtige  und  häulig 
vorkomniende  Gattungen  umfassen*),  besehiirtigen. 


*)  In  Betrett"  der  Integration  .^iiu«,  a-ller  Ditlerentialgleichiingen, 
welche  durch  Kuiistgrille,  die  der  Form  dieser  augepassit  sind,  integrirt 
werdtMi  können,  luuss  auf  Beitniiclsanimlungeu  zur  Theorie  der  Piffe- 
reutialgleichuugeu  verwiesen  werden. 
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I .    Für  die  lineare  honuxjctte  ])if}'ereniial<jleiehnng 

ergab  ssicli  ah  alUjemeincs  Integral 

(o)  y  =  ce  '^■'^        , 

wuiin  c  eine  willkürliche  Coiistaiite  bedeutet,  uud  für  die 
nicht  homogene 

(4)  l^  +  2/A(^;)  =  <^(^') 

liefert  die  iiu  dritten  Kapitel  entwickelte  Methode  der  Variation 
der  Constanten  der  reducirten  Differentialgleichung  (2)  zur 
Bestimmung  von  c  als  Function  von  x  aufgefasst  die  Gleichung 

—l'i{c),ix    de  ,    - 

und  somit 

(5)  c  =  /  ip  (^^'^^^^''^-^  dx  +  0, 

worin  C  eine  willkürliche  Constaute  bedeutet,  so  dass  das 
allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (4)  vermöge  der 
Form  (3)  in 

(6)  y  =  Ce-f'^''^  "■'  +  r-/^"''^''^-    j'cp(x)  e^^'^''^  "' dx 

ühergeld. 

Auf   die  Differentialgleichung-  (4)   kann   man    aber  auch 
jede  niclit  lineare  Differentialgleichung  von  der  Form 

(7)  ^  +  yf\x)  =  y'"<p{x) 


überführen,  da  dieselbe  auch  geschrieben  werden  kann 

dx 

und  somit  als  eine  lineare  Differentialgleichung   mit  der  ab- 
hängigen Variabein  y^~"'  betrachtet  werdeii  darf. 

2.  Nachdem  im  zweiten  Kapit(^l  gezeigt  worden,  dass 
sich  die  Klasse  homogener  Diff'erentialgleichungsystemc  durch 
einfache   Substitutionen    um    eine   Einheit    erniedrigen    lässt, 


IV.    UebcT  integriiban«  |)i(Vi'rentiiil','leicliungsy8teine  etc.        lUTi 

ist    vuii    .st'Il)s(     khir,    «I.iss    liumo^'eiie    DilVfrentialgleichun«;- 
systeiiiL'   erster   Klasse   iMte<j;rirl)iir  sind. 

Seien   iiiimlicli   in   der   I  )itlereiitiulgleiulmn^- 

(S)  cp{x,  y)  |J[!+  «/-(u-  //j  =  () 

tp{x,ij)  und   il'Cf,  !l)  homogene   Functionen    desselben  t-iriides, 
so  dass 

U(:v,i,)=x"'  <p{'[) 
(9) 

[</•(.<, //i  =  a;"'  'P'{'), 

so   wird   die   Substitution 

m  1  =  ' 

niieh     hivision    mit    x'"    die    DitVerentialgleieliinig   (S)    in    die 
(iuadrirl»;ue  (Jleiehung 

^^^'  dt  ~~         W{t)-^t'^{t)'^ 

verwandeln,  woraus 

c^)  i^^':=-j;-;+'i>To=-<Ho=^(;:.) 

und  somit    • 

{\;\)  X  =  CC 

als  allgemeines    Integral   sieh   ergiebt. 

Der  liäulig  vorkommende   Fall    der   I  »illereutialgleiehung 

du     ,      ax  -\-  by  +  c         ^^ 

14)  T     'IT   ~ i — i'        1     ^  — '-' 

lässt  sieh   dnreli   die   Substitution 

(lö)  <ir  -|    hfl  -f  r  =  ^       ,,' ,.  _|_.  i;  fj  _|_  (;'=,  ,^  ^ 

also 

(in)  ,idx  -\-  bd>j  =  di,     adx  -\-  b'ihj  ^  ihi 

in   die   liinimgene    l''<jrni 

(17)  ('''-'"/^!li'  -f-(^,,',y-//|)  =  n 

umsetzen,   so  dass   naeh    (ll?l 
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und  somit  Liaeli  (löj  das   allgemeine  Integral   die  Form    an- 
nimmt 

/i<»\  I      ;  I  '\ax  +  0y  +  cj 

(rJ)  ax  -\-  0  ij  -\-  c  =  Ice 

Nur  dann  ist  die  Substitution  (15)  unmögiicli,  wenn 

(20)  'ay—ah  =  (} 
ist;  in  diesem  Falle  wird  aber 

ax  -\-h'y  =  '^  {ax  +  bij) 

und  die  Differentialgleichung  (14)  lautet 

(21)  '^  +      gg;  +  ^y  +  c      ^  q 

-  (aa;  +  &7/)  +  c 

Wir  wollen  aber  zeigen,  dass  nicht  bloss  diese,  sondern  jede 
in  der  Form 

(^2)  ^/^  =  flax-\-hi,) 

enthaltene  Differentialgleichung  quadrirbar  ist;  denn  da 

(23)  ig+„  =  i/(.^  +  iy)  +  «„5LÖlfi^, 

so  folgt  durch  die  Substitution 

(24)  ax-\-ljij  =  s 

die  Differentialgleichung 

(2^\  ^  _  1 

^^  dz         hf{z)  +  a' 

also 

(26)  M./.=j;v'^_^„=ß(.), 

und  somit  das  allgemeine  Integral  in  der  Uestalt 
(27)  X  +  /^  =  Sl(ax  +  hy). 

J5.    Wegen  der  Wichtigkeit  der  Diöerentialgleitliung  an 
sich   sowie  wegen  der  zur  Integration  derselben  angewandten 


IV.    Heber  integrirbaro  Differeutial},'leichung8y8teme  etc.        20^ 

Motliodc    soll   liier  iioili    dir  Jacahischc  Dillen-ntiul^lfichuii^ 
bcluuuK'lt  wenU'ii,  wcltlit*  die   Form   hat 

(•JS)    (A  +  Äu--\-A"y)  {j:(hj-  ydx)  —  {]i-\-B'x  +  B"y)(hj 

-f(6'+r;'a:  +  r'»,/a:  =  0. 
Set/t   II  um 


m') 


^'  a+"|j.r  +  y^;'        'Z 


so  iol^ft   durch   DiilVrontiation,  wenn 

|/f;'"—  /^'V'---  r/      (i"y  —  ßy"^  a        fiy'—  (i'y  =  a" 
)'»••)     ;  y'(c" —  2'"«'=  i       y"«  —  yrt"=  //       }'r/ —  y'a  =  //' 


afi"—  cc"li'  =  c       a"ß  —  aß"=  c        aß' —  aß  ^  c' 

a  -f-  ß.r  -\-  yy  =  n 


(:i2) 


und 

(;-Ji) 

'j;('st'lzt    wird, 

n-(lp=      {('" — a"y)(1x  —  (//'—  a'x)(ly  =  d'{x(ly  —  ydx) 

—  h"dy-\-r"ilx 
)rdq  =  —  (c  —  a'y)dx -\-  (//  —  a'x) dy  =  —  a  {xdy  —  ydx) 

-f-  h'(? II     -  f'il  r  , 

so  dass  jede  DiHerentialgleichung  der  Forin 

(:^:^)  Pdp  +  Qdq  =  o 

in   die    l'\)riii   Iraiisrorniirt   werdt-u   kann: 

(34)         {a"P—  a'Q)  {xdy  -  ydx)  —  {h"P  -  h'Q)dy 

-{-(c"P  -  cQ)dx  =  {). 

Setzt  man  nun  mit  Fiiitiilirung  einer  noeh  /u  bestimmen- 
den  constanten  (irösse  A 

n)(n"r  —  a'Q)  -\-  X    =  yl  +  yl'a;  +  A"y 

nih"r  -  h'Q)  4-  Xx  =  7i  +  li'x  +  B"y 

\n(c"l'—cQ)  +  A»/  =  r  +  C'x  +  C"y, 

so  sieht  man  sogleich,  dass  die  (ileicliuiig  (34\  jilso  aucli 
(33)  mit  der  gegebenen  (»leichung  (28)  ziisaninienfallt;  es 
kommt  nnn  darauf  an,  aus  den  drei  (JltMchuni^en  (30)  die 
(i rossen    /',  (J.  X   zu   lierec-hnen,   um  sie   in  (.»3)   einzusetzen. 


(35) 
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Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (35)  der  Reihe  nach  mit 
a,  ß,  y  uml  addirt  dieselben,  ebenso  mit  a,  ß',  y  und  mit 
a",  /j",  y'\  und  bemerkt,  dass  nach  (30),  wenn 

(36)  e  =  a(ßY—  ß"y")-\-ßiy'u"—y"a')  +  yiaß"—a"ß') 
gesetzt  wird, 

laa  -\-  ßh'  -\-  y  c  =  0     a  a"-{-  ß'  h"-\-  y  c"=  0 

(37)  «  rt"+  ß  //'+  y  c'=  0     (c"a  +  ß'l)  -\-  y'r'  =  ( ) 
\u'a  -\-  ß'J)  -\-  y'c  =  B      a"a"-\-  ß"h"-\-  y"c'=^  0 

wird,  so  ergiebt  sich 

(38)  k[^a  +  ßx-\-  yy) 

=Aa-\-l>ß  +  Cy\-(yÄa-\-B'ß-^C'y)x  +  {Ä'a  -^JJ"ß-\-C"y)ii, 

(39)  —  enQ  +  A  («'+  ß'x  +  y'y) 

=  A  a'+  r>ß'-\-  Cy'+  (yt'a'H-  B'ß'^  C'y')x 
J^{A'a  +  B"ß'+C"y')y, 

(40)  en  P  +  /l(«"+  /3"a;  +  /'«/) 

=  yla"+7J/3"+C/'+  (ylV'H-i?'^"+  CV"j:r 

+  (.!"«"+ 7/'/i"+C"y')//, 

es  kommt  also  darauf  au,  P  und  Q  diesen  Gleichungen  ge- 
mäss zu  bestimmen;  setzt  man,  wenn  A',  A"  wieder  noch  zu 
bestimmende  Constanten  bedeuten, 

(41)  —sQ^a'—k)p,     aP  =  (?."-  X)q, 
so  gehen  die  drei  Gleichungen  (38),  (39),  40)  in 

'A(«  +ßx  -^yy)  =  Aa-\-Bß-\-  Cy -{- (Ä  a  i- B'  ß -\- C  y), 

^(A"a-\-B"ß-\-C"y)y 
A'  (f/  -\-ß'  x-\-y  y)  =  Aa-\-  Bß'  +  Cy'-{-  {Äa  +  B'ß'  +  C'y')x 

-\.{A"a-{-B"ß'-\-(y'/)y 
X'\a'-\-ß-'x-]-y''y)==Aa'-{-Bß''-\-Cy''-{-{Äa'-\-B'ß''-\-CY). 

-\-{A"a"-^B"ß"-{-C"y")y 

über,  während  die  DilVerentialgleichung  (33)  die  Fonu  an- 
nimmt 

(43)  (A"—  X)q  dp  —  (A'-      X)p  dq  =--  0  ; 


(42) 


1^14) 


IV.    Uober  intogrirliari'  |)itferentiiilgleitliuugH}'8temC  etc.        -J' \ 

iiuiii  liiit  .somit  nur  A,  X',  X'  aus  den  drei  Gleichungen  (42 j 
iiuszurcchiiL'U,  in  i4Üj  eiuzusetzeii  und  diese  Gleichung  zu 
integriren. 

Setzt  man  nun  die  Ooefficienten  von  x  und  //  in  den 
Gleichungen  (42)  einander  gleich,  so  erhält  man  di"-  tln-i 
Systeme  von  drei   Gleichungen 

^j_r)«"+/>7r+ry'=() 

.  r«  -h  (7j"-  X)li  +  C'y  =  0        A'a  +  ( y;'     -  X')ß'  +  ("y'=  0 

.i'«"H-  ( y>"-  x")ß"-\-  r/y"^  0 

.■1"«-|-  y;'/J4-(6"'—  A)7=t)       Ä"a-^  y/'/i'  +  (C"'-  A')/=  0 

.i'V'4-7;'7r+(r"-  ;;')/'=  o, 

so  dass  sich  A.  X\  X"  als  die  drei  Lösungen  der  kuhischen 
( ili'icliun'j; 


(4Ö) 


ergehen;    daini    hestimmen   sich   aus  (44)  die  Verhältnisse 

|i         y         ß'         y         |j"       y" 
«  '     a  '      fv' '     f«'  '     d"  '     a" 

SO  dass  «,  «',  «"  willkürlich  genommen  werden  ki'iMncn.  Aus 
(43)  folgt  durch   Integration 

(4(3)  ^/  ~'-  .  q^~^'  =  const. 

oder  nach  (29) 

{41)  («-f /i.r-f-y//)^'-^-"  (a'-^ii\r-\-y',/y"-^{a"-\-ß'r-\-y",ir-'=Comt. 

lis  Integral  der  vorgelegten  DiHerentialgleichnng,  oder  auch, 
wenn  die  aus  (44)  folgenden  W'erthe  von  «,  (i,  y,  «',  (i'.  y  . 
«",  /j",  y"  eingesetzt  und  zur  Ahkürzung 

r4S)        ii'('-~  ji"("=  />.   ("A"  -  c"M'=  y/. 


.4  — 

Jl            C 

Ä 

B'—r.    C 

A" 

Jl"         ('"—z 
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gesetzt  wird,   das  Integral   der   Differentialgleichung  (28)  in 
der  Form 

(49)  [D  — i;A  +  A-  +  (7)'+  Ä'k)x  +  (2)"+  Ä"X)yY-^-' 
[D  -  EX'+r'-j-  (I)'+A'r)x-\-{D"-^  Ä"X')yY"-' 
[D-EX"-\-r--\-(B'-i-Ä'r')x-\-(D"-{-Ä"X")yY-'  =h, 

worin  h  eine  willkürliche  Constante  bedeutet. 

4.  Zu  den  verschiedenen  Gattungen  der  homogenen 
Oitfercntialgieichungsysteme,  die  wir  im  zweiten  Kapitel  be- 
handelt haben,  gehört  für  die  Systeme  erster  Klasse  die 
Differentialgleichung 

(50)  F{x,y,^£)  =  0, 

welche  in  Bezug  auf  x  und  y  homogen  ist;  setzt  man 

O^O  dx=^'^      x=-"' 

so  geht  (50)  in 

(52)  F{1,  u,  p)  =  0     oder     n  ■=  ^^(j)) 

über.     Da  aber 

dy  ^  päx  =  xäu  -\-  ndx 


oder  nach  (52) 

dx          du           1>'{.p)dp 
X         p  —  u        2>  —  *P  {P) ' 

so  folgt 

l'(p'(p)(ip 

(53)  x  =  ce         ''"'=c0{p), 
ausserdem 

(54)  y  =  xn  =  ccp{p)  ^{p), 

und  durch  Elimination  von  ])  zwischen  den  (.Jleichungen  (53) 
und  (54)  das  allgomoino  Integral  der  Differentialgleichung 
(50)  in  der  Form 

(55)  (o{x,  y,  c)  =0. 

5.    Wir  wollen   uns  endlich   noch   mit  d(Mii<Mng('n   l^'ällen 
diT   Jiirrnli'Hvht'ii   Dill'orentiaiglcicliung,   deren  allgemeine   lie- 
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handlung  später  durchgeführt  wird,  beschäftigen,  welche 
integrirbar,  also  auf  quadrirbare  Systeme  zurückfülirbar  sind. 
üiese  Differentialgleichung  lautet 

(5G)  ^^  -f  af  =  hx-", 

und  man  sieht  zunächst,  dass  ßr  m  =  0  dieselbe  in 

(ly  =  (h  —  ay^)ilx 
übergeht,  also  ihr  Integral 

lautet. 

Macht  man  ferner  die  Substitution 

(58)  y^z", 
so  geht  (56)  in 

(59)  a^«-i  'j^.  +  («^2«  —  hx"")  =  0 

über,  und  diese  Gleichung  ist  nach  dem  Vorigen  integrirbar, 
wenn  sie  homogen,  d.  h.  wenn  «=  —  \,  m  =  —  2  ist;  also  ist 
(56j  auch  für  m  =  —  2  inteyrirhar. 

Um  noch  weitere  Fälle  zu  finden ,  mache  man  die  Sub- 
stitution 

(60)  y  =  AxP -{- 0xß , 

so  geht,  wie  leicht  zu  sehen,  die  Differentialgleichung  (56)  in 

0^1)  :^ll  +  {ApxP-'-\-qx'^-'z) 

4-  a{Ä-x^i'  -f  ^Ax^+n  +  z-x^'>)  =  hx"' 
über,  und  setzt  man 
(62;    p-\=)>p,     yip-\-aA'  =  0,    ,y_i=^, +  .y, 

q  +  2Aa  =  0 
oder 

(63)  i)  =  -l,     A=l,    .i  =  -'> 


a 


—  > 


SO  dass  die  Substitution  (60)  lautet 
(64)  y=-^    +   '- 

Koeiiigshergor.    Lehrliucli.  18 
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SO  geht  die  Differentialgleichung  (61)  in 

über  und  ist  also  für  m  =  —  4 

(66)  ^2^  +  «^^_6  =  0 
in  der  Form 

(67)  /,^,  =  -l+c 

iutegrirbar-,  also  tvird  die  Eiccati^sche  Gleichung  zunächst  für 
m  =  0,  —2,  —  4  integrirhar. 

Macht  mau  nuu  auf  (65)  die  Substitution 

(68)  z  =  l,    x^'^+^^v, 
so  wird  dieselbe  in 

7  7  m  +  4: 

(69)  1^  +  ,^  «^  =  4^  *"'"+' 

transformirt,  welche  mit  (56)  verglichen  nach  dem  eben  ge- 
fundenen Resultate  zeigt,  dass  diese,  also  auch  wieder  die 
gegebene  (56)  iutegrirbar  ist,  wenn 

(70)  _"L+i  =  „4; 
ist  dies  nicht  der  Fall,  und  setzt  man 

(71)  _^_^^_  =  ,„,     n  =  ^,,     v'"+'  =  v, 

so  geht  die  Gleichung  (69)  wieder  in  eine  von  der  Form  der 
JRicm^i'schen  über,  und  diese,  also  auch  die  ursprüngliche,  ist 
wieder  iutegrirbar,  wenn 

(72)  -  *";t| = _  4 

ist,  u.  s.  w.;  berechnen  wir  aus  (70),  (72),  .  .  .  die  Zahl  ni, 
so  finden  wir  die  Werthe 

.  8  12     ir. 

und  erkennen  also,  dass  die  Uiccatische  Dij]'crcntialglcichung 
(56)  integrirhar  ist  für  alle  m,  die  in  der  Form  enthalten  sind 
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Ar 


(73)  m  = 


2r—  1 


inirin  r  eine  hdichif/c  positive  <i(inzc  Zahl  hedeiifen  darf. 

ISubstitiiirf  man  nun  in  ilcr  nrsprüiij^liilifn  (Ilcicliunfj  (rjO) 

(74)  y=l,    .x-"H'  =  §, 

s(»  liiutf't  diese,  wenn 

,__v  h  ,  a  ,,  m  , 

(75)  — ,-      =  <i  ,       i— T  =  "  i I     ,  =  ^" 


gesetzt  wird, 

(7G)  %  +  a^c'-  =  l/i"'\ 

nimmt  also  die  Form  der  Gleichung  (56)  an;  da  die  (lleicluing 
(76)  aber  nach  dem  vorher  gefundenen  Resultat  integrirbar 
ist  für  alle   in   der  Form 

4r 


ni  =  — 


2r 


enthaltenen  Werthe  von  m,  so  wird  (56)  nach  (^75)  für  alle 

in  der  Form 

/rt^\  "'  4j'  ,  4( —  r) 

enthaltenen  Werthe  von  m  integrirbar,  und  die  Zusammen- 
stellung der  Gleichungen  (73)  und  (77)  liefert  den  folgen- 
den Satz: 

Die  Piiccati 'sehe  Differenticdyleiclmmj 

Z + <"f = ''^"" 

/.s7  für  m  =  0 ,  m  =  —  2  und  alle  in  der  Form 

(78)  >n  =  -  ^- 

enthcdlenen  Werthe  nni  m ,  teorin  r  eine  hcliehii/e  positi(c  om  r 
ncijedive  (funze  Zahl  hedcntet,  inte(jrirhar. 

6.  Wir  wollen  diesen  Abschnitt  über  die  DitVerential- 
gleichungsystcme  erster  Klasse  mit  einer  Bemerkung,  welche 
die  sinffuläron   Integrale  derselben  betritVt,  schliessen.    Wenn 

18* 
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man  eine  algebraische  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
auf  die  Normalform 

(79)  £^feA.Jö^  =  e,  (..,(.,,) 

bringt,  worin  t^  eine  Lösung  der  mit  Adjungirung  von  x  und 
y  irreductibeln  Gleichung 

(80)  G(x,t,y)  =  0 

ist,  so  werden  nach  den  Auseinandersetzungen  des  ersten 
Kapitels  als  singulare  Integrale  von  (79)  diejenigen  Be- 
ziehungen zwischen  y  und  x  definirt  sein,  welche 

(81)  ^^  -=  U 

genügen  und  die  Differentialgleichung  (79)  befriedigen. 

Ist  nun  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  der 
Form 

(82)  F  U,  y,  ^  =  0 

vorgelegt,   die  wir  in  Bezug  auf  y-  mit  Adjungirung  von  x 

und  y  als  irreductibel  voraussetzen  dürfen,  so  lässt  sich  diese 
in  die  Form  (79),  (80)   durch  Zusammenstellung   der  beiden 


Gleichungen 


(83) 


■dF{x,  y,  t,)  dy  __  .   dF{x,  y,  t^) 
7f^  —  h 


dti  dx         ^  dty 

Fix,  2/,  0  =  0 

bringen  und 

man  erhält  somit  die  singulären  Integrale  der  Differential- 
gleiclmng  (82)  jedenfalls  unter  den  Factoren  des  Fliniinations- 
resultates  der  Grösse  t  zwischen  den  beiden  Gleiclmngen 

(84)  Fix,y,t)  =  0     und     ^-'-?^  =  0, 

also  auf  rein   algebraischem    Wege  unmittelbar  aus  der  Form 
der  gegebenen  Differentialgleichung. 

Die  Existenz  eines  solchen  singuliiren  Integrales  muss 
nachträglich  verificirt  werden. 
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Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  (hiss  man  (h'o  singulären 
Integrale  auch  aus  dem  allgemeinen  Inte^^rale  der  Diirerential- 
;j;Ieichung  ableiten  kann;  denn  sei  das  iillL''<MiifirH'  Tiitc;^ral 
von  (82)  in  der  Form  gegeben 

(85)  (o  {X,  y,  c)  =  0 , 

80  dass  die  Elimination  von  c  zwischen  (8;"))  und 

(8(3)  1^  +  I-  T^  =  0 

^      '  ex    '    öy  ax 

auf  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  j-  führt,   welche   die  irre- 

ductible  Differentialgleichung  ^82)  identisch  in  sich  schliesst, 
so  wird,  wenn  num  c  nicht  als  Constante  sondern  als  zu  be- 
stimmende Function  von  x  betrachtet,  das  singulare  Integral, 
welches  es  auch  sei,  jedenfalls  in  der  Form  der  Gleichung 
(85)  gedacht  werden  können;  difterentiirt  man  nun  (85),  so 
ergiebt  sich 

/Q-\  dm     .    doa   dy     ,     d ta  de  ^ 

^      '  dx*dydx~^dc  dx  ' 

und  wenn 

(SS)  1^  =  0 

gesetzt  wird,  so  geht  (87)  in 

(89)  L:^  +  L^  li/  =  0 

^     ^  dx    *    oy  dx 

über,  und  die  Elimination  von  c  zwischen  (89)  und  (85) 
wird  auf  die  Ditterentialgleichung  (82)  führen,  da  es  für  die 
Elimination  von  c  <ileithu;ültig  ist,  ob  es  als  constant  oder 
als  Function  von  x  betrachtet  wird.  Wir  Hnden  also,  dass 
für  die  singulären  Integrale  c  eine  solche  Function  von  x 
und  y  sein  muss,  dass  die  Gleichung  (88)  erlüllt  ist; 

die  singulären  Integrale  der  Di/ferentiolgleichnng  {S2)  er- 
gehen sieh  somit  (da  Fadoren  des  J'Jlimimdionsre^ultates  der 
(rrösse  c  zirischen  dem  allgemeinen  Integrale  und  dem  naeh  r 
genommmn)  parfielUu  Hi/f* rcnliahiuoticntm 


,.       ra>(x.  y,  c)         ^, 
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V.   lieber  integrirbare  Difrereiitialgleichuugsysteme 
liöherer  Klasseu. 

1.  Die  Aufsuchung  von  Differentialgleichungsystemen, 
welche  durch  einfache  Substitutionen  auf  quadrirbare  Systeme 
führen,  liefert  zunächst  die  linearen  Differentialgleich ung- 
systerae  mit  constanten  Coefficienten,  deren  Integrale  sämmt- 
lich,  wie  sich  zeigen  wird,  aus  Exponentialgrössen  und  ganzen 
Functionen  zusammensetzbar  sind. 

Sei  also  das  lineare  homogene  Diff'erentialgleichung- 
system  n*^""  Klasse 


(1) 


dx 


dVn 


=  A.i'Ui   +  ^l«a2/2   +   •  •  •   +  ^nnVu 


gegeben,  worin  Aaß  Constanten  bedeuten,  so  sieht  man  leicht, 
dass  in  den  Ausdrücken 

(2)  ij,  =  a,&^\    y.,  =  a,e'"%     .  .  .  ^„  =  «„c"^ 

die  Constanten  % ,  a^ ;  •  •  •  ^«  "^^^  ^^*  ^^  bestimmt  werden 
können,  dass  (2)  im  Allgemeinen  ein  simultanes  Fundamental- 
system von  Integralen  bilden  wird.  Denn  setzt  mau  die 
Werthe  (2)  in  (1)  ein,  so  ergiebt  sich  das  Gleichungsystem 

(.4i,    —   V><)rt,    +  ^ia«2   +   •  •  •   +   MnOn  =  0 


woraus,    da  nicht  r/j,  a.^,  .  .  .  «„  sämmtlich   gleich  Mull  sein 
sollen,  jedenfalls 

Jj,  —  Hl     A^.,  .  .  .  o  .  .  Ai„  I 


(4) 


A. 


A.^,.  —  m  . 


A„. 


A. 


Ar, 


A, 


nl 
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1^7!  t 


folgt,  d.  h.  es  muss  m  eine  Lösung  der  Gleichung  n****  Oradus 
(4)  sein.  Seien  diese  )i  Lösungen  wj,  ,  vi.,,  ...w,,  zuniich.st 
ver.schit'den,  so  wird  sich  aus  dem  Gieichungsystenie  (ß)  zu 
jedem  dieser  Wertlie  von  )n  im  Allgemeinen  ein  bestimmtes 
►System  der  Grössen  «, ,  ^r, ,  .  .  .  a„  ergeben;  nennen  wir  da> 
zu  W;.  gehörige  System 

«i;. ,  (I2IL,   •  •  .  ('n?., 

so  werden  somit  die  Gleichungen  QV)  befriedigt,  also  dureii 
die  zugehörigen  Fuuctionalausdrücke  (2)  auch  die  Difteren- 
tialgleichungen  (1)  erfüllt  sein,  so  dass  sich  die  n  Integral- 
systeme ergeben 


{^) 


(  Hl  I   =  «1 1  e""^        l/i2  =  «21  C""',       ...  2/1«  =  ««1  C'"'^ 

!/-n  =  «luC'"'-',      y>2  =  «22<^"''^';      •  •  •  2/1'"  =  ««aC'"-^-'' 


!l„\   =  Oi„C'"n'',     yn2  =  a-.ne"'n=',     .  .  .  ?/„„  =  a„n<f*n' 


Nun  sind  dies  aber  auch  simultane  Fundamentalsysteme; 
denn  die  Annahme  einer  linearen  homogenen  Beziehung  mit 
Constanten  Coefficienten 


(6) 


c,!/n  +  ^2^/21  H (-c„y„.  =  0 


CO 


^\a^^e"''''  -{-  c.^a ^.^c"'■'■'^  +  •  '  '  +  Cani„c"''>'  =  <> 


führt  durch  )i  —  1 -malige   successive  Üifterentiation   auf  die 
Gleichungen 


(B.l 


(y/,,  »/;•-' t"''^  +  6",,«, 5,  w:'-^e"'^'-| f-('„rt,„m;'-it'"''.^=  0, 


welche  mit  der  Gleichung  (7)  verbumlen  als  lineare  homogene 
Gleichungen  in 


c,rti,e"''',     c^.  «126'"»^, 
aufjjefasst  die  Determinante 


(•„aj^C"'.-' 


280 


(^) 


Viertes  K.ii)itel. 
1  1 1 


m, 


in., 


«jj-    1)1. r 


ni„ 


i)r 


=  0 


in— 1    «,|H— 1 


})>' 


oder  wie  bekannt, 


{m.,  —  in„) 


(w„_i  —  in„)  =  0 
liefern  würden,  was  nicht  angeht,  da  die  Lösungen  der 
Gleichung  (4)  als  verschieden  vorausgesetzt  wurden.  Unter 
eben  dieser  ÄtmaJimc  werden  also  nach  den  früheren  all- 
gemeinen Sätzen  über  lineare  Differentialgleichungsysteme 
die  aUgemeinen  Integralsysteme  der  Differentialgleichungen  (l) 
in  den  Formen  gegeben  sein: 

(10)  J  y-'   =  ^1  «21  <^'"'''  +  ^2  «22 e"*^-"  H h   (■"  «2«  C'"«' 


Uebertragen  wir  zunächst  dieses  Resultat  auf  eine  lineare 
homogene  Differentialgleichung  «'"  Ordnung  mit  constanteu 
Coefficienten 

dx  (Ix  dx 

so  sieht  man  unmittelbar  durch  die  bekannte  Transformation 
in  ein  Differeutialgleichungsystem,  dass  dos  allgemeine  Integral 
derselbe)!  in  der  Form  gegebeti  ist 

(12)  //  =  CiC'"'---  +  c,,e"'-^  H f-  („("■«'  , 

tvenn  w<, ,  in.,,  ...«/„  Lösungen  der  ahjdnai sehen  Gleichung 

( 1  a)  wi"  +  yl ,  m"-^  +  ^o w"--'  -I 1-  yl „  =  (I 

.siMc?,  vorausgesetzt,  dass  alle  diese  Lösungen  unter  einander  ver- 
schieden sind. 

Lassen  wir  uunmi'lir  die  oben  gemachte  Annahme  fallen, 
dass  alle  Lösungen  der  Gleichung  (4)  verschieden  sind,  und 
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nehmen  an,  dass  z.  B.  die  Lösung  m^  r-fach  dieser  Gleichung 
angehöre;  es  tritt  die  Frage  auf,  wie  man  die  n  von  ein- 
ander unabhängigen  simultanen  Fundamentalsysteme  von 
Integralen  für  die  Differentialgleichungen  (1)  findet.  Zu- 
nächst ist  unmittelbar  einzusehen,  dass  man  sich  die  con- 
stanten  Coefficienten  der  Differentialgleichungen  (1)  um  un- 
endlich wenig  so  verändert  denken  kann,  dass  die  diesem 
neuen  Systeme  von  Dilierentialgleichungen  entsprechenden 
Werthe  von  w^i  sämmtlith  verschieden  sind,  aber  nur  um 
unendlich  wenig  von  einander  abweichen;  nehmen  wir  zwei 
solcher  unendlich  benachbarter  Werthe  w^  und  ni^ -{- dnii, 
so  werden,  da  die  a^^-Werthe  vermöge  der  Gleichungen  (3) 
rationale  Functionen  von  m  sind,  die  wir  mit  fa;i{tn)  be- 
zeichnen wollen,  zwei  Integralreihen  des  neuen  Difterential- 
gleichungsystems  nach  (5)  durch 

.V„=(/'„iO»,^+/;iK)d»«.)e^""+'""'^' 

dargestellt  sein,  und  somit  durch  Subtraction  der  entsprechen- 
den Elemente  und  Division  mit  dtn^  sich  die  neue  Integral- 
reihe für  das  aus  dem  zweiten  System  hervorgehende  erste 
System,  wenn  dm^  =  0  gesetzt  wird,  ergeben 

oder 

(16)  (au^'+''iO^""',  ("..,a;  +  «-'Ot"''%  .  .  .  ia.xX -\- a,a)€"''% 

oder  endlich  für  den  Fall  ziccicr  zusammenfallender  Werthe 
von  Wi  die  beiden  Integralreihen 

(17)  anC'"'^,         rr.jC""-',         .  .  .  «„iC""' 

y^^)  dm,        '  ilm,        '       ■    ■    ■  dm, 

*)  Man  «ieht  durch  Einsetzen  in  die  I)itterentialgk'ichuu{jen  die 
Richtigkeit  des  Resultates,  wenn  man  beachtet,  dass  der  Annahm«' 
gemäss  nicht  nur  die  Gleichung  (4)  für  »»  =  »i,  verschwindet,  sondern 
auch  deren  nach  m  genommene  Ableitung  und  ebenso  die  Gleichungen  (3'. 
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werden  drei  Wertlie  von  m^  einander  gleich,  so  kommt  das 
Integralsystem 

hinzu,  wobei  stets  unter  «j^,  «._,,,  .  .  .  «„i  die  aus  dem  Glei- 
chungsystem (3)  sich  ergebenden  rationalen  Functionen  von 
WA,   zu   verstehen  sind,  u.  s.  w. 

Fassen  wir  somit  die  gewonnenen  Resultate  zusammen, 
so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Um  die  allgemeinen  Integrale  eines  linearen  homogenen 
Bifferentialgleiclmngsystems  (1)  mit  constanteti  Coefficienten  zu 
finden,  bilde  man  die  Gleichung  m**"*  Grades  (4)  in  m,  und 
bestimme  den  Gleichungen  (3)  gemäss  die  Grössen  a^,  a^,  .. .  ff„ 
als  rationale  Functionen  von  m;  habe  mm  die  Gleichung  (4) 
die  Lösung  m^  Vy-fach,  die  Lösung  m^  r^-fach  u.  s.  w.,  endlich 
die  Lösung  »w^  r^-fach,  so  ivird,  wenn  ivir  die  der  Lösung  mx 
entsprechenden  rationalen  Functionen  a, ,  a.^ ,  ...  a^  von  nix  mit 
aa,  «2;.,  ...««;.  bezeichnen ,  das  allgemeine  Integralsystem  der 
Differentialgleichungen  (1)  die  folgende  Barstellung  haben: 

.^mJ  dm.  ^J  dml 

0  1  0  ^ 

^2J  '^•"         dml 


(19)    \ 


1 


y-i 


a'(rt,,c""^')     ,    '•^'         rf'(a,„e'">-''") 


.^«J  (/»<'  j^  dml 

0  1  ü  -= 


+1? 


;  _  .r(«,,,c"'(^-) 


'^'"         dml 


.i^  dm\  .^  dm\ 


0 


ivorin  Cu  ,  Ct, ,  .  .  .  c^,,  fi<>'  v  =^  0,  .../•,  —  1 ;    0,  .  .  .  /\, 
.  .  .  U,  .  .  .  >^,  —  1  willkürliche  Constanten  bedeuten. 
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Uebertrageii  wir  dieses  Resultat  wieder  auf  die  Inte- 
gration vun  einer  linearen  homogenen  Differentialgleichung 
n^^  Ordnung  mit  constanten  Coef'ticienten  (11),  so  folgt,  wie 
unmittelbar  zu  sehen, 

dass,  wenn  die  Gleichung  (13)  die  Lösung  w/^  i\-fach,  m.^ 
r.rfaeli,  .  .  .  m„  r^rfach  Jjcsitzt,  das  alUjentcine  Integral  der- 
selben sich  in  der  Form  darstellt 

(20)        y  =  (Cio  +  c„a;  +  c,,x'  -\ \-  c,,._i  x''-')e"'^' 

+  (C-20  +^21^  +  ^22^'^  H h  C2,-,-l  ^"'^"0  C'""''  +    ■  • 

+  (^c«  +  ^C'l^'  +  ^Q^^  H 1-  ^t"V-l  X'\~') &'"(!"=' 

2.  Dass  sich  hieraus  mit  Hülfe  vou  Quadraturen  die 
allgemeinen  Integralsysteme  von  linearen  Differentialgleichung- 
systemen der  Form 


(21) 


dx 


=  Ai  Vi    +   ^ll2  2/2   -\ h   ^ml/n   +  f\{x) 


^  =  A,y,  +  Ä,,y,-\-...  +  A,,^y,^  +  fA^) 


\  d^  ^  ^"'^1  +  ^^"-  ^-  +  — ^  ^^""  ^"  +  ^''  ^^^ ' 

worin  die  ^„y  coustante  Grössen  sind,  ermitteln  lassen,  ist 
ausführlich  im  dritten  Kapitel  erörtert  worden;  ebenso  ist 
klar,  dass  man  das  allgemeine  Integral  der  linearen  Diffe- 
rentialgleichung w**""  Ordnung 

in  welcher  ylj ,  Ao,  ...An  Constanten  sind,  mit  Hülfe  von 
Quadraturen  darstellen  kann;  es  soll  hier  nur  noch  der 
häutig  vorkommende  Fall  behandelt  werden,  in  welchem  t\x) 
eine  ganze  Function  von  x  ist,  deren  Grad  p  sein  mag. 
Differentiirt  man  nämlich  die  Gleichung  (22)  2>4"l"ii^al 
nach   einander,  so  dass  sich 

ergiebt,  so  wird  die  Hülfsgieichung  (13)  in 
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(24)  mJ'+'{m'^  +  A^m"~ '  H \-  A,,)  =  0 

übergehen,  welche  die  Lösung  0  ^  +  l-mal,  die  Lösungen 
w/j ,  nh,  f  .  .  .  ni,  resp.  Ji\  ,  7ü,  ,  . . .  Zv-fach  haben  soll,  so  dass  das 
allgemeine  Integral  dem  Ausdrucke  (20)  entsprechend  lauten 
wird 

(25)  y  =  (p,{x)  +  <p,  (aOe""-  +  (p,{x)e"'^^  +  •  •  ■  +  %{x)e"-r', 

worin  cPq{x),  (Pi{x),  ...  g)r(x)  ganze  Functionen  resp.  vom 
2)""',  Ä-,  —  l^"",  A-2  —  1'"^  .  .  .  l'r  —  V"  Grade  sind;  jedenfalls 
wird  also  das  allgemeine  Integral  von  (22)  in  der  Form  (25) 
enthalten  sein,  und  es  wird  sich  nur  um  die  Bestimmung 
von  <Pq{x)  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (22)  gemäss 
handeln.  Bestimmt  man  nun  jJ  +  1  Coustanten  «^ ,  «j  , 
.  .  .  Hp  aus  den  Gleichungen 


(26J 


A„  «„  =  1 

An  «1    +  An-1  CIq  =  0 


so  wird  behauptet,  dass,  wenn  man 

(27)  <pix)  =  aJ(x)  +  aJ'(x)-{-a,r\x)-^--  -i-a,f^"K-^) 

setzt,  diese  ganze  Function  y*"'  Grades  ein  particuläres  Litegral 
der  Differentialgleichung  (22)  darstellt,  und  diese  Function 
also  in  (25)  für  g)(,{x)  eingesetzt  y  zum  allgemeinen  Integral 
jener  Differentialgleichung  macht.  Dies  ist  aber  unmittelbar 
daraus  ersichtlich,  dass,  wenn  man  die  Gleichungen 

cp  (x)  =  ajix)  -\-aJ'  ix)  +  a,f"{x)  +  •  •  •  +  a,f('\x) 
cp\x)  =  aj-'{x)  +  0,  rix)  +  ...  +r/^_i/(p)(x) 

(28)  ^"(^)  =  aj'\x)  +■••+«,_.  t''^\x) 


W"Kx)=  oX^^ix) 

der  Reihe  nach   ujit  A„,  A„-.i ,  ^l,,-«,  •  •  •  A^^  multiplicirt  und 
addirt,  sich  vermöge  der  Beziehungen  (26) 

(29)  9j('')(.x')  +yl,9)("-i)(.r)  +  A,<p^"-'\x)-\---{-A„(p{x)=^f{x) 
ergiebt,   also   (p{x)   i'in    particuläres    Integral    V(Mi  (22),    und 
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somit,  (p(x)  für  g)o(aj)  gesetzt,  das  aUgetneine  Integral  von  (22) 
in  der  Form 

(30)     y  =  a,  f{x)  +  ./,  f  (x)  +  a,f" (x)  +  •  •  •  +  a,/(;')(a;) 

-f-  (p^ (x) e'"'*  +  9^2 (•*)  ß'""''  H h  T'(^' ' ^'"'■^ 

durclt  die  rechte  Seite  der  Differentialgleickumj  und  deren  Ab- 
leitungen ausdrüclcbar. 

3,  Es  mag  gleich  hier  noch  ein  homogenes  lineares 
Differentialgleichungsystem  mit  variaheln  Coefficienten  er- 
wähnt werden,  welches  sich  durch  eine  einfache  Substitution 
auf  ein  ebensolches  mit  constauten  Coefficienten  zAirück- 
führen  lässt. 

Sei  nämlich  das  System 

^"*^  '^^'^  dx^  ^^"^'  +  ^'-'•^^'  + ^  '^'"''" 


(31) 


fiy-i 


{ax  +  ß)  j^  =  A,^y,  +  A^^y,  H f-  A^ny,. 


dl/ 
(ax  +  ß)  ^^^  =  A,nyi-\-  A,.y.,-\ [-  A„„yn 


gegeben,  worin  a,  ß,  Axu  Constanten  bedeuten,  so  wird  die 
Substitution 

(32)  ux-{-  ß  =  e' 

wegen 

das  System  (31)  in  das  lineare  System 


(34) 


l  dt 


mit  constanteu  Coefficienten  überführen,  und  das  allgemeine 
Integralsystem   von  (31)  somit   nach  (l'.O,  da  wegen  (ß2) 

r""  =  (ax  -|-  ß)'" 
ist,  in  der  Form 
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.»Lj  dm,  ^-J  am\ 

^^    ^  dm\, 

darstellbar  sein""). 

Die  Uebertragung  des  Systemes  (31)  auf  eine  lineare 
Differentialgleichung  n**'''  Ordnung  führt  auf  die  Differential- 
gleichung 

(36)  {ax-^^y  ^^l  +  A,{ax  +  /Jj-^  ^"^1  +  " ' ' 

+  ^,_,(«^  +  ^);5^  +  ^„y  =  o 

und  somit  nach  (20)  auf  die  Form  des  allgemeinen  Integrales: 

(37)  y  =  l>j,,  _(-  c,i  log  («A-  +  /3)  -f  Ci2  log^  («^  +  /3)  H 

+  Ci;.,_i  log'-'-i  {cix  +  /3)J  (aa;  4-  /3)"'' 

+ 

+  [c^o  +  c,,x  log  («A'  +  /3)  +  Cp2  log-  (aa;  +  ^)  +  •  • 

+  v^_i  \og^^-\ax  +  ^)|  («o:  +  /3)>- 

4-.  Die  häufig  vorkommende  Differentialgleichung  n'''"" 
Ordnung 

welche  dem  Systeme 

entspricht,  wird,  wie  leicht  zu  sehen,  stets  auf  Quadraturen 
zurückführbar  sein;  denn  da  aus  der  letzten  und  vorletzten 
Gleichung  des  Systems  folgt,  dass 

(40)  y,,  chjn  -=  f(y„-i)  </y,._i , 

so  erhält  man  unmittelbar 

*)  Wird  in  den  DiilVMenlialgleichungon  (.'(1)  ax -\- ^  (luvcli  oinc  be- 
liebige Function  /(.t)  ersetzt,  so  leistet  oifenbar  die  Substitution 


Ix 
die  verlangte  Ucduition. 


('dx 

,1  l'(x 


odt 
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(41)  Vn  =  '  •';7'  =]/2//0/„-t)  dy„_,  +  r, , 

woraus  sich 


'/.'/„ 


(42)  x=  f     .   . 

ergiebt;  da  nun  aus 


+  ^0 


oder     2/„_2  =  /  -=^-== 


+    ^2 


kürzer 

(43)  2/«-2  =  ^-1  (Un-i ,  c, ,  c.,) , 

ebenso 

u.  s.  w.  bis 

(44)  IJi   =  tn-l  (Vn-U  C,,C,,...  Cn-l) 

folgt,  so  wird  die  Elimination  von  ?/„_i  zwischen  den  beiden 
Gleichungen  (42)  und  (44)  das  allgemeine  Integralelement 
in  der  Form  liefern 

(45)  ?/i  =  CO  {x,  Co,  q,  c„  .  . .  c„_0 , 

woraus  durch  successive  Differentiation  sich  y.^,  y.^,  ...//„  er- 
geben. 

5.  Es  mögen  hier  noch  einige  13emerkuugen  Platz  finden, 
welche  die  Natur  der  algebraischen  Integrale  beliebiger  Diffe- 
rentialgleichungsysteme charakterisiren,  und  dadurch  Methoden 
liefern,  dieselben  zu  finden.     Sei 


(46) 


dx 


l\i^,Vl,V-l,  ■••Vn) 


dy 


,;  =/■..(•'■,:'/,,//■..,. --y,.) 


dif 


ein  algebraisches  Diffcrentialgleichungsystem  )i^"  Klasse,  und 
habe  dasselbe  ein  allgemeines  algebraisches  Integralsystem: 
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(47)  ?/,  =  T\  {x,  c,,c.„.  .  .  c.) ,     y^  ^  F.^{x,  c^,  c,,  .  .  .  c,,) ,     . 

•  •  '  Vn  ■=  J^ n  KpC,  Cj,  Cj,j  .  .  .  C„)  j 

worin  JPj,  J'o,  ...  Fn  algebraische  Functionen  von  x  bedeuten, 
in  denen  die  n  Constanten  jedoch  zunächst  nicht  in  algebraischer 
Form  vorzukommen  brauchen.  Setzen  wir  die  rechten  Seiten 
der  Differentialgleichungen  (46) 

(48)  /;  ix,  y,,  y.,  ...  y.)  =  ^\,    f^>  {x,  y^,  y.„  ...yn)  =  s,, 

..  .fn{x,yi,y.>,..  .y,,)  =  z„, 
so  dass,  weil  /j,  /o,  .  -  .  f,,  algebraische  Functionen  bedeuten, 

-z'^'-\-F,,{x,y,,...y,:)z'[''-'-\ ■^F,„,Xx,yy,...y„)  =  {) 

C'  +  F.,,{x,y,,...y,)z^:;^-'-\ f-^' 2-. (^',  2/1,  •••?/«)  =  0 


(49) 


fll>'-\-F.,r{x,y,,...yn)z";^--^-\ \-F„,nX^,y,,...y,)  =  0 

ist,  so  wird  aus  dem  Differentialgleichungsysteme  (46) 
(50)  yi-\-l\=  I  Zi  dx,    y.2-\- h^  =  j  z., dx ,  •  •  ■  7/„  + 1»  =  j  z„ dx 

folgen,  und  da  Za  vermöge  (47)  eine  algebraische  Function 
von  X,  und  2/a  +  Ä;«  eine  ebensolche  Function  dieser  Variabelu 
sein  soll,  so  wird  sich 

Za  dx 


f 


nach    den    Sätzen   des    I.  Abschnittes    des    vierten    Kapitels 
rational  durch  x  und  Za  ausdrücken  lassen,  so  dass 


(51) 


Sai^'^a) 


/  7  T^r  \  3a{^'^a) 


sein  wird,  worin  (ja  und  ha  ganze  Functionen  von  x  und  Za 
sind,  so  dass  die  Gleichungen  (50)  in  die  folgenden  übergehen: 

(52)  (y,  +  lc,)\  {x,  z,)  =9y  (x, ^1),  (2/,  +  A;,)  h, (x,  z^^)  =  r/. (x, z^), 

•  •  •  (yn  +  /c«)  K  {x,  z„)  =  gn  {x,  z„) ; 
eliminirt   man    111111    /.wischen    den   2«  Gleichungen  (49)  und 
(52)  Zi,  z.^,  .  .  .Zn,  !/._>,  2/3,  •  .  . ;'/,.,  sodann  ^,,  z.,,  .  . .  ^„,  ?/,,  ^^3, 
.  .  .  ?/„,  u.  s.  w.  endlich  ;?, ,  ,?,,,  .  .  .  z„,  //, ,  ?/._,,  .  .  .  y„-i,   so  er- 
hält man  n  (jlleichungen 
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(5-ij     w,  {x,  !i, ,  A, ,  .  .  .  /.;)  =  0,    CO.,  (r,  //,,  /.-, ,  .  .  .  /.•„)  =  0 , 
...  w„(.r,  y/,.,/.-,,  ...  /.;)  =  0, 

worin  gj, ,  to.,y  .  .  .  C3„  ganze  Functionen  säninttliclicr  in  ihnen 
enthaltenen  Grö.ssen  x,  //„,  Ä, ,  ...  /.,,  sind,  und  es  en^'icht 
sich  somit  der  folgende  »Satz: 

Wenn  ein  algebraisches  Diß'ereutialf/kiehunffsystcm  (4G)  ein 
üUgemeines  ahjchraisches  Integralsystcm  hesitzt,  so  Jüsst  sich  diesfs 
stets  auf  die  Form 

(54)    G),  {x,  //, ,/.,,...  /.„)  =  0,    a,  (x,  y.,,  /.-, ,  .  .  .  l-„)  =  <J , 
...a„{x,y„,l\,  .  .  .l;,)  =  () 

bringen,  tvorin  a,,  eine  ganze  Function  von  x ,  y„ .  l\ ,  . . .  /.„  ist. 
6.  In  vielen  Füllen  kann  man  die  oben  liir  lineare 
Diüereutialgleicliungsysteme  auseinandergesetzte  Methode  der 
Variation  der  Constanten  auch  auf  beliebige  Systeme  vou 
Differentialgleichungen  anwenden,  und  so  von  bekannten  Inte- 
gralen gewisser  Systeme  auf  Integrale  anderer  Systeme  von 
Üillerentialgleichunffen  schliessen.     Sei 


(nf)) 


'^2/i 


!  =  /"i  {^,yi,--  ?/«.)  +  fi <jp,  (a-,  jh, . .  ■  ?/„) 


ji'^  =  f>  i^>yi,---  Vn)  +  SofPi  {x,y^,.  .  .  y„) 


worin  £,,  f.,,  .  .  .  £„  Constanten  sind,  und  es  werde  verhingt, 
die  allgemeinen  Integrale  dieses  Systems  zu  ermitteln,  wenn 
diejenigen  des  Systemes 


(r,ii) 


dx  ^/'C-*"'?/«'  • 
dy. 


II  n 


dx 


=  f:,(x,y^,.  .  .//„) 


[  ,,,:=•/..  UV'/. 


!/.,) 


in  der  Furm   Ix'kannt  sind 

KocMiiRsborifiT,    Lohrliiich. 


l'J 
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C'^^^)  y/,  =  7^,(x,f,,...r„),  y^  =  F.,{x,c^,...c„),  ...y„  =  F{x,c^,...Cn), 
worin  c\,  .  .  .  c„  willkürliclie  Constanteii  bedouten.  Behalten 
wir,  wie  es  die  oben  auseinandergesetzte  Methode  der  Variation 
der  Coustanten  verlangt,  die  Form  der  Integrale  (57)  auch 
fiir  das  DilVorcjitialgleichungsystem  (50)  bei,  indem  wir  die 
^j,  .  .  .  i'n  niciit  mehr  als  Constanten,  sondern  als  zu  bestim- 
mende Functionen    von  x  betrachten,    so    werden    sich,    weil 

...  dF^.dc_ 

(58) 


dVa    _    ^^a      ,      ^K    de,  

dx  ex      '^     cc^    dx      '  ''     ( c     d.r 


^f:,ix,F„...F„)-{-e.,cp^(x,F„...F„) 

befriedigt  sein  soll,  und  vermöge  (5Gj  für  willkürliche  c^,  ...c„, 
wenn  nur  für  y^,  .  .  .  yn  die  Werthe  (57)  gedacht  werden, 

ist,  aus  (58)  die  «  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
dFi  dc^ 


(59) 


^c,     dx 


+ 


cF    dc^ 
'^  ^  dx    ""  ^i^'iC^;  -F, ,  •  ■  •  ^'») 


cc^ 


CF^   dc^       ,  .      dF^dCn  /TT-  7^\ 


zur  Bestimmung  der  Functionen  r, ,  &,,  . .  .  c„  ergeben.     Löst 


man  dieses  m 


f/  c,      d  c, 
dx  '    dx 


de, 
dx 


lineare  Gleichungsystem  nach  diesen  Grössen  auf,  so  folgt 
dCf 


(HO) 


^^=eii'ii(^^>Ci,-'(%.)-\-f->'tl^iA^\(\,--'Cn)-\'--\-s„ti,,(x,c,,...c,,) 


de. 


:f,j/^,(V/-,r,,...rJ4-f,i/v,(.r,rp...r,0+-H-f"V'-'»(-^,^i, ••''") 


de 


^,^==e^t.i{^|\r,y..r^-\-£.,^|)Jx,r^,..r,,)-\-■^■-\-e,,t,,,i.^Y^,...c,,)J 


i/cmi  (ilh/rDifnic   J/ihymlin)/   die    /''loiclioifilinrl/it    nni   '•,,...  r„ 
(irhni    /riin/()  dir   in  (57)  ritufrsclsf  dir  alhjcnuinoi   Infri/ydlr  des 
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(jcf/eheuoi  Diffhniiidltjlrirhnuifsystntis  (C)f})  lic/'irti.  \\  •im  wir 
nun  dasjenige  Iiitrj^ral.systcin  tiii<l»'n  wollen,  worin  «li'iii  x  =  T^, 
die  Wt'rtlic  //,  =  t/",  //,  =  »/','.  .  .  .  t/,,  =  f/"  fiitspnM-lifMi,  so 
werdi'ii   .sich   ans   den  <  ilciiliuiii^t'ij  (fiT),  wedeln-   in 

(Ol)  f=i\ (a-„.';,...c:;),  ?/j=i';(x„,6-y,..c»),  •  .!/»=F,(x,„r^,  ..<) 

iil)('rL,'idi('ii,  wfiiii  r",  .  .  .  r"  die  Wcrtlie  der  Fiiiictioiu'ii  t\,  .  .  .r„ 
für  x  =  X,,  l)t'/,i'i(liiu'ii,  die  Antan<'swertlu'  r",  . . .  r"  ert^eboii; 
Nv/r/  >»'n<  (/a//rr  «//e  Grössen  £, ,  6^ ,  .  .  .  f „  .sr7/r  /ilcin 
wratis,    so    werdf'M    nach    den    < Jlcichiuv^eii  (()0)   die  Grössen 

-p-i ,  •••  ,  "  ebeutalls  selir  klein  sein,  es  werden  sich  also 
dx  '  (Ix  ' 

c, ,  .  .  .  c„  nur  langsam  ändeiii,  und  nenn  daher  dir    WnUic  der 

Intfyrale  ni(r  iu  cincw  naht  zu  grossen  nni  .r„  hr/indlichcn  lii- 

rcidw  von  x  tfehraKcht  ncrdcn,  so  wird  »nni.  (ih)i(  nierJdirh  dir 

Funetionf-n   i/',,^   2U  ändern,  die   Variahein  r, ,  .  .  .  c„  dnreh  ihre 

An/'an;fsiverfhe  c",  •  •  •  c^   ersefnn    lihnint .    sf.    dfiss    dir    li>f]'<- 

rentialfflcichnnffni  (iM))  in 


t^  m  i-^',  t';, . . .  <;; )  +  f,(/-„  ^ ,  r';, . . .  r'^j  -\- 


(<■»-) 


</f, 

'!l^    =  *.  </'2.  U,  Cy,   .  .  .   O    +    f,Vs2  (^,  t»,  .  ..   C»)   + 


de 


,i"  =  *i  «/M  {^,  <r  •  •  ^"^  H-  ^'^'''i U'.  t';, . . .  r;;;  +    ■  • 

übenjehen,  und  somit  die  Grössen  c, ,  .  .  .  e„  als  Fnnctionen  von 
X  dnreh  die  (^nadratureti  ttesfinnnf  sind 


fo:'.) 


-r';=Jff,^,,,(r,.';....r;;)+...J-f„^.,, (./•,/-;.     .r^)\dx 


!••" 
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Ist  das  orlmltene  Resultat  niclit  «fonau  geniif;,  d.  h.  führt 
die  Veritication  der  Inteii^ralc  zu  Fehlern,  welche  die  iest- 
gesetzten  Grenzen  überschreiten,  so  kann  man  auf  den  rechten 
Seiten  der  (Gleichungen  (60)  die  Grössen  c^,  .  .  .  c„  durch  die 
mit  Hülfe  dieser  ersten  Annäherung  erhaltenen  Grössen  er- 
setzen, wiederum  die  analogen  Quadraturen  (G3)  nehmen, 
und  dasselbe  Verfahren  wiederholt  anwenden,  so  dass  in 
dieser  wiederholton  Anwendung  der  Methode  der  Variation 
der  ConstanteTi  ein  Ann  äherungs  verfahren  i'ür  die  Be- 
rechnung der  Integrale  algebraischer  Differentialgleichungen 
vorgezeichnet  ist. 

7.  Wie  für  Quadraturen  algebraischer  Functionen  von 
X  früher  nachgewiesen  worden,  dass,  wenn  dieselben  nur 
algebraisch  von  x  abhängen,  sich  ihr  Werth  auch  rational 
durch  X  und  die  unter  der  Quadratur  stehende  algebraische 
Function  ausdrücken  lasse,  so  kann  man  auch  jede  alge- 
braische Integralfunction  eines  beliebigen  algebraischen  Difle- 
rentialgleichungsystems  in  gleich  anzugebender  Weise  rational 
umformen. 

Sei  nämlich  das  algebraische  Differentialgleichungs3"stem 
w?*"  Klasse  in  der  Normalform  gegeben 

dG(x,t,,y,,...  2/„,)    ,iy  „    ,       ,  , 


((34) 


dtj^  dx 

dG(x,t,,y,,...y^)   dy.        ^    .      .  . 

—  dx  =^A^,fi,Vn  ■■■ih>) 


dt^ 


^t^  dx 

worin   /,   rinc  Lihsung  der  mit  Adjungirung  von  x,  l|^  ,  ...//„, 
irreductibcln   (Gleichung 

0)5)  G{x,  t,  .V,  ,  ,  ..?/,„)  =  () 

ist,    lind    besitze    dasselbe    eine    nigeliraische   lntegralfuncti»»n 
oj,(.r,  //,  ,  .  .  .  ?/„,),  so  dass,  wenn 

(()('•)  oi,(.r,  //, ,   .  .  .y„)  =  « 
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gesetzt  wild,  wuriii  a  ciiiu  willkürliche  l'onstaiit«?  be- 
deutet, luicli  tiein  Abschnitt«'  111.  tlcs  ersten  Kapitels  <lif 
( Jleifliim;^ 

.07)  ^/L  +  ^|V+        +""^-^  =  0, 

in  welche  der  Werth  vuii  /,  uns  der  CJIi'icliim«^  H'k))  zu  .sub- 
stituiren  ist,  eine  in  x,  y, ,  ...  y,„  identische  sein  uiuss.  Du 
nun  tu,  eine  abjchraisdic  Function  von  .f,  y, ,  ...  ?/„,  sein 
soll,  so  wird  sie  als  Lösung  einer  mit  Adjungirung  von  x, 
^i  >  !/i  >  ••■Um  irreductibeln  CJleichung 

(68)  „■+/,(.• /,,^,,...//,.)oy-> +  ■••+/■. U•,^,2/^,•.•^/.-)  =  o 

dargestellt  werden  können,  in  welcher  /, ,  /!, ,  ...  /",.  rationale 
Functionen  der  eingeschlossenen  Grössen  bedeuten;  ditl'eren- 
tiirt  mau  nun  die  mit  Benutzung  von  (Oö)  in  x,  l|^  ,  .  .  .  y„. 
identische  Gleichung 

(ß!»)  ü.'4-/iU,^.,//i,-"y-)«i-'H [-/■.U-,^,y,, •••//»;)=<> 

verni('»ge  (04)  total  nach  x,  so  ergiebt  sich  die  ebenfalls  in 
den  bezeichneten  Grössen  identische  Gleichung 

(70)  (!/«/-!  +  (,;-!)/-,  (o/-^'  +        +  /;_,)  X 

?«,  dt, 

oder  vermöge  (()7)  die  mit  Benutzung  von  (<),">)  in  x,  l|^  , 
.  .  .  y,n  identische  Gleicliuiig 

(71)  «/    ',^^^.  +  «,'   -,1,+      -^lü-^^- 

Es  ist  somit  die  in  ./ ,  //,  ,  ...  //,„  algebraische  Function 
w,  die  liösung  einer  Cileichung  v  —  1'*^'"  Grades  von  d«'r 
Form 
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(V>)      0)—  /^^'  -]-  ^f'  ^-^    -\-  ('^'    4-  ^  ^\    ^'    -4- 
^'"^      "        (  r)x  ^  dt,    dx  ^  Vöy,  ^  et,    dyj  cj}  ^ 


dt, 

-^  \dy„,-^  dt,    dyJdG]-^-- 
dtj 

,^Jv^^H^dt^,(K.Kdt,\    G^ 
'^  dx  '^  dt,  dx   "f"  \dy,  "^  et,   dy\)  d_G^''' 

dt, 

(df^      K  dt^  ^  _  0 

in  welcher  vermöge  (65)  die  Coefficieuten  der  einzelnen 
Potenzen  von  «  rationale  Functionen  von  x,  t^,  y^ ,  ...//,„ 
sind,  was  sich  mit  der  Annahme  der  Irreductibilitiit  der 
Gleichung  (68)  nicht  vereinigen  lässt,  wenn  nicht  entweder 
die  einzelnen  Coefficienten  dieser  Gleichun";  mit  Benutzung 
von  (05)  identisch  in  x,  y^ ,  ...  y,u  verschwinden,  d.  h.  /j,  f\^, 
.../;.  selbst  Integralfunctionen  des  Differentialgleichung- 
systems (64)  waren,  oder  v  =  1  ist,  so  dass  die  Gleichung 
(72)  gar  nicht  existirt  —  im  ersten  Falle  wäre  nach  (68)  cd^ 
eine  algebraische  Function  von  Integralfunctionen,  welche 
rational  aus  x,  #j ,  ?/j ,  ...  y,a  zusammengesetzt  sind,  im 
zweiten  Falle  wäre  «i  selbst  eine  solche  rationale  Integral- 
t'uuction.  Zugleich  ersieht  man,  dass  für  irgend  eine  andere 
Lösung  a.j  der  Gleichung  (68),  weil  /'  ,  /^, ,  ...  /;  sich  selbst 
als  Integralfunctionen  ergaben,  also  mit  Benutzung  von  (65) 

^^4  =  0       ^^^=0        •■^  =  0 
dx  '      dx  '  dx 

in  X,  //i ,  ...  y,n  identisch  erfüllt  wurden,  der  durch  Differen- 
tiation nach  X  aus  (68)  hergeleitete  Ausdruck 

(i;«o'->  +  (v  —  1)/;«,'--  -\ h  /;_,)  X 

J^  '^  dy^  dG  '^  ^,  fZ?) 

dt,  dtJ 

mit  Benutzung  von  (65)  in  x,  v/i ,  ...  y,„  identisch  verschwinden 
wird,  und  hieraus  folgt,  da  der  erste  Factor  wegen  der  Irre- 
ductibilität    von    (68),    also    der    Einfachheit    der    Lösung  w« 
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wej^eii  nicht  Null  wcrtU-ii  kann,  dass  iler  zweite  Factor  ver- 
Hchwindet,  also  a.^,  somit  jede  Lösung  von  ((iS)  eine  Inta/nd- 
/liiiclion  (hs  (jrt/rhrii< n  I)i/fcrculi(il(jl( ic/iiuitjsijstetns  ist,  was  auch 
schon  aus  dciu  am  Ende  des  Abschnittes  111  des  ersten  Kaj)itels 
in  Gleichung  (70)  ausgesj)rücheuen  Satze  hervorgeht,  da  oj. 
als  algebraische  Function  der  Integrall'uuctionen  /,,  /.,  .../, 
betrachtet  werden  kann. 

Wir  erhalten  daher  den  nachfolgenden  Satz: 
Wenn  ein  ahjchraischcs  Differcntialgleicliungsystcm  hdiehigcr 
Klasse  mit  der  unahltä)i(jif/en  Variahcln  x  and  den  ahliäwjiijcn 
yariabdn  y^ ,  y., ,  ...  y,,,  rcrntilfcls  einer  alycbraiselicn  Ftimlion 
/,  dieser  Variabein  auf  die  rationale  Normalform  eines  solehen 
Systems  yebracht  ist,  so  ivird  jede  algebraische  Inteyralfnnction 
dieses  DifJ'erentialyleieJmnysystcms  entweder  selbst  eine  rationale 
Function  von  x,  ?/, ,  ...  y,,,  und  t^  sein  oder  eine  alycbraische 
ZHsammensetzumj  solcher  rationaler  Inteyralfiinctioncn  bilden, 
und  jeder  Zicciy  dieser  irreductiblen  Zusammensetzung  ist  nieder 
eine  Inteyralfunction. 

8.  Sei  jetzt  allgemeiner  eine  lutegralt'uuctiun  w,  des 
DiHerentialgleichuugsystemes  (<)4),  (Gö)  eine  algebraische 
Function  von  x,  //, ,  ...y,„,  von  Logarithmen  eben  solcher 
algebraischer  Functionen 

log  f, ,     logt',,         .   .   log  V,., 

und   von   <Ju;ulraturen 

(73)  c,  =  (//,  (.s).^-)_,, ,    /,  =  (//,  (.s)  ds)^^_ 

4  =-  [j)\{s)ds)^^^^  , 

worin  /,  {s),  /],{s),  .  .  .  /*(ö)  algebraische  Functionen  ihrer 
Argumente  s,  und  i.", ,  y, ,  .  .  .  s^  algebraische  Functionen  von 
•'')  Vi  )  •  •  •  //'"  '^'"d,  also  eine  Integralgleichung  des  Ditlereu- 
tialgleichungsystems 

(74)  GJ,  U-,  y^,  ...  y,n ,    log  v, ,  ...  log  r„  ,    i^,  .  .  .  1^)  =  a  , 

worin  ((  eine  willkürliche  Constante,  und  o),  als  die  l.J'tsung 
einer  mit    .\djungirung  der  Grössen 
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(75)    X,  y^,...y,u,  h,  y,,  ."V,,,  Si,  ...s>^,  /;(6i),  .../a(s*), 

log  Vi  ,  ...  log  Vf,,    ii,  .  . .  ik 
irreductibleu  algebraischen  Gleichung 

(7G)  w'+qp,(a?,^,,...^,,  Vi,  ...8^,...f^{s^),...\ogv^,...i,,...)(o'-^-\-: 
+  9),(ii:,yi,...#i,Vi,...6j,.../i(s-,),...logVi,...i,...)=0 

dargestellt  werden  kann,  in  welcher  (p^,  .  .  .  (py  rationale 
Functionen  der  eingeschlossenen  Grössen  bedeuten;  selbst- 
verständlich darf  angenommen  werden,  dass  zwischen  den 
Grössen 

(77)  X,  yi,  ...  y,n ,    log  v^ ,  . .  .  log  v^,    h,  ...  ik 

nicht  eine  für  beliebige  Werthe  von  x,  yi ,  ...  y,,^  gültige 
algebraische  Beziehung  besteht,  weil  wir  im  entgegengesetzten 
Falle  eine  der  Transcendenten  durch  die  übrigen  algebraisch 
ausdrücken,  in  co^  der  Gleichung  (74)  einsetzen  und  nun  eine 
Integralgleichung,  welche  algebraisch  aus  einer  geringereu 
Anzahl  jener  Transcendenten  zusammengesetzt  ist,  der  Unter- 
suchung zu  Grunde  legen  könnten. 

Setzt  man  nun  den  Werth  von  a>i  aus  (74)  in  (76)  ein, 
so  muss  die  so  entstehende  Gleichung 

(78)  CO, '■  +  /; (a;,^!, ... ^„  Vi, ... Sj, ... /i(6i), ... log  y,,.. . ^■l, ...)«!— 1-1- • 

-jr tr(x,  y^, ...t^ ,  v^, ... s^,  ...f\{s,),  ...  logv,,  ...  ii,...)  =  0 

mit  Benutzung  von  (65)  eine  in  allen  Grössen  (75)  —  von 
ti  abgesehen  —  identische  sein,  und  wenn  man  nun  (78) 
nach  X  total  differentiirt,  so  folgt  vprni(')gL'  (64) 

(79)  (z,«i-i-f  (r-i)/i«;--f.-+/;_0'-^  +  a,.-i^ 

+  «,'■ 
oder  da  nach  (74) 

(80)  ';a-==« 

ist,  die  mit  Benutzung  von  (65)  in  den  oben  angegebenen 
Grössen  identische  Gleichung 

(81)  «,'    '^^  +w,'    -^^  +    •    +     ^^     =0. 


+».-;:^+-+^=o. 
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Du  aljur 

dx  '      dx  '  dx  ' 

wie  unmittelbar  in  sehen,  wiederum  rationale  Fiiiicti(»nt'ii 
der  Grössen  (75)  sind,  so  würde  gej^en  die  l'iir  die  (ileicluuig 
(70)  gemachte  Voraussetzung  der  Irreductibilitüt  w,  einer 
(Jleiehung  v  —  1'"'  (irades  desselben  Charakters  genügen, 
und  es  niüsste  demnach  genau  wi«'  oben  entweder  v  =  1,  oder 

/i  =  «1 ,     f',  =  f<--,     '  ■  ■  /'•  =  «' 

Integralgleichungen  des  Diifereutialgleichuugsystems  sein,  so 
dass  wir  den  folgenden  ganz  allgemeinen  Satz  erhalten: 

Wenn  ein  abjehrdisehes  Di/j'cnntialgleichtinysijstini  Jxiiibiner 
Klasse  mit  der  anahhäwjKjen  Variahein  x  und  den  abltän(ji(/en 
Variahein  y^,  ij.,,  ...  y,n  vermittels  einer  ahpjhraiscJun  Fundton 
^1  dieser  Variahein  auf  die  ratiunale  Normal/orm  eines  solclun 
Systems  gehracht  ivird,  so  ist  jede  alyebraiseh  aus  den  Variahein 
^}  Vi)  ■  ■  •  V'"}  «"^'  Logarithmen  von  alyehraischen  Functionen 
Vi,  v.^,  .  .  .  tv  dieser  Variahein  und  AheV sehen  Integralen  mit 
ehensolchen  algchraischcn  Argumenten  s^,  s.^,  ...  Sk  und  dazu 
gehörigen  algehraischen  Irrationalitäten  f i(i>i),  f^isS),  •  ■  -  fk{si) 
zusammcngesetste  Intcgralfunction  dieses  Differentialglcichung- 
systems  entweder  seihst  eine  rationale  Function  von  x,  y, , 
. .  .  y„, ,  t,,  V,,  ...  V,, ,  6-, ,  .  .  .  6,,  /;(5,),  .  .  .  A(sa)  loul  jenen 
Transcendenten  oder  eine  algchraisclic  Zusammensetzung  solcher 
rationaler  Integralfunetionen,  und  jeder  Zweig  dieser  irrcduc- 
tiheln  Zisammcnsetzung  hildet  wieder  eine  Intcgralfunction. 

Es  braucht  nach  früheren  Auseinandersetzungen  kaum 
wieder  hervorgehoben  zu  werden,  dass,  wenn  man  die  alge- 
braischen Functionen  von  x,  y^,  ...  ym 

i\,  ...  V,,,     Si,  .  .  ..s<,     /;(.s,\  .  .  .  fk(Sk) 

als  rationale  Functionen  einer  algebraischen  Function  7\  von 
'j  //i '  •  •  -  l/'"t  ^  ausdrückt,  auch  alle  die  Functionen  Integral- 
lunctioneu  des  gegebenen  Ditl'ereutialgleichungsystems  sein 
werden,  die  aus  der  eben  gefundenen  rutiouiden  Integrallunrtion 

(82)  iJ,  =  /(r,//, ,.../,,  r,,...N,,  .../,(s,,).  ...logr,, .../,,...) 
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liervorgeheu,  vveuii  man  in  die  Ausdrücke  von  v^ ,  .  .  .  Sj , 
•  •  •  fii'^i))  •  •  •  ^tiitt  T^  eine  beliebige  Lösung  der  mit  Adjun- 
girung  von  x,  y^,  ...y,a,  t^  irreductibeln  algebraischen  Glei- 
chung einsetzt,  von  welcher  1\  eine  Lösung  ist,  und  ebenso 
ist  die  Erweiterung  dieser  Sätze  auf  die  Fälle  ersichtlich,  in 
denen  noch  andere  Transcendenten  als  ÄbeVac\\Q  Integrale  in 
die  Integral  Function  des  gegebenen  Diöerentialgleichung- 
systems  eintreten. 

9.  Sei  nun  ßj  der  Gleichung  (82)  eine  rationale  Integral- 
t'unction  des  gegebeneu  Diüerentialgleichungsystems  (G4),  (05), 
so  wird  der  Definition  gemäss 

(83)  ^  =  0 
^      ^  clx 

mit  Benutzung  von  (65)  für  alle  x,  y^,  ...  //,„  identisch  er- 
füllt sein  müssen^  da  aber  in  (83)  wieder  nur  alle  in  Sl^ 
enthaltenen  Grössen  rational  eintreten,  zwischen  den  Loga- 
rithmen und  J-6e/'schen  Integralen  aber  der  Voraussetzung 
gemäss  eine  algebraische  Beziehung  nicht  stattfinden  sollte, 
so  müssen  diese  Traiiscendenten  selbst  herausfallen,  und  es 
wird  daher  ß^  eine  Integralfunction  bleiben,  wenn  man  diese 
Transcendenten  um  beliebige  additive  Constanteu  vermehrt, 
indem  die  nach  x  genommenen  totalen  DiÖ'erentialquotieuteu 
dieselben  bleiben. 
Ist  also 

(84)  ^^=f\x,y,,  .. .^,,  Vi,. ..s,,.../;(Si),...logyi,. ../,,...) 

eine  rationale  Integralfunction  des  Dift'cyentiahjlcicliamjsystems 
(64),  (65),  so  werden  auch  alle  in  den  Formen 

(85)  Si=f{x,yi,...ti,Vi,...s„.../^{s,),.Aogv,-\-Ci,...i,i-j-C\,...) 

enthaltetien  Functioneti,  in  ivelchen  Cj ,  Cg,  . .  .c„ ,  G^,  C\,  ...Ck 
willhürliclic  Constanten  bedeuten,  rationale  Inteyralfunctioneti 
jenes  Systems  liefern. 

Da  aber  jede  algebraische  Verbindung  von  Integral- 
functionen,  wie  früher  gezeigt  worden,  wieder  eine  hitegral- 
function  ist,  wir  also  durch  Subtraction  zweier  Integral- 
functionen,  die  sicli  nur  in  der  Constanten  c^  oder  6;  um 
den    unendlich    kleinen    Werth    Öc^    resp.  dC\    unterscheiden, 
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1111(1  Divisiüii  mit  diesem  uiuMuUich  kleiiicM  Iiicremeiite  wieder 
eine  lutegralfuiiction  erluiHen,  so  tol^t  analog  den  im  Ab- 
schnitt VII.   3.  des  dritten   Kapitels  gfmatliten  Schlüssen, 

(hiss,  wenn  ntan  in  enicr  ralionalcn  Jntcyrdl/tDiclion  (St) 
lies  l)ijlercntkil(jlckhun(jsystcms  (04),  (65)  die  Tninscaulentcn 
lo(j  v^ ,  log  v.^,  ...  log  v^  um  die  willlcilrliehen  Conskinlen  c, ,  c.^ , 
.  .  .  Cf,  und  die  Abel' sehen  Integrale  i^ ,  /.,  ...  /<  um  C\  ,  C.,, 
.  .  .  Ck  vermehrt,  die  Function 

^•■.+  --  +  >>  +  ^v.  +  ...  +  ;v^.  p^ 

wiederum  für  willkürlicJie  Werthe  dieser  Constanten  eine  rationale 
Integral fiinctimi  des  Differentialgleiehungsystems  ist,  also  aueh. 
wenn  sümmtliche  Constanten  gleich  Null  gesetzt  werden, 

r log «,'■'... a log y;>  a //'... ?i/* 

i-ine  solche  Integralfiinction  darstellt. 

Ist  die  rationale  Function  Sl^  eine  ganze  Function  der 
in  ihr  enthalteneu  logarithmischen  Functionen  und  Abeliicheu 
Integrale,  so  wird  man  durch  successive  DilVereutiation  nach 
diesen  Transcendeuteu  bis  zu  den  Coefficienten  jener  ganzen 
Function  der  Transcendenten  gelangen  können,  welche  rationale 
Functionen  von  x,  g^,  .  .  .  g,,,,  t^,  v^,  .  .  .  v^,  Si,  .  .  .  St, 
f'i{Si),  .  .  .  fkisk)  waren,  und  da  diese  Coefticienteu  nach  dem 
eben  bewiesenen  Satze  auch  Integralfuuctionen  des  Üitferen- 
tialgleicliungsystems  sein  müssen,  so  finden  wir, 

dass,  wenn  das  Diß'erentialglrichungsgstem  (64),  ((35)  eine 
rationale  Intcgralfiowtion  ß,  besitzt,  welche  in  den  logarith- 
mischen Functionen  und  AbeV sehen  Integralen  eine  ganze 
Function  ist,  das  Differentialgleichungsystvm  auch  iiur  in  den 
Grössen  x,  //, ,  ...y,„,  t^,  i\,  ...<>,  s,,  ...s;,,  f\{s^) ,  ...fl(st) 
rationale  IntvgraJfunctionen  besitzt,  ivclche  jedoch  auch  in  Con- 
stutiten  übergehen  können. 
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VI.  Ueber  lineare  DiireiM'iitial^leieliuiigsysteine  mit  variabelu 
("oel'iicieiiteii ,   deren   Integrale   sieh    als  Quadraturen  alge- 
braischer Functionen  darstellen  lassen. 

1.  Es  sei  das  lineare  DilfereutialgleichuiigsysteDi  vorgelegt 


(1) 


dx 


^11^1   +    ^nVt    + h    ^UuVn    +    Au+l 


^a^   =  AlVl   +   A2!J2   -\ h   A2ayn    +   ^.«+1 


di/n 

-^  =  A,at/i  +  Ä„^,y,  +  •  •    +  A„„y„  +  A„„+i , 

worin  die  Aa;^  algebraische  Functionen  von  x  bedeuten,  und 
werde  angenommen,  dass  ein  Element  eines  Integralsystenis, 
also  ivie  früher  gezeigt  worden  ^  im  Allgemeinen  aiieh  die  er- 
gänzenden Elemente  dieses  Integralsystems,  sieh  als  lineare'-^') 
Ftmctionmit  variabeln  Coeffieienteii  von  Quadraturen  algchraiseher 
Functionen  in  der  Form  darstellen  lasse 

(2)    y^  =  u  +  u^  log  v,-\ h  u,n  log  v,n  +  ?7i  J,  {s^ ,  /,  (.s,))  +  •  •  • 

+  ^„j;,(s^„/;,(6>)), 
worin  J, ,  .  .  .  J„  Integrale  der  resp.-  Differentialgleichungen 

(3)         fe=/i(^-.).  •■■i^= /;.(».) 

bedeuten,  in  tvelchen  f\,  .  .  .  f]u  algebraische  Functionen  ihrer 
Argumente,  s^,  ...  s^i  algebraische  Functionen  von  x  sind,  und 
vorausgesetzt  wird,  dass 

rationale  Functionen  der  Coefficienten  des  Differentialgleichung- 
Systems  (1)  sind;   so   werden  genau  dieselben   Schlüsse,   wie 


*)  Wie  im  Vli.  Abschnitt  dos  iliittüii  Kapitels  gezeigt  wonlen, 
nmss  <lie  Function  eine  lineare  sein,  wouii  das  leduciitc  DiÜ'crential- 
gleicliungsystcm  keine  aus  eben  diesen  Quadraturen  algebraisch  zu- 
sanimongesetzten  Integralsystenie  besitüt. 


VI.  Ueber  linoaro  DittorentialglpichnngftyHtcme  etc.  'M)l 

sie  im  I.  Absfliiiiit,  des  vicrton  Kaj)itcl.s  ^omacht,  wor(l«*ii, 
wi'iiii  mall  crwili^f,  diiss  aus  /.•  liitej^ralsystoinou  der  Difl't'n'utial- 
<j;l('i<liiiiig('n   (1) 

Uli  Vvi  ■  ■  ■  .'/'" 

!f,i   1/^2  ■  ■  ■  lh.i 


lln  Vk-   .  •  •  ilkn 
sich  ein  Tntegralsystem 

hiklon   lässt,  den  Satz  ergeben, 

ddiis  das  l)ificrcntial()leiclmn(jsy stein   (1)   noch   ein   (uulcrcs 
Inlcgralolement  von  der  Form  hesitst 

(4)       ?/,  =  T  +  7?„  r,  log  J'/^  +  7?,,  l\  log  T(«>  +  .  .  . 

+  B,,  IL  log  J(i>  +  7?,,  U,  log  7\=^'  H 

+ 

+  "•;  log  r,  +   ■  +  f  log  j;, 


p 
U 


1 


irorin  ^t^,  ...  ?^„,  l\,  .  .  .  11,,  die  in  den  Coefßeienfeti  der  Diffr- 
irntial(jleicht(nf/cn  (1)  rational  vorausgesetzten  Factorm  der 
Transccndonten  in  dein  fiegehrncn  Intef/ralai(!^drnrl-r  (2)  irarcn. 
H„-i  Constatitcn,  j), ,  ■  . .  p,,  das  Cicschlccld  dir  alifftnaisciun 
Irrationalitäten  /'i(s),  .  .  . /J«  (s)  angeben,  ö  eine  jxtsitive  ganze 
Zahl  ist,  T['\  T\'\  .  .  .  7Y\  Tf,  ....  ]\,  V.,  .  .  .  V,„  in  den 
Cneffieienten  der  Di/J'erentialgleiehungen  rational  ausdriiekharr 
Functionen,  r,,,,  To„,  .  .  .  r,,^^„  Lösungen  einer  ohidodisclioi 
(ileiehung  ;)'^*'"  Grades  von  der  Form  sind 

(5)      t"»  +  F,  {x,  yl„.0  T"«-»  -\-     ■  +  7'',, , (r,  .1.,.)  =  0 , 
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worin  l'\,  .  .  .  Fj,^  rationale  Functionen  von  x  und  den  Cocf/1- 
eienten  Au^  der  Differentialgleichungen  bedeuten,  und  endlieh 
faii^iu),  •  •  • /« (i^;v<")  t'fitionale  Fimctionen  von  den  rcsp.  tut, 
. . .  Tp^u  nnd  den  Coefftcientcn  der  Differentialgleichungen  sind. 

Dieses  Resultat  wäre  uur  dann  inhaltlos,  wenn  alle  so 
hervorgehenden  Integralelemente  ?/, ,  y.^,  ...  ?/„  Constanton 
würden,  die  wir  mit  c^,  c.^,  .  .  .  Cn  bezeichnen  wollen;  in  diesem 
Falle   wäre  nach  (1) 

Ä,,e,-\-A.,.,c.,-\- 


(6) 


+   AinCn   +   ^1«+1   =  0 
+   A^aCn   +    A.,„+i    ■=  0 


An\C^  -f  An^C.^  +    •  •  •   +   -^»nCn  +   ^»«+1  =  0, 

woraus  folgen  würde,  dass  die  Substitutionen 

C^)  Vv   =  'h    +  Ci  ,       2/2  =  ^2   +  ^2  ^       ■■  ■yn  =  Zn-\-  Cn 

das  Ditferentialgleichungsystem  (1)  in  das  homogene  lineare 

ak  =  ^11  ^1  +  ^li2  ^2  +  •  ■  ■  +  ^u  ^n 


(«) 


dz, 
dx 


l  =  ^21  ^1   +  ^22  ^2  +   •  •  ■   +  ^2«  Zn 


dx 


A,a  ^1  +  yl„2  ^2  + h  ^««  «2^« 


überführen,  so  dass  in  diesem  Falle  das  nicht  homogene 
Differentialgleichungsystem  als  mit  einem  homogenen  zu- 
sammenfallend betrachtet  werden  darf.  Wir  können  somit 
sagen,  dass  das  obige  Resultat  inhaltlos  werden  kann,  wenn 
das  gegebene  Differentialgleichungsystem  (1)  ein  homogenes 
von  der  Art  ist,  dass  es  ein  constantes  Integralsystem  be- 
sitzt, das  auch  Null  sein  darf  Nun  hat  aber  ein  homo- 
g(Mies  lineares  Differentialgleichungsystem  stets  ein  Inte- 
gralsystem,  dessen  sämmtliche  Elemente  Null  sind,  ein 
von  Null  verschiedenes  constantes  Integralsysteiu  ji-docli  er- 
fordert die  Existenz  der  Gleichungen 


CO 
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,^l„i'',  +  ^l«-.'',  +  •       -f  A„„c„ 


1111(1  niiiii  sieht  dann  li'icht ,  class  das  houioj^ene  lineare 
DiH'erentialgleichungsystem  »'•'^  Klasse  sich  anf  ein  ehen 
solches  n — l**'*^  Klasse  znrück führen  lässt;  denn  setzt  man 
ilie  ans  dem  letzten  Cileichnngsystem  sich  ergebenden  VVerthe 


(1<») 


Au.  =  -  .1h  ;■  -A,,^ Au,-,  '-"- 


A         A  '    A  '-•  A  "— 1 


(11) 


in  das  homogene  System  von  Differentialgleichungen  ein,  so  folgt 

'!/^:  =  -In  (?/.  - ';?/«)  +  A,,  (y,  -  ;;■■  ^„)  + . . . 

+  y1,.„_,  (^//„_1 ^  //„ j 

,/',,"  =  ^t.i  (//,  —  J'^  ?/«)  +  A„,  (■!/,  —  '^^  y,.^  H 

und  zieht  man  von   der  ersten  (lleichuiig  die   mit     '    multiiili- 

<irte   letzte,    von    der  zweiten    die   mit    [.'    midliplieirte   l.-tzte. 
etc.  al),  so  ergicdjt  sich,  wenn 


(1-M  .'/. 


,,  y/'.  =  'i,  !/, 


?/»  = 


//,  =  r,_i 
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gesetzt    wird,    das    folgende    homogene    lineare    Differential- 
gleich iingsystem 

~r(-4i«— 1        ~  -4,„(_i  |^„_i 


(13) 


l~=\An-n J^Aray-i  -\r\An-i2 '^A„2y.2-\r- 

~\~  l  ^«— 1«— 1  ~         A,ir,—\]  Zji—l  , 

das  nur  von  der  n  —  1*™  Klasse  ist.  Nehmen  wir  somit  an, 
dass  solche  lineare  Diiferentialgleichungsysteme  vorgelegt 
sind,  die  sich  nicht  durch  die  oben  angegebenen  einfachen 
Substitutionen  in  ein  lineares  System  niederer  Klasse  ver- 
wandeln lassen,  so  ivürde  das  oben  gefundene  Ilcsultat  (4)  somH 
nur  für  homogene  lineare  Bifferentialgleiclmngen  unbrauchbar 
iverden  Jcünnen,  und  dies  aueh  nur  in  dem  Falle,  ivenn  alle  (4) 
analogen  Integralclcmentc  gleich  Nidl  würden. 

2.  Wir  wollen  aber  nicht  bloss  aus  der  hypothetisch 
angenommenen  Form  (2)  eines  Integrals  des  linearen  Diffe- 
rentialgleichungsystems die  Existenz  eines  anderen  Integrales 
(4)  von,  um  uns  kurz  auszudrücken,  rationaler  Beschaffenheit 
herleiten,  sondern  uns  mit  den  Eigenschaften  der  Integral- 
systeme (2)  selbst  beschäftigen,  welche  algebraisch  von  Ahel- 
scheu  Integralen  abhängen. 

Habe  also  das  lineare  Diöerentialgleichungsystera  (1)  ein 
Intcgralclement  von  der  Form 

(14)  rn=F,{:r,,J,{s„fis,)),  J,(.„ /,(s,)),  ..  .J,{^,,f,(s,)))  , 

worin  7'' eine  algebraische  Function  und  t/,,  tL,  ..  .J„  Abel  f^cho 
liitegi-iile  sein  sollen,  von  denen  ein  Theil  auch  die  (>twa  vor- 
koninienden   logarithmischen   Fnnctitnieu    rcpräsenliren    kann, 


VI.  Lieber  lincan-   l)ifl'eieiitialgleichiii)},'(^}'8U,'ine  etc.  MO;") 

SO  ist  einerseits  aus  den  tViilieren  Aiiseinanclerset/.iini^en  klar, 
(lass,  von  den  Iriilier  «j^enaii  iK'/eiclini-tt'U  AusnaliMicriiUcn  a\>- 
geselien ,  aacli  die  ergänzenden  Integraleleniente  (li<.'sellif 
Form   lialx'ii 


»?.  =  ^'^ (x,j, (.s.,/.(.s. •) ,  J,i^,,f,(s,)) , . . .  J„(.s-,,/;(.s,))) 


(15) 


tlu  =  J\  (.', '/,  (x,  ,/■  (^>)  >  '^k';/-''/'.))  >   •  •  •  ^."('V;  /..(/VJ))  , 


und  ims  dem  VH.  Abschnitte  des  dritten  Kapitels  ergiebt 
sicli,  dass, 

icmn  (in  linrarcs  homoffrnes  oder  nirld  hotnoticnrs  Si/fitr»! 
von  Dijf'cventiaUjlcklmmjm  ein  aUjehraiscIi  aus  (jHadrafioen  al- 
gebraische)' Fmidionen  zusammengesctzks  Inteyraleleinent  hcsitzf, 
dieses  im  Allgemeinen  enhveder  selbst  linear  aus  diesen  Quadra- 
turen zusammengesetzt  ist,  oder  dass  jedenfalls  das  reducirtc 
lineare  DifJ'erentialghichungsgstcm  als  Integralclemcnt  eine  linear/ 
Function  aller  dieser  Quadraturen  oder  einiger  derselben  besitzt 
mit  Coe/'ficienten ;  welche  (dgebraische  Functionen  von  x  und  zu- 
gleich Integralclementc  des  reducirten  Diff'erentiahd'  icliungsiistmis 
sind,  aber  auch  Constanten  sein  Vönnen. 

Es  ^väre  also  im  Allgemeinen  nur  die  Frage  aufzuwerten, 
ob  wir  Eiu;enscliaften  für  die  Argumente  der  Transeendenten 
und  deren  algebraische  Coefticienten  ermitteln  können,  wenn 
lineare  Ausdrücke  von  der  Form 

(IG)    ,/,  =  u  +  u,  J,  (,s-,,  t\  {s,\)  +  u,  J,is^_,  /,  (s.^)  H 

-^u,J,(s,J],{s,)) 

Integralelementi'  des  Üiö'erentialgleichuugsystenu^s  (1)  oder 
des  reducirten   siiitl. 

Es  sollen  die  dabei  zur  Geltung  konimt-nilen  Inter- 
suchungsmethoden  an  dem  Falle  erläutert  werden,  in  welchem 
das  Ditferentialgleichungsystem  (I)  ein  aus  zwei  logarithmisolien 
Functionen   linear  zusammengesetztes  Integral   von   dfr  l'orm 

(17)  »/,  =  >/  +  u^  log  r,  +  u,  log  r, 

besitzt,    worin   u,  »,,  /<„,  r, .  <\.   algebraische  Functionen   von 

Kuc  II  ig;«  bcr^c  r,   lii'lirlnicli  '10 
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X  sind,  und  worin  die  beiden  logarithniischen  Functionen  nicht 
schon  unter  einander  in  einer  linearen  Beziehung  mit  al- 
gebraischen Coefficienten  stehen.  Dass  ebenso  der  Fall  einer 
homogenen   linearen   ganzzahligen  Beziehung   von   der   Form 

f*l  Ml  +  ^2  «*2  =  0 

auszuschliessen  ist,  leuchtet  ein,  da  im  entgegengesetzten 
Falle  das  Integral  r;^  die  Form  annimmt 

^1  =  «  +  ^'i  log  /— '- 

also  nur  einen  Logarithmus  einer  algebraischen  Function  ein- 
schliessen  würde,  und  die  Untersuchung  sich  dann,  wie  man 
leicht  sehen  wird,  nach  denselben  Principien,  nur  in  ein- 
facherer Weise  bewerkstelligen  liesse. 

Lassen  wir  x  einen  geschlossenen  Umkreis  von  der  Art 
beschreiben,  dass  alle  Coefficienten  yl«^  des  DiÖ'erential- 
gleichungsystems  (1)  ihre  früheren  Werthe  wieder  annehmen, 
so  bleibt  offenbar  t/,,  da  es  mit  den  zugehörigen  Elementen 
in(l)  eingesetzt  diese  Gleichungen  identisch  befriedigen  musste, 
ein  Integral  des  Differentialgleichungsystems,  das  wir  mit 

(18)  T^j  =  «  +  Wi  log  V^  -f-  Wg  log  ^2 

bezeichnen  können,  wenn  m,  m,,  ü^,  Vj,  v^  die  Werthe  be- 
deuten, in  welche  ?«,  Uy,  ii^,  i\,  Vc,  bei  jenem  Umlaufe  des 
X  übergehen  —  gäbe  es  gar  keine  Umläufe,  die  mindestens 
die  eine  oder  andere  dieser  Functionen  äudern,  so  könnte 
schon  jetzt  geschlossen  werden,  dass  ii,  Uy,  n.,,  t\,  Vg  rationale 
Functionen  der  Coefficienten  des  linearen  Ditferentialgleichung- 
systemes  sind  —  doch  wird  dies  im  Allgemeinen  nicht  der 
Fall  sein. 

Nach  dem  oben  angeführten  Satze  ist  klar,  dass,  wenn 
die  Integrale  des  nicht  reducirten  Systems  die  Logarithmen 
in  höheren  Potenzen  als  in  der  ersten  enthalten,  das  reducirte 
System  ähnliche  Integrale  enthalten  muss;  aber  es  könnte 
dies  auch  stattliiiden,  wemi  die  Logarithmen  in  den  Integralen 
des  ersten  Systenu'S  nur  linear  vorkommen.  Wir  machru 
nun  die  Annalimr,  dass  das  rcdncirtc  J)i/}('n'nii<iltil(ichi(n</si/sfrni. 
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Jicin  ans  Lonari/Inmu  ultjchruischfr  Fiuidiown  Hni(ir  znscwimoi- 
(jesrtztcs  JnUyral  habe*);  da  min  die  Dilleroiiz  zweier  Iiite<^ral- 
elcmente  des  Systemes  (1)  ein  Integralelement  des  reducirten 
Systemes  liefert,  so  kann  »y,  —  »/,  nur  eine  algebraische 
Function  sein,  die  auch  eonstant  und  Null  worden  darf,  so 
dass  sich  aus  (17)  und  (18) 

(19)  «1  log  T\  —  ?<,  log  i\  +  ü.,  log  r..  —  n.,  log  r.  =  iv 

ergiebt,  worin  iv  algebraisch  von  x  abhängt.  Die  in  I.  4. 
des  vierten  Kapitels  angestellte  Betrachtung  über  logarith- 
mische Beziehungen  liefert  aus  (Ut)  die  Uelation 

(20)  T:,  x^  —  l\  u,  -{-l^u^-  k,  H,  =  () , 

worin  /., ,  /i\,  Je.,,  k.^  ganze  Zahlen  sind,  von  denen  wir  k.^  als 
von  Null  verschieden  annehmen  dürfen.     Es  folgt  somit 

(21)        ^^=-^'''+^;  ''^  +  1"^' 

und  in  Folge  dessen  aus  (19) 


"i  log  /  ~\^  \  -  H^  log  /  -^  \  —  i(,  log  ' 


;5) 


A- 


''-   T 


=  W 


oder 


(22)      «1  log  /  ^  j  -  M,  log  irk.]-  "ä  log  /  ^\  j  =  h  w . 

Wir  behaupten  nun,  dass  im  Allgemeiueu  für  einen  Um- 
lauf des  X,  welcher  die  Coefticieuten  des  Ditl'erentialgleichung- 
systems  (1)  unverändert  Hesse  und  die  Gleichung  (^17 )  in  (18) 
überführte,  aber  einmal  einen  Verzweigungspunkt  von  <<,  um- 
kreist, d.  h.  die  Lösung  »,  der  diese  Function  detinirenden, 
mit  Adjungirung  jeuer  ÜiÖ'erentialgleichungscoeiHiieiiten  irre- 
ductibeln  ( Jleicliungin  eine  andere  überführt,  der  dritte  Logaritli- 
MKiinl  der  Gleichung  (22)  nicht  eonstant  sein  kann.    D'.im  wäre 


*)  In  uiiseieiii  F;illo  würde  es  gonügeu,  die  BoscLriiiikiing  auf  den 
Füll  von  vier  liucar  verbundenen  Logaritbnicn  zu  reduciron,  von  denen 
je  zwei  nur  verschiudone  Zweigi>  derselben  iilijebrftisclien  Function  dar- 
stellen, wie  da.s  Folgende  lelireii  wird. 

•20  ♦ 
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(23) 


V. 


eine  coustante  Grösse,  so  bestünde  zwischen  (ranzzahligen 
Potenzen  von  Lösungen  einer  irreductibeln  Gleichung  ein 
constantes  Verhältniss,  was  offenbar*)  nur  der  Fall  sein  kann, 
wenn  h^  =  h^  oder  7%  =  —  A'^  ist,  d.  h.  nach  (23) 

(24)  v^  =  Ci  V.2     oder     v^  v.^  =  c^ , 
also 

(25)  logV2  =  log^'2  +  lügCi    oder   log^'^  =  —  log  rg  +  logc^ 

ist.     Ferner  würde  sich  aber  dann  aus  (22)  vermöge  (23) 


■'•)  Wenn  in  einer  irreductibeln  Gleichung 

w"  +  /;  {X)  uf'-'  +  •■■  +  /;  =  0 

zwei  Lösungen  «j  und  m,  in  der  Beziehung 

w|  =  ku'l 

zu  einander  stehen,  worin  k  eine  Constante  bedoutit,  so  werden  sich, 
wenn  man  x  einen  geschlossenen  Weg  beschreiben  lässt,  welcher  suc- 
cessive  u^  in  u„,  m,  in  u^,  .  .  .  u^_^  in  Uj^,  endlich«;  in  ?*,  überführt, 
die  Beziehungen  ergeben 

wenn  der  Ausgangspunkt  nicht  ein  mehrl'acher  Punkt  der  Function  ist. 
Da  nun  aus  diesen  Beziehungen  successive 

,(/       ^         7''       ^"-  S^'         7.^'       ^'^        ^\S^'    -^ 


also 


r()lL,4    so  wäre  entweder  ?/,    eine  Constiiiito  —  was  mit  der  Aniuihnie  der 
Incductiltilitiit  der  (ileieliiingniclit  vereinbar  —  oder  es  ist     ^  +  1  .  d   li. 

G  -^  Q     (ider     ß  ==  —  9  ,   wenn  k   eine  geriide  /;ild. 


VI.    Üober   lim  an-    i)illi"Uiitial;,'l' i«  liuiij'h^tift.'Uiu  etc.  ."»(il i 

(20)        ü,  log  f^'^-\  - «,  lug  0"^;-  \  =  w 

ergiibeu,  woriu  IT  ulgebmisch  von  x  abliiiiigt,  und  vernnJ^f 
(Ilt  lügiiritliiiiisclien  Eigeu-selKiftcii   wieder 

(27)  AV'V,  -  h\>u  -^», 

wuriii  7i',  iiuil  A'i  i^auze  Zulilen  Ijudeuten;  eiu  rationales  Ver- 
bältuiss  von  /(,  und  <«,  erlordert  aber  bekanntlicb,  wie  trüber 
gezeigt  worden,  /f,  =  h,  oder  «,  =  —  «/, ,  was,  wenn  wir 
den  gleiili  iiachber  /u  berückaicbtigenden  Fall,  da«s  jener 
Windiing.spunkt  von  m,  ,  <ien  wir  umkreisten,  ein  eintaeber 
ist,  ausscbliessen,  niclit  stattfinden  kann.  Es  müssen  also 
aueb  die  beiden  ersten  Logaritlimanden  der  (Jleicbung  (2'J) 
Constanten  sein,  also 

(2S)  V  =  ^      ""^^      -V  =  ^' 


oder 


7;*' 


(29)  ^  =  K, 

wo  A'  wieileruui  constant,  also  aueb  /.■,  =  +/i', ,  und  somit 

entweder     log  v.  =  lo«»;  r,  +  loy;  a, 
^  oder  log  t\  =  —  log  i\  -\-  log  a. , 

worin  (ii  und  r/_,  eoustant  sind.  Es  gebt  daber  das  zweite 
Integral  (18)  nacb  (25)  und  (30)  in 

(ol)  iji  =  U  -|-  <Vj  log  y,  -h  lt..  log  V., 

und   die  DilVerenz  /wiscben   (17)  und  (.'»1)  naeli   (lli)  in 

(32)  («,  -I-  «,)  log  r,  +  («,  +  «,)  log  r,  =  w 

über,  SO  dass  sieb,  da  zwiseben  log  r,  und  log  i^  keine  lineare 
algebraisebe  Beziebung  besteben  durlte,  «,  =-f-«,,  "s  =  -l-t«8 
ergiebt;  sebliessen  wir  nun  wiedeiuui  den  Fall  aus,  dass  sieb 
in  dem  betrachteten  Verzweigungspunkte  von  u^  nur  zwei 
Zweige    mit  den    entgegengesetzten   NVerlben    vereinigen,    so 


310  •  Viertcö  Kapitel. 

folgt,  dass,  wenn  mau  x  um  einen  Windungspuukt  von 
u^^  einen  solchen  geschlosseneu  Umlauf  beschreiben  lässt, 
dass  die  Coefficienten  der  Differentialgleichungen  ilire  Aus- 
gangswerthe  wieder  annehmen,  nothweudig,  wenn  jener  Win- 
dungspuukt nicht  ein  einfacher  mit  entgegengesetzten  Werthen 
der  beiden  Zweige  ist,  der  dritte  Logarithmand  der  Gleichung 
(22)  variabel  sein  muss. 

Nur  dann  war  also  der  eben  gemachte  Schluss  ungültig, 
wenn  die  Function  Mj  entweder  gar  keine  Verzweigungs- 
punkte  hätte,  d.  h.  rational  durch  x  und  die  Coefficienteu 
der  Differentialgleichungen  Aaß  ausdrückbar  wäre,  oder  nur 
einfache  Windungspunkte,  in  welchen  sich  entgegengesetzte 
Werthe  der  Function  vereinigen;  dann  wäre  aber,  wie  un- 
mittelbar zu  sehen,  Ui^  eine  eindeutige  Function  von  x  und 
Äa(i   oder 

(33)  u^^  =  m(x,  Äaß), 

worin  a  eiue  rationale  Function  bedeutet;  durch  ganz  analoge 
Schlüsse  bestimmt  sich  die  Grosse  y^  in  gleich  nachher  an- 
zugebender Form. 

Ist  aber  nun  der  dritte  Logarithmand  der  Gleichung  (22) 
variabel,  so  behaupten  wir,  dass  es  auch  der  erste  Loga- 
rithmand sein  muss.  Denn  wäre  dieser  coustant,  so  ergäbe 
sich  aus  (22)  wieder  die  gauzzahlige  Beziehung 

(34)  ^^Ui -{- (i^u.  =  0 , 

welche  von  vornherein  ausgeschlossen  war,  und  es  liefert 
daher  die  Gleichung  (22)  die  Beziehung 

(35)  liü^  —  l^K^  —  Zg'Wa  =  0, 

worin  wir  l^,  also  in  Folge  der  eben  gemachten  Bemerkung 
auch  ?j  von  Null  verschieden  annehmen  dürfen.  Stellt  man 
(20)  mit  (35)  zusammen,  so  ergiebt  sich 

(36)  Ml  =  (),  M,  -f  ^.«2,        ü.^  =  ö,«,  +  a.yn^, 

worin  (>, ,  q.^,  <?, ,  0.^  rationale  Zahlen  bedeuten. 

Ijassen  wir  nun  die  Variable  x  noch  einmal  denselben 
Umlauf  machen,  so  werden  sieb  die  den  Gleichungen  (oG) 
entsprechenden  Beziehungen  ergeben 
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(37)  iii  ■■=  ()\i(i  -f  o-",.,      H-i  =  <^i  "i  +  (J'^it- 
uiul  Ulis  (3('))  iiiul  (37) 

(38)  «,  =  »iii<i  4-  ^"i"i,     "•.'  =  '^'^"j  +  m.j(.., 

worin  ;//, ,  ml,  ni.^,  ih[>  rutiuiuile  Ziililt-ii  bedeuten;  es  hat 
tjoiuit  //,  —  1111(1  diisselbe  kidineii  wir  von  ?r,  aus.sii;j;t'ii  — 
die  Ei'a'ii.sclrart,  dass  in  der  dasselbe  dcliiiireiiden,  mit  Ad- 
jungiriing  von  ./;,  A^t^i  irreductibelu  CJleieliuiig  in  jedem  ihrer 
mehr  als  eint'acheii  Wiiidiiugs[>iiiikte  je  drei  Liisuiigen,  welche 
auf  einander  folgende  Elemente  jo  eines  Uytlus  sind,  zu  ein- 
ander in  homogener  linearer  Relation  mit  rationalen  Coet'H- 
cieuten  stehen. 

Nachdem  nun  die  Beschallenheit  der  Functionen  «,  und 
«.,  festgestellt  worden,  sollen  jetzt  die  Eigenschaften  der 
Logarithmandeu  v^  und  v.^  ermittelt  werden.     Denken  wir  uns 


in  dem  Integralausdrucke 


(3U)  n^=u-\-  u,  log  i\  +  H.,  log  V., 

die  Functionen  «,  Vy ,  v.^  als  Lösungen  von  mit  Adjungirung 
von  X,  Aui,  «1  und  n.,  irreductibelu  Gleichungen  und  bilden 
eine  algebraische  Function  t,  durch  welche  sich  u,  i\ ,  i\ 
rational  ausdrücken  lassen  und  welche  selbst  die  Lösung 
einer  mit  Adjungirung  von  x,  Äa^i,  »i ,  n.,  irreductibelu  Glei- 
chung ist;  dann  werden,  wenn  die  ^Gleichuug  nicht  linear 
ist,  offenbar  zwei  der  Lösungen  dieser  Gleichung  die  hitegrale 
liefern  >/,   und 

(40)  ,/_,  =  H  -f  H^  log  i\  -f  H.,  log  V., , 

woraus  wieder  der  oben  für  das  reducirte  System  gemachten 
Annahme  zufolge 

(41)  ii  —  H  -\-  »,  log  -'   -|-  </._,  log  -'-  =  IV 

sich  ergiebt,  worin  iv  eine  algebraische  Function   bedeutet. 

Aus  der  Gleichung  (41)  folgt  aber  nach   wiederholt  an- 
gestellten Betrachtungen,  dass  entweder    '    und        Constanten 

sein  müssen,  oder  dass  zwischen  /<,  uml  u.j  eine  homogene 
lineare    Gleichung     mit    ganzzahligen    Goefticienten    bestehe; 
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nun  war  aber  diese  letzte  Annahme  von  vornherein  aus- 
zuschliessen,   und   die  erstere  Annahme   führt  nach  früheren 

Auseinaudersetzunufen,  da  die  constauten  Verhältnisse     '  ,  — 

der  Eigenschaften  irreductibler  Gleichungen  gemäss  Einheits- 
wurzeln sein  müssen,  auf  die  Beschaffenheit  der  ü-Glei- 
chungen,  nur  ganze  Potenzen  einer  ganzzahligen  Potenz  v^' 
zu  enthalten,  wenn  jene  Eiuheitswurzel  eine  /u.**  war;  setzt 
man  daher 

(42)  V=  ^1,     v,^'^=V,, 
so  wird  das  Integral  in 

(43)  n^  =  «  +  "^  log  V,  +  ^^  log  V, 

übergehen,  worin  Fj  und  V.2  durch  mit  Adjuugirung  von  x, 
■Auji,  «1,  u^  irreductible  Gleichungen  und  zwar  von  niederein 
Grade  definirt  sind,  als  es  Vj  resp.  V2  waren.  Legt  man  nun- 
mehr die  Form  des  Integrales  (43)  zu  Grunde  und  verfährt 
mit  diesem  gerade  so,  wie  mit  dem  vorgelegten,  so  kann 
man  durch  Fortsetzung  dieser  Operation  das  Integral  auf 
die  Form  reduciren 

(44)  ^i  =  H  +  ^^logir,  +  ^log  W,, 

worin  M^,  M^  ganze  Zahlen,  und  W^ ,  IF,  Auflösungen 
zweier  linearer  Gleichungen,  also  rational  durch  x,  Au^,  ii^ , 
u.^  ausdrückbar  sind. 

Fassen  wir  nun  die  im  Laufe  dieser  Untersuchuntj  se- 
fundenen  Resultate  zusammen,  so  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Wenn  das  lineare  nicht  homogc^ie  Ditf'cradiahjlciclmng- 
aydcm  (1)  ein  aus  x  und  zwei  Loijarithuoi  algcbraiscJier 
Functionen  linear  zusammemjesctztcs ,  mit  uhjehraischcn  Coeffi- 
cienten  versehenes  Inteyralelcmmt  besitzt,  und  das  zugehörige 
reducirte  System  besitzt  Jcein  ähnlich  gcstaltcics,  ans  doiselbcn 
Logarithmen  und  den  Logarithmen  anderer  algebraischer  Ztveige 
linear  zusammengtsetztes  Integral,  so  a erden  in  der  Integralfvrm 

n\=  «  -\-  "i  log  L\  +  n.,  log  v.^ 
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mtweder  ^^^,  it..,  i\^  v.^  sämmtüch  rationale  Functionen 
der  Cuef'/ieiadeii  A„,i   des  Diffcrentialyleieltuntjsystenis  sein, 

oder  es  sind  ll^  und  i\  rationale  l''an(  ttoncn  der  Coe/fi- 
eienfen,  icährend  »._,  und  <.,  irrednetiheln  'juadraliselten  Glei- 
r/tiin;/rn   ro)i  der   Form 

(45)     tij  =  co.,{x,  Aa^i) ,     vJ  —  2Sl.^(x,  Aa^i)v.j  -^  c  =  0 

'jcnüycn,  worin  c  eine  Comtante  und  ca.,  il.  rationale  Func- 
tionen con  der  Art  bedeuten,  dass 

(4b)  .,    —  -,- —  =  i*  {x,  Aa^i) , 

ytO,{x,  Aa[i) 

worin  F  eine  rationale  Function  vorstellt , 

oder  emilich  —  und  dies  ist  der  allgemeine  Fall,  in  welchem 
auch  die  früheren  eidJadten  sind  —  es  (jenü(jen  n^ ,  «._,  mit  Ad- 
junfjiruntj  von  x  und  Aai  irreduetibeln  algebraischen  Ulewhunyen 
von  der  Art,  daas  um  jeden  Verzwciyumjspunht  derselben  zwisclwn 
drei  Elementen  eines  Cyclus  ein  homoyener  linearer  Zusammenhang 

(47)  c^u^  -\-  C^u.,  -\-  C3«3  =  0 

besteht,  in  welchem  Cj ,  c^,  c^  ganze  Zahlen  bedeuten,  während 
v^  und  v.^  sich  mit  Hülfe  der  Cocffieienten  des  Differential- 
gleichungsgstems  rational  durch  »j  und  u.^ ,  welche  bekanntlich 
in  allen  Fällen  ahjebraisclie  Integrale  des  reducirten  Difjeren- 
tialglewliungsijstems  sind,  ausdrüehen  Uisscn. 

Wie  aus  der  Form  des  Beweises  bervurgelit,  ist  der 
Satz  uimiittelbar  auf  eine  beliebige  Auzabl  liuear  in  das 
luteijral  eintretender  Lü^arithuieu  übertrat'bar. 


VII.  leliei'  dicliiteiriatioiismctliodeii  iluirli  licstiimnle  liiti':rrale 

liii-  lineare   lHllVi'eiitial^l»'i(liiini;s\  sieme  mit   varialielii 

Coel'ticieiitt'ii. 

IJevor  wir  zu  der  wiehtigsten,  ;^leiebin;issi;4  aut  alle 
I)itt"erential«];leicliun«^sy  steine  anwendbaren  Integral  ionsnietbode 
mit  llülte  unendlieber  lieiben  üln-rgelien,  wollen  wir  noch 
eine  liäutii:  veiwertbete  Inteirratiunsmethode  durch  bestimmte 
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Integrale    au    zwei    umf'asseudereu    liueareu    Differeutialglei- 
chuugsystemeii  eutwickeln. 

1.   Sei  das  lineare  liouiogeue  Diö'ereutialgleichuugsy stein 


vorgelegt 


(1) 


dx 


=  An-nyy  +  A„-i^>y..  + f-  Au-upn 


dy 


in  welchem  die  Grössen  Aaß,  a,  h,  üy ,  h^ ,  .  .  .  «„,  &„  Con- 
stanteu  bedeuten,  so  versuche  man  dasselbe  durch  das  lute- 
gralsystem  zu  befriedigen 


(2) 


^1 


worm 


(3) 


«2  «2 

=  /  e"^  Ui  Vdu,    y.j,=  i  e"^'  f^  ^<^w ,  .  . 


f^i  =  «10  +  «11«  +  «12^^'^  +  ■    •  +  ai«-iH"-^ 

^2  =   «20  +    «21 '*   +    «22«"   +   •  •  •   +    «2«-!«""^ 


Un  =  a«o  +  a«iH  +  a«2«'^  +  •  •  •  +  «««-i?t"~S 


'■10  j  ^n  } 


Unn—i ,  «1  ,  u-i  ZU  bestimmende  Constanten  sind 
und  V  eine  passend  zu  wählende  Function  von  u  bedeutet. 
Setzt  mau  diese  Werthe  zur  Bestimmung  der  angegebenen 
Grössen  zunächst  in  die  n  —  1  ersten  Ditferentialgleicliungeu 
des  Systemcs  (1)  ein,  so  ergeben  sich  die  zu  belriedigeuden 
Gleichungen  in  der  Form 


ß 
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M[ßf,„  -|-  c<^^u  +  -(-  «lu-in"-^] 

—  -In  \«iu  +  «11  "  +  •     •  +  «i«-i«"-'J  —  ■  •  • 


—  .4„_,,[«,„  +  «,,»+•■  +  «i„_i  ?<"-']  —  •  •  • 

uml  diesen  n —  1  (ileicliuiigcii  kann  iladurcb  ;.^eniigt  wertlen,  ilii.ss 
mau  unter  den  einzelnen  Quadraturen  die  »ganzen  Functionen 
»**"*  (jlrades  vun  ii,  welche  die  Multiplicatoren  von  e"'  V  bilden, 
identisch  verschwinden  liisst;  man  sieht  sogleich,  dass  jede 
der  CJleichungen  (4)  als  Coefficienteu  der  einzelneu  et-Potenzen, 
welche  gleich  Null  gemacht  werden  sollen,  n  -{-  l  in  den 
«-(.irössen  lineare  homogene  Gleichungen  liefert,  somit  im 
(lanzen  (n  -\-  1)  (;i  —  1)  =  «^  —  1  solcher  Gleichungen  in 
den  )r  Grössen  «;^,  und  dass  somit  his  auf  einen  gemeinsamen 
nnhestimmten  Factor  die  G-rössen  ax^,,  also  auch 

hieraus  bestimmt  sind. 

Wenn  diese  nun  die  bezeichneten  Werthe  haben,  so 
handelt  es  sich  nur  noch  darum,  n^ ,  «2  '^^^  Constanten  und 
V  als  Function  von  n  derart  zu  bestimmen,  dass  der  letzten 
Gleichung  (1)  Genüge  geschieht.  Setzt  man  nun  die  Werthe 
{"S)  in  diese  Gleichung  ein,  so  folgt 

(5)     l\a-\-bx)ne"'  U„  Vdu^Ä,n  l\u,-\-b^x)c"'U,Vdu-\--- 
"1  »i 

+  A„„  ({a,,  +  Kx)C"'  Un  Vdu 

(0)  /^""'+     "'i')''"-»''/"^^». 


od 
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\auUn  —  An].  «1  ?/,  —  A„2 «2  U ■> Ann «„  Un  =   W^ 

\bu  lJn  —  A,a  h  Ui  —  A„^i\  U., A„nh„  Un  =  W^ 

gesetzt  wird,  uud  worin    ^V^^  und    Wi  bekannte  ganze  Func- 
tionen ii}'^'^  Grades  von  u  sind. 
Da  aber 


au 


(8)      I  xc"\W,Vdu  =  [e"-^.W^V]2  —je" 
ist,  so  ergiebt  sich  aus  (6) 

"•2 

und  diese  Gleichung  wird  mau  in  folgender  Weise  erfüllen 
können.  Wir  bestimmen  zunächst  die  unbekannte  Function 
V  von  U  durch  die  Gleichung; 


(10) 

"                 du 

oder 

(11) 
woran 

s  sich 

c        J»^'" 

(12) 

ergiebt,  worin  c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet.  Setst 
man  mm  den  so  ermittdten  Wcrth  von  V  in  die  echifje  Klammer 
der  Gleichung  (9)  ein,  so  hat  man  nur,  um  diese  Gleichung 
identisch  zu  erfüllen ,  iiy  und  u.^  als  numerisclic  Werthe  so  zu 
bestimmen,  dass  für  dieselben  der  Gleichung 

UX-\-  l  -rp"    d  U, 

(13)  e      -^     '      =  0 

Genüge  geschieht;  gelingt  dies,  so  ist  nach  (2)  ein  particulärcs 
Tntegralsystem  gefunden. 

2.  Eine  zweite  häufig  zum  Resultat  führende  Methode 
mag  an  dem   l'ol^ciulen   Falle  erläutert  werden. 

Sei  das   Diil'erentialgleicluingsystem  gegeben 


;/i  — 1  ~ 
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uiitl   worcl(^  dieses  vor<^liclu'ii   mit  dem  Systeme 

'^  ^  '^^  dx  ~  ^■''    dx  ~^-''     '"  dx  ~  ~ "+' '        dx     ~^ 

so  wird  behauptet,  dass  man  aus  einem  Integrale  des  zweiten 

Systems  stets  ein  Integral  des  ersten  herleiten  kann.    I)('iui  sei 

(Iß)  2i  =  ip{x) 

ein  Integralelemeut  von  (IT)),  so  erweitere  man,  ind»Mn   man 

x"'y,  =  //„+,  ,    also  '-^^  =  mx"'-'y,  +  .r"'  |[^' 

=  mx"'~^7ji  -{-  x"'ii., 
setzt,  das  System  «*'''  Klasse  (14)  zu  dem  folgenden  n-{-V'' 
Klasse: 

^^')  dx=y^^  dx=y-^^  ■■■-d^  =  y"'  ,7¥  =  ?^"+" 

— r-^  =  mir'""*//,  +  .r'"//', , 
und   CS  wird   behauptet,  dass 

A 

„m+n 

(18)  ?/,  =     /«'"-'r     "''^"  il){nx)(lH 


'"  ^7' 


rill    iiiti'grab'ienicut  von   (17)  ist.    Es  folgt  iiänilieb   aus  (17) 


.„^/ 


III  -f- "    , 
11'"  c  %}  (,"•') '/" 


00 


/«  „'"  +  '• 
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und   diese  Wertlie,   in   die  letzte    der  Gleichungen    (17)   ein- 
sesetzt,  liefern  als  zu  befriedigende  Gleichung 


9)     /  ^,m+«, 


j,m+n 


«■'"+« 


(19)  /  u"'+"c     '"  "  'ilj^"+^^Hx)dn  =  I  mx"'-'^uP'-'^e     '"   "  4'{nx)  (hi 


00 


0 


.  ni-\-n 

-\-  I  x^n'^e  i})  [11 X)  ein. 


Da  aber  vermöge  (15)  und  (16) 

(20)  ^("+^)  {x)  =  x'"-'^  t  (^) , 
also  auch 

(2 1 )  i/;f"+i)  (u  x)  =  M'"-^  x'"-'^  t  {n  x) 

ist,  so  geht  (19)  in 

CC  CO 


„m+n 


+  /  xu"'c  ip  {nx)  (hl 


über,  und  ist  somit,  weil  vermöge  partieller  Integration 


/ 


„m+n 


7ii-\-n 

11'" c  .  xil^  {iix)  (hl 


„m+n 
J("'C  ^  C''.i')Ju 


m"'+'' 


~  /  4'{ux)-^ ,         -^      (In 


(In 


oder 


VII.    Intppration  (Uirch  bestininite   liitcL,'i;ili'.  ^,\',) 

CO  X 

rn-\->i  //         \  /  ni-f-" 

ri"'c  X ^  {i(X)  (In  =  —  m  I  ?<"'-*  c         ^(?/a;)  r/?( 


CO 


wird,  identisch  befriedi<:ft.  War  nun  i'ix)  das  allgemeine 
Iiite<i;ralclonient  ,?,  des  Dillbrciitialuleicluing.systeiues  (IT)), 
besitzt  dieses  also  n  -\-  \  willkürliche  Constanten,  so  wird 
auch  der  Ausdruck  (18)  n  -j-  1  willkürliche  Constanten  ent- 
halten und  somit  ein  allgemeines  Integralelement  des  Diffe- 
rentialgleichungsystems (17)  sein.  Da  aber  aus  der  letzten 
Gleichung  (17) 

— -Hl-  =  7)1  x"'-^  IL  4-  o;'"  -^  =     ^ ,  •^'  , 
dx  -''    '  dx  dx      ' 

also 

(22)  ?/„+i  =  x-ij,  +  c 

folgt,  so  wird  das  System  (17)  auch  ersetzt  werden  könnt'u 
durch 

und  man  sieht  somit,  dass  der  oben  in  (18)  gefundene  Werth 
von  ?/,  auch  ein  Integralelement  unseres  vorgelegten  Difife- 
rentialgleiehungsy.stems  (14)  ist,  wenn  nur  die  n  -\-  \  in  ihm 
vorkommenden  willkürlichen  Constanten  der  l^edingung  unter- 
worfen werden,  dass 


OD 


?^<"'(j<a;)  du 


f(irr  =  t>  verschwindt't ,  da   dann   die   letzte  der   (ileithiingeii 
{■2\\)  in 

dx  •  ' 
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d.    li.    in     die     letzte     der    Gleichungen     des    Systems    (14) 

übergeht. 

Wir  erhalten  somit  das  folgende  Resultat: 

Kennt  man  von  dem  Systeme  von  Diffcrentialgldchungen 

dz^  dz„ 

"  '  d^  ^  ^'"+^ ' 


d  2j  dZi, 

dx  ^ '     dx 


-n+l 


dx 


=  T' 


ein  allgemeines  Integralelement  mit  n-\-\  ivillh'irlichen Constanten 

^1  =  t{^,   Cj,   c.^,    ...  C„+i), 

so  erhält  man  das  allgemeine  Integralelement  y^   des  Differcn- 
tialgleicJmngsystems 


dyi 
dx 


=  ?/2 


dx 


=  th , 


dx 


=  yn; 


dx 


=  x'"y. 


durch  den  Ansdrueh 


f(;ux,  c, ,  c^,  .  .  .c„+i)  du, 


wenn    die    Constanten    c^,  Cg ,  ...  ^n+i    der   Bedingung    unter - 
ivorfen  iverden,  dass 


ß 


M"'+»-i  (t  ipW (yf ,r,  (\,c.,,... Ca +i)  dn 

I 


=  0 


ist. 


VIII.    Wi'Awv  die  Mcihoden  der  Iiite^'atioii  beIieMi;«'r 
DiUVreiitial^leicliiiii^systcme  durch  inieiidlichc  Kciheii. 

1.  Den  Gegenstand  dieses  letzten  Abschnittes  des  vor- 
licgcndon  Kapitels  soll  eine  Integrationsmethodc  bilden,  welche 
von  allen  spociellen  Eigenschaften  der  vorgelegten  DiiVeren- 
tialgleichungen  absehend  gleichmässig  auf  beliebige  Diffe- 
rentialgleichungsysteme anwendbar  ist  und  mit  Nothwendig- 
keit  auf  die  Untersuchungen  der  folgenden  I\a])ilel  hinweist, 
welche   erst   die  Mittel    liefern   werden,    um    die    hier  nur  an 
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bestimmten  Füllen  erläuterte  und  durch «iieführte  Methode  zu 
einer  allj^onieineu  uinzii<^ostaUeM  uiul  somit  das  J'roldeui  der 
Integration  beliebiger  DiUerentialglcichung.sy.stenie  in  dem  an- 
gegebenen Sinne  zu  losen. 

Im  dritten  Abschnitte  des  ersten  Kapitels  war  gezeigt 
worden,  dass  ein  Difl'ereutialgleichungsystem  beliebiger  Klasse 
in  der  Umgebung  eines  nicht  singulären  J'uuktes  ^  Kiemente 
eines  simult;uu'n  Integralsystems  besitzt,  welche  sich  in  Form 
convergenter,  nach  positiven,  steigenden,  ganzen  Potenzen 
von  X  —  I  fortschreiteiulcr  K.eihen  darstellen  lassen;  setzt 
man  somit  diese  Reihen  mit  unbestimmten  Coefficientcn  an, 
führt  dieselben  in  die  Differentialj'leichunf'en  ein  und  be- 
stimmt  diese  Coefficientcn  durch  Gleichsetzen  der  Coefficieuten 
gleich  hober  Potenzen  von  x  —  ^  in  den  so  entstehenden 
Gleichungen,  so  werden  die  Integrale  gefunden  sein,  indem 
man  entweder  das  Bildungsgesetz  der  Coefficientcn  aus  diesen 
liestimmungsgleichungen  zu  entnehmen  im  Stande  ist,  oder 
die  Coefficientcn  der  Reihe  so  weit  berechnet,  als  man  die- 
selben zur  annäherungsweisen  Darstellung  der  Integrale  des 
Differentialgleicbungsystems  braucht  —  in  allen  Fällen,  und 
das  ist  wesentlich,  braucht  man  die  Convergeuz  der  so  ent- 
stehenden Reihen  nach  dem  oben  erwähnten  Satze  von  der 
Existenz  der  Integrale  um  nicht  singulare  Punkte  herum 
nicht  weiter  zu  untersuchen.  Handelt  es  sich  jedoch  um 
singulare  Punkte  der  unabhängigen  Variabelu,  dann  werden 
erst  die  folgenden  Kapitel  über  die  Natur  der  Integrale  in 
deren  Umgebung  Aufschluss  geben,  und  dann  auch  bei  der 
Anwendung  •  der  Methode  durch  Reihen,  deren  Form  dort 
näher  bestimmt  werden  wird,  die  Convergenzuntersuchuugen 
unuTtthig  machen;  für  die  Untersuchungen  des  vorliegemlen 
Abschnittes  jedoch  muss  der  Sinn  der  Reihen,  welche  die 
Integrale  der  Diflerentialgleichuugeu  um  singulare  Punkte 
herum  formal  darstellen,  erst  noch  näher  geprüft  werden. 

2.  Wir  wollen,  um  das  Wesen  dieser  Metliode  deutlich 
zu  machen,  auf  die  für  gewisse  specielle  Annahmen  schon 
oben  iutegrirte  liiccati' sehe  DilFerentialgleichung 

(1)  5^  +  ^^'  =  ^^"' 

Koon  iggbü  rgor,  hclirbucli.  *21 
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zurückkommeu  und  die  allgemeineu  Integrale  derselben  fest- 
zustellen suchen,  können  jedoch  statt  dieser  gleich  eine  etwas 
allgemeinere  Differentialgleichung  zu  Grunde  legen,  die  wir 
noch  später  brauchen  werden. 

Zunächst  mag  allgemein  bemerkt  werden,  dass  jede 
Differentialgleichung  der  Form 

(^)  li  +  ^^(^)  +  9^('^)^  +  ^^•^')^'  =  ^ 

durch  die  Substitution 

^^  ^        ip{x)      dx     ' 

wie  unmittelbar  zu  sehen,  auf  die  homogene  lineare  Diffe- 
rentialgleichung 

überführbar  ist*),  und  dass  somit  die  Biccati'sche  Differen- 
tialgleichung durch  die  Substitution 

*)  Es  soll  an  dieser  Stelle  noch  liervorgeliol)en  werden,  dass  aus 
(3),  wenn  u^  und  «^  zwei  Fundamentalintcgrale  von  (4)  bedeuten,  die 
entsprechenden  Integrale  i/j  und  y,^  von  (2)  durch  die  Gleichungen 
bestimmt  sind 

dUi  du.2 

1      dx  1       dx 

'^''^  y^  ^  n>{x)  1^ '    '-^-'^  ^ipixj  ~^ ' 

und  dass  das  allgemeine  Integral  gegeben  ist  durch 

diL     ,        duo  du,     ,       du„ 

1        ^    dx  '^    dx    ^_      1       dx  dx 

^'  "^       i\)(x)      c^u^  -f  Cot/a  i/i^i)      ?<,  +  cn.,      ' 

worin  Cj  ,  c«  ,  c  willkürliche  Constanten  bedeuten.  Wühlt  mau  nun 
noch  einen  bestimmten  Werth  c^  für  c  und  bezeichnet  das  ent- 
sprechende Integral  mit  y., ,  so  folgt  aus  ((J) 

(ZMj  du., 

^     _     1      'd^J^J^ 

^'^'  •^■'  Ip  '{X)         t/i    -f  C.,  M«       ' 

und  aus  (y)  und  {ß)  mit  Benutzung  von  (a) 

(,y)  .,,  ^  ^:'  yi  ^y-i  ~  ?^»^  +  ^  y--  ^y^  —  ?/•). 

c,,(?/.,  —  2/3) -f  c(2/.,  —  2/,)       ' 

CS  ist  somit  das  allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung  (2)  eine 
rationale  gebrochene  Function  ziveiten  Grades  ?'0»^  drei  particulären 
Integralen  und  einer  irilll-iirlichcii  Constanten. 


^'lll.     liilr;,'r;itii>n   durt  li    mirmilulir    leihen, 

in 

(G)  'f'"  =ahx"'7( 

Iranslniinirl    \vir«l:   scf/.t    iiuiii   iiofli   liit'rin 


'"+1       "'  +  1 


CO 

X 

= 

= 

so  geht 

CO 

in 

(8) 

d-u 

+ 

m 

2 

Yah 


1  du  ,. 

; ?<    =   0 

;:   dz 

über,  und  diese  Avird  oflenbar  iiite<j;rirt  sein,  wenn  wir  das 
Problem   der  Integration  für  die  DilTercniialgbMc  Innig 

(^)  ^:^  +  .r   .?.r  +  ''?^  =  " 

beluuidebi  ki'tnnen,  die  wir  der  folgenden  Untersuchung  zu 
Grunde  legen. 

])a  nach  den  oben  gcgebeuen  Kriterien  oÜ'eubar  nur  der 
Punkt  X  =  0  ein  singulärer  Punkt  sein  kann,  so  wird  um 
jeden  anderen  Punkt  ^  herum,  für  jede  beliebige  Feststellung 

der    endlichen    Wertlie    )j   und    >y,    von   y   und    ,'~    in    diesem 

Punkte,  1/  sich  nach  positiven,  steigenden  ganzen  Potenzen 
von  X  —  ^  entwickeln  lassen,  und  die  Coefficienten  dieser 
jrf/v//o;'schen  Entwicklung  würden  durch  successive  Differen- 
tiation der  •Lileichung  (9)  ermittelt  werden  können.  AVollen 
wir  jedoch  die  um  .r  =  0  herum  gültigen  Integrale  ermitteln, 
so  müssen  wir,  da  wir  die  Art  der  Singularitäten  erst  später 
feststellen  werden,  zunächst  eine  hypothetisch  angenommene 
Reihe  für  das  Integral  aufstellen,  der  Ditterentialgleiehung 
mit  dieser  formal  zu  genügen  suchen  und  dann  die  (uiltig- 
keit  dieser  Iveihe  prüfen.     Sei  also 

(10)  //  =  A,,r'  -f  yl,.i'H  '  -f  A,x"+-'  -\ , 

worin  «  sowie  die  Cdellicienten  noch  unbc.siinnnt  sind,  so 
ergiebt  sich 

•21* 
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^  =  aA,,x"-'  +  («  +  l)A,x"  +  (a  +  2)  A,x''+'  +  •  •  • 

g_  «(«  _  l)J^a«->  +  («  +  \)aA,x''-' 

+  (a  +  2)(«+l)J,:.-  +  ..., 

so  dass  flurcli  Einsetzen  in  die  Differentialgleichung  identisch 
für  alle  x  die  Beziehung  zu  befriedigen  ist 

[f^  («  —  1)  /l,,  +  «?»^J.««-2+  I  (a  +  l)c(A,  +  m(a  +  l)^i]x«-i 

+  f  («  +  2)  («  +  1)  ^,  +  m  («  +  2j  yl,  +  n  A,]  x" 

+  [(«  +  3j  («  +  2)^3  +  ^»(«  +  3)  A,  +  ?^^i]a;«+^  +  •  •  •  =0; 

setzt    man    die   Coefficienten    der   einzelnen   Potenzen    von   x 
gleich  Null,  so  erhält  man  die  Bestimmungsgleichungen 

(11)  aici—V)AQ-\-umA^^  =  0  oder  AQtt{a—\-^in)  =  0 

(12)  {a-\-\)aA,-{-m{a-\-l)A^  =  0  oi[cY  A,{a+l){a-\-m)  =  0 

(13)  {u-\-l;){a^U-l)A,  +  in{a-\-lc)A,-\-nAj^-.  =  0  fürÄ->l. 

Aus    der   Gleichung   (11)    folgt,    da   A^^    von   Null    ver- 
schieden angenommen  werden  darf, 

(14)  a  =  (}     oder     a  =  1  —  m. 
Nehmen  wir 

I.    «  =  0, 
so  wird,  wie  mau  unmittelbar  aus  (12)  und  (13)  erkennt, 

(15)  A,  =  A.  =  Ar,  =  ---  -=  A.,,.+i  =  0 

(-O'(l)l 

(10)       A.r        1.2...  r{vi  +  i)  (»7-1-3)  ■  •  •  {m  -\-2r—  1)      "  ' 

und  es  folgt  somit  nach  (10)  «7s  ein  Intcgralmisdrncl- 


(17)       y  =  A, 


—  X'  Hr    a;' 


1  .  (»/  -f  1 )    •"  1  .  2  .  {m  +  1)  (m  -f-  3) 


1.2.3  (in  -f  1)  (m  -j-  3)  (m  -f  5)  "■ 

man    sieht    sofort  bei    Anwendung    des    CV/?(c//?/'schcn    Krite- 
riums, dass 
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lim ---=  ;7  a;  1 1111        ,   ,  ,     I   ,N  = '' 

für  jedes  x,  die  lieilie  also  convcrgent  ist  in  iler  ;^unzeii 
^-Ebeiie  —  nur  in  dem  einen  Fülle  würde  sie  diver«^tnt, 
ivt'nn  m  eine  negative  miyemde  Zahl  ist,  weil  dann  die  Glieder 
derselben  unendlich  würden  —  scliliessen  wir  also  diesen  Fiill 
aus,  so  wäre,  wenn  die  obige  unendliche  Reihe  mit  fp{x)  be- 
zeichnet wird,  ein  particuläres  Integral  in  der  Form 

(18)  V  =  t(-^) 

gefunden. 
Sei 
11.    (i  =  \  —  in , 

so  folgt  aus  den  Cileichungen  il2)  und   (13) 
(11))  A,  --=  A,  =  A,  =  ...  =  .1,,+!  =  0 

(20)    A ■>,.         j  ^  2  :. ;,."(_  m  -f  3)  (-  m  -f  5) .  .  .  (—  m  +  2  r -f  1 )  "'^« ' 
und  somit  nach  (10)  der  Integralausäruclc 

1(— m-f  3)  "'     1  .2.(- wi  +  3)(— m-1-5) 


(21)    u=A^,x-" 


(I) 


3 

,7 


1.2.3(— m-f  3)(— »i  +  6)(-m+7) 

und  diese  Reihe  wäre  wieder,  wie  mau  durch  Anwendung 
des  Crt»c/i?/'scheu  Kriteriums  sieht,  in  der  ganzen  a;-Ebene 
convergeut,  ausser  ivenn  m  eine  positive  ungerade  Zaid  ist, 
so  dass,  wenn  wir  diesen  Fall  ausnehmen  und  die  obige 
Reihe  mit  ^'(x)  bezeichnen, 

(22)  y  =  4ix) 

ein  zweites  i)articuläres  Integral  wäre,  das  nur,  inini  »i  =  1 
ist,  mit  dem  ersten  partienUircn  Integrale  g>(x)  zusannncnfallen 
würde. 

Von  dem   Falle  also   ahgcsehen,    in  iveU/teiu  ni    iihcriumpt 
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eine  nmjeraäc  Zahl  ist,  haben  wir  das  allgemeine  Integral  der 
Differmtialgleiehung  (9)  in  der  Form  gefunden 

(23)  ^  =  Ci9o(a;) +  C2^(^), 

ivorin  c^  und  c.^  tvillJcürliche  Constanten  hedeiden. 

Ist  jedoch  m  eine  ungerade  Zahl,  und  sicar  eine  positive 
—  ist  sie  eine  negative,  so  sind  in  der  folgenden  Deductiou 
nur  (p{x)  mit  ^(a;)  zu  vertauschen  —  so  würde  jedenfalls 
das  particuläre  Integral 

bekannt  sein,  und  wir  wollen  nun  mit  Hülfe  einer  für  alle 
linearen  homogenen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

(24)  0  +  AW  i  +  f,{^)<J  =  0 

gültigen  Bemerkung  ein  zweites  Fundamentalintegral  der 
Differentialgleichung  (9)  herleiten;  da  nümlicb,  wenn  y^  und 
y.^  zwei  Fundamentalintegrale  der  Differentialgleichung  (24) 
bezeichnen,  nach  früheren  Formeln 


oder 


^1    y-2 

Vi         P2 


=  ce"-^-^'^""^''"* 


y^   dx   ~  ^^ 


ist,  worin  c  eine  von  Null   verschiedene  Constante  bedeutet, 
so  folu't 


(25)  y. 


f*        dx 

und  somit  in  unserem  Falle,  da 

,.  /   \         m       1  fj\(.t)iix  ,,, 

/j(a;)  =  -    also    e-^^'         =  x'" 

ist,  das  ziveite  particidäre  Integral  iu  der  Form 

y.,  =  C(p{x)  /,/'■..,, 
wenn  (J  eine   willkürliche  Constante  bedeutet,  so  dass 


m 
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y  =  C\cp(x)-^a<p{x)  I       '^'' 


wenn  m  eine  positirc  timji.rade  Ziüd  bedeutet,  das  allfjcntctuc  Ju- 
hyrtd  der  voiyelrr/loi  Dilj'erodiahjlciehun'j  liefert. 

Wollte  iiuui  das  für  deu  Fall  eines  ungeraden  positiven 
ni  gefundene  zweite  particuläre  Integral 


(^7)  y,  = 


um  den  Nullpunkt   herum   in  eine  Reihe   entwickeln,    so  er- 
hielte man,  wenn 

(28)  m  =  2  .(i  4-  1 

gesetzt  wird, 

1  .  1 


,.2/<+l 


=  A--V'-l  -. 


1-      ^ 


(i)^ 


1  .  {m  4- 1)   '   1.2. (;«  +  l)(m  +  3) 
und  somit  durch  Integration 

und  daher  durch  Multiplicatiou  dieser  Reihe  mit  der  Reihe 
für  (p{x)  die  um  den  NuUpunld  Itcruin  (jidlujc  Entivicldun(j  des 
zu  cp  {x)  (jehörujen  Fundamentalinteyrales  in  der  Forin 


'ix- 

2 


(30)  y,  =  a.  lo-  .;.  1 1  -  --^^^^^^  +  ^ .  ,   ^,,  ^,-,(,r^s)  "  '   ) 

eine  Form  der  Entwicklung,  wie  sie  sich  später  als  eine  noth- 
wendige  in  der  Umgebung  singulärer  Punkte  darstellen  wird. 
3.  Da  im  vorigen  Abschnitte  nur  zwei  Klassen  von 
DilVerentialgleichungsy steinen  hervorgehoben  wurden,  deren 
Aulli')sungeii  sich  durch  bestimmte  Integrale  darstellen  Hessen, 
so  wollen  wir  die  verallgemeinerte  liiccati' sehn  lineare  Dille- 
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reiitialgleicliuiig  2''^''  Orclmnig  (S»)  dazu  beinitzeii^  um  zu  zeigen, 
in  welcher  Weise  mau   bei   der  Darstellung  der  Integrale  iji 
der  bezeichneten  Form  zu  verfahren  hat. 
Da  vermöge  der  Cosinus-Reihe 

cos  (a  cos  oj)  =  1  —  ^ ,  cos-  oj  +  £  cos^  co  —  •  ■  • , 
also 

n  n 

I  cos(a  cos  oj)  sin,"'~^aj  dco  =  /  sin'"  "'  co  da 

0  0 

71!  71 

—  ~  I  cos-«  sin'"-^  a  da  -j-  ^,  /  cos"*«  sin"'-i(i3  da  —  ■  ■• 

0  ü 

ist,  die  Elemente  der  Theorie  der  bestimmten  Integrale  aber 
für  |w^>  —  1 

/*  1.3.5...(-2s  — 1)        /' 

J  cos^^-  a  sin."  a  da  =  (;^^2)(fi  +  4)...(u  +  2,s-)J  «i"'"  "  '^" 

0  0 

liefern,  so  ergiebt  sich,  wenn  zugleich 

a  =  xyn 

gesetzt  wird,  durch  Substitution  der  Integral werthe  unmittelbar 
für  m>0 

co^ixyn  cos  o)  sin"'"~^  a  da 


J 


=  I  sin"'~^  a  da 

0 


n    „ 


l.(w-fl)   "'"   1.2.  (/«  +  !)(/«-]- 3) 


oder  nach  (17)  und  (18)  mit  Einführung  des  ersten  Fundamental - 
integrales  der  Differentialgleichung  (9) 

n  n 

I  cosixYn  .  cos  a)  sin"'~"^  co  da  =  9j(.'r)  /  sin"'~'  a  da  , 

0  0 

und  somit,  da  der  Factor  von  (p{x)  eine  Constante  ist, 
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rt 

i/i  =^    j  Lo.s(x[/;/  .  cus  oj)  .siu"'~'aj  (/üj 

0 

selbst  ein  Fuutlameutalintegral  der  Dill'ereutiulj^leicluin^. 

Da  sich  nun  nach  (21j  uiul  (22)  das  zugehörige  zweite 
Fuudamentalintegral   in  die  Form  setzen  hlsst 

,,_  ,_„/, t:  ^  _Jt_   _  ) 

il,(^x)  —  x  \l  1  (_„j_^3)+  1  2.(-m  +  3)(-m-f5)  ■■/' 
also  aus  (p(x)  unmittelbar  hervorgeht,  indem  mau  den  Factor 
x^~"'  absondert  und  dann  überall  —  m  -{-  2  statt  m  setzt, 
so  folgt  sogleich  für  das  zweite  Fundamentaliutegral  der 
Ausdruck 

y.^  ==  x^~"'  I  cos  (.i']/n  .  cos  co)  sin^~"  w  lUo , 

0 

wenu   —  )n  +  2  >  0  oder  m  <  2. 

Erfüllt  )n  somit  die  Ungleichheit 
0<m<2, 
und  ist  von  der  Einheit  verschieden,  da  sonst  i/.,  und  //,  zu- 
sammeufalleu,  so  können  wir  das  dem  Nullpunkt  zugehörige 
allgemeine   Integral   der  Difi'erentialgleichung   (l>)   durch   be- 
stimmte Integrale  in  der  Form  darstellen 

.7 

//  =  C'i  /  cos  {xYn  ■  cos  co)  sin"'~'  w  dco 

•   0 

-{-  Co  a;'~"'  /  cos{xyn  ■  cos  co)  sin'~"'  co  dco 

0 

oder 

Tt 

/cosixVn  ■  cos  (o)  r,,     .   .,      .,       ,    ,,     ,       i    , 
.^,_i Kl  sm-""--aj  +  (',x'-"'J  dco, 
sin"    *Q)  L  j 

0 

wenu  C'i  und  C'^  willkürliche  Constauten  bedeuten;  ausser- 
halb der  Grenzen  0  und  2  für  die  Zahl  m  ist  nur  eines  der 
Fundamentalintegrale  in  der  angegebenen  Weise  durch  diese 
bestimmten  Integrale  darstellbar.  Liegt  m  an  den  (.irenzen 
selbst,   so  wird, 
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wenn  i)i  =  0 , 
die  Ditfereutialgleichung  lauten 

d^^  +  ^^y  =  ^ 

iiiitl^  wie  man  unmittelbar  sieht,   das  allgemeine  Integral 

y  =  Ci  sin  a;|/n  +  ^4  ^o^  ^V"^ 
besitzen,  und 

wenn  m  =  2 , 

so  geht  die  Differentialgleichung 

d' y    \     ^    '^y    \  (\ 

dx'^  "'^  X  dx    '       "^ 

durch  die  Substitution 
in 

-T-,  +   »?t  =  0 

dx'    ' 

über,  ist  somit  auf  m  =  0  zurückgeführt,  und  es  lautet  daher 
ihr  allgemeines  Integral 

^  sin  xYn     .     ^   cos  xYn 

y  =  c,  —^ f-  u  — ^-  • 

4.  Es  soll  noch  eine,  in  ihren  charakteristischen  Eigen- 
schaften von  der  RiccaW sehen  wesentlich  verschiedene  und  in 
den  Anwendungen  sehr  wichtige  BiffcrentialgUicJmng,  nämlich 
die  der  lüigelfunctionen  oder  die  Leg endre' sehe  Differe)dial- 
gleichung 

(31)  (l_a,^)^-^,-2^''^  +  „(«  +  l)j/  =  0 

durch  Aufsuchung  der  unendlichen  Reihen,  welche  derselben 
genügen,  integrirt  werden. 

Da,  wie  aus  dem  Anblick  der  Differentialgleichung  un- 
mittelbar sich  ergiebt,  nur  x  =  -\-  \  und  a;  =  —  1  singulare 
Punkte  sind,  so  werden  um  jeden  Punkt  ^  herum,  diese 
beiden  Werthe  ausgenommen,  zwei  Fundamentalintegrale 
cxistiren,  die  sich  nach  j)ositivon  steigenden  ganzen  Potenzen 
von  X  —  I  entwickeln  lassen. 
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Uiu  zuerst  die  beiden  dem  Niillpuukte  zugehörij^eu  ein- 
deutigen Fundamentulintegralo  zu  entwickeln,  setze  man 

(32)  ij  =  A,..:"  4-  A,x^+^  +  A,x"-^^  4-  ■  •  • , 

woraus  sich  wieder 


dx 


aA.x"-'  +  («  -f  1)  J,x"  +  (cc  +  2)  A,x--^'  + 


'^^  =  a{a  -  1)  A^x"-'  +  («  -f  1)  aA,x^'-' 

+  («  +  2)(«+  l)A,x" -{-..• 

und    durch    Einsetzen    in    die    DiÖerentialgleichuug    die    Be- 
stimmungsgleichungen 


a(a—l)  =  0 
(34)  .1,  =  .I3  =  .  .  .  =  A,,.+,  =  0 

r^r^\  4         _  _  (n-«-2i>)(»4-«  +  2y  +  1)    , 

ergeben.  Setzt  man  nun  der  Gleichung  (33)  entsprechend 
der  Iveihe  nach  a  =  0  und  «  =  1 ,  so  erhält  man  für  die 
leiden  FundamentaliniegraU  die  nothivendig  convergenten  Beihcii- 
cntwicldungen 

iP^)  Ui  —  ^  1  .2—  *    i  1.2.3-4  ^ 

« (n  —  2)  (»  —  4)  (»  -f  1)  (n  +  3)  (/»  -f  5) 


1 •2-3-4-5-6 


X^''-\- 


('.in.   „  _,.       (»-l)(«  +  2)    3    ,    (n-l)(n-3)(n-f2)(n-f4)    5 

und  man  erkennt  durch  Anwendung  des  6'rtJ(c////'schen  Kriteriums 
sofort,  dass  der  Convergenzbereich  dieser  Reihen  der  um  den 
Nullpunkt  gelegte  Eiuheitskreis  ist;  das  allgemeine  Integral 
um  den  Viinld  x  =  0  herum  hat  somit  die  Form 

(38)  ij  =  (^,//j  +  a.,i/.,. 

Ist  n  eine  ganze  Zahl,  und  zwar  eine  positive  gerade 
oder  eine  negative  ungerade,  so  ist  //,  eine  ganze  Function 
uiul  1/.^  eine  unendliche  Reihe;  ist  dagegen  //  eine  negative 
gerade  oder  jiositive  ungerade  Zahl,  su  wird  ?/,  eine  unend- 
liche   Rotenzreihe    uiul    g.^    eine    ganze     Function    darstellen, 
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und  es  ist  selbstverständlich,  dass  der  Ausdruck  l'ür  das 
particuläre  Integral,  welches  sich  als  ganze  Function  um 
den  Nullpunkt  darstellt,  ein  in  der  ganzen  Ebene  gültiger 
bleibt;  man  bezeichnet  für  positive  ganszaldigc  n  diese  Inte- 
grale, uxlche  ganze  Functionen  von  x  sind,  mit 

y  'J(2«— 1)  ~^     2.4.(2n— l)(2w  — 3)  '')' 

und  nennt  sie  die  n*®  Kiigelfunction. 

Gehen  Avir  nun  wieder  zur  Differentialgleichung  (31) 
zurück  und  suchen  die  um  einen  der  singulären  Punkte 
a;  =  +  1  gültigen  particulären  Fundamentalintegrale,  deren 
Form  wir  a  priori  in  einem  späteren  Kapitel  bestimmen 
lernen  werden,  für  die  wir  hier  aber  nur  eine  Reihe  hypo- 
thetisch ansetzen  können,  deren  Convergenz  nachher  zu  prüfen 
sein  wird. 

Setzt  man 

(40)  x—\=t, 

so  geht  die  Differentialgleichung  (31)  in 

(41)  t{t  +  2)  ;|^  +  2(^  +  1)  g  -  ;.(«  +  1)  y/  =  0 

über,  und  setzt  man  jetzt 

(42)  y^^A^t^  +  A, t"+'  -f  A.,t"+^'  -\ 

(43)  ff  =  aA,t^-^  +  («+!)  Ä,  t'^  +  («  +  2)  A,i"^^  +  ••. 

(44)  ^  =  «  («  -  1)  ^„  ^-'^  +  («+!)  «^4,  t"-^ 

+  («  +  2)(a  +  l)yl,^  +  ---, 

so  liefern  diese  Ausdrücke  in  (41)  substituirt  die  Bestimmungs- 
gleichungen 

(45)  „'  =  0,     A  =  '"-''+J/"  +  ^'  A.-., 

und  somit  eines  der  particulären  Integrale  von  (41  )  in  der  Um- 
<'ebun<^  von  ^  =  0  in  der  Form 
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(WA        „    _1     ,    n(n+l).    ,    >i(n-l)(n+l)(n  +  2)  .2 

n(«j-^)  (n  -  2)_(«  +  1)  in-\-2)Jn  +  3)  ,3    , 

welche  Reihe,  wie  das  (aucJiij^Hchei  Kriteriuiii  wieder  sofort 
zeigt,  /um  Coiivergeu/bereicli  den  uui  /  =  0  mit  dem  Radius 
2  gelegten  Kreis  besitzt;  es  lautet  somit  vermöge  der  Sub- 
stitution (40)  (las  eine  zu  x  =  1  gehörige  parliculüre  Integral 
der  Dilfcrcntialglcichung  (31) 

(47),,  =  l  +  "(;+a.-l)+!^i^+±«5±?l(^.-l)=+..., 

und  diese  Reihe  ist  convergent  innerhalb  eines  um  x  =  1 
mit  dem  Radius  2  beschriebenen  Kreises,  der  also  durch  den 
anderen  singulären  Punkt  —  1  geht. 

Um  das  zweite  zu  ?/,  um  a;  =  1  gehörige  Fundamental- 
integral  zu  finden,  wende  man  wieder  die  Bezieliuug  (25)  au, 
vermöge  welcher  sich  in  unserem  Falle,  weil 

also 

ist, 

(48)  V.,  =  V,   /  -^TT^' : 

ergiebt,  und  beachteJ;  man,  dass 

(49)  x'-\=2{x-  l;  +  (.r-l)-', 

so  folgt  durch  Zusammenstellung  von  (41()  mit  (47)  für  das 
:iveifc  zu  //,  gehörige  Fundamentalintcgral  um  x  =  1  die  Ent- 
wicklung 

(50)  y,  =  \  y,  log(:r  -  1)+  a.,  -f  a,  {x -\)  + a,{x-\Y +  ■■■ , 

also  eine  der  Form  (30)  des  Integrales  der  11  iccati' schon 
Gleichung  ganz  ähnliche  Form.  Genau  so  würden  sich  die 
um  X  =  —  l  gültigen  Fundamentalintegrale  darstellen,  wenn 
nur  X  —  1   überall  durch  a  -|-  1  ersetzt  wird. 

Es  soll  nun  endlich  noch  untersucht  werden,  ob  wir  für 
die  Diüereutialgleichuug  (iU)   in   unendlich   grossen  Uüumen 
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gültige  Fundamentaliutegrale  aufstellen  können,  welche  aus 
der  Ebene  durch  Ausschliessung  eines  endlichen  um  den 
Nullpunkt  gelegten  Kreises  entstehen.  Man  sieht  unmittel- 
bar, dass  diese  Forderung  nichts  anderes  bedeutet,  als  für 
die  beiden  Fundamentalintegrale  Reiheneutwicklungen  auf- 
zustellen, welche  in  einem  um  den  Unendlichkeitspunkt  ge- 
legten Kreise  gültig  sind,  d.  h.  Entwicklungen  für  dieselben 
zu  finden,  die  nach  fallenden  Potenzen  von  x  fortschreiten. 
Setzen  wir  deshalb 

(51)  y  =  A^x"  -f  A^  ^«-1  -f  A^  x"-^-  -| 

g  =  a  J, X"-'  J^{^a-\)A,  X"-'-  +  {a~2)  A,  x"-''  -f-  •  •  • 

tf?^  =«(«—!)  A,  x"-^'  +  («  -  1)  («  -  2)  A,  X—-' 

+  (a-2)(«-3)A.^•"-''  +  ••■, 

so  ergeben  sich  durch  Einsetzen  in  die  Differentialgleichung 
(31)  die   Bestimmuugsgleichungen 

(52)  a{a-}-l)  =  n(n-\-  V) 

(53)  A,^A,=  ...  =  A,,+,  =  0 

setzt  man  nun  der  Gleichung  (52)  gemäss. 

1)  01.  =  n, 
so  erhält  man 

(^_2/--|-2)(«-;i/.-+l)    . 

und  somit  das  particuläre  Integral 

(r.r.)    „  _^n      ^(^^-l).^«-2    I    ^(w-l)(rt-2)(n-3)        , 

*.'■'•';     ^1       ^         2(2w-l)^        ^     2.4(2«-l)(2w-3)    -^  ' 

welches  nach  dem  bekannten  Kriterium  für  alle  ausserhalb 
des  um  Nullpunkt  beschriebenen  Binheitskreises  gelegeneu 
Punkte  der  Ebene  convergirt,  das  aber,  wenn  n  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  eine  ganze  Function  wird,  und  sich  von 
J*^"\x)  nur  um  einen  constanten  Factor   unterscheidet. 
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Ist 

2)  «  =  —  u  —  1 , 
so  ergiebt  sich  aus  (54) 

{n-\-2k—l)(n-\-2l:)     . 

und  somit,  f/a.s  areiUi  Fumhimentalintcyral 

(„+l)(n-f  2)(n  +  3)(n  +  4)         _, 
i"  2.4.(2n  +  3)(2«  +  r))  '  ' 

welches  wieder,  wie  mau  sogleich  sieht,  für  alle  l'unkte  der 
Ebene  couvergent  ist,  welche  ausserhalb  des  um  den  Nullpunkt 
beschriebenen  Einheitskreises  gelegen  siud,  und  das  für  nega- 
tive ganz/ahlige  n  offenbar  in  eine  ganze  Function  übergeht. 
Man  führt  für  iwsitive  ganzzahliijc  Wcrthe  von  n  die  unend- 
liche Reihe 

K-'n      V      W  —  i.3...(2n+l)V  ^       2(2n  +  3)       ^ 

(„  +  l)(n  +  2)(n  +  3)  (n-J-4)       „_,    ,  \ 

'  2.4.(2n-|-3)(2«-f  5)  "i  / 

ein,  und  nennt  ilicsc  die  «'"  Kugdfnndion  zweiter  Art,  u-ähnniJ 
F^"'>{x)  als  n^''  Kufjclfiniction  erster  Art  hezeiclmct  wird. 

Ist  2n  eine  ungerade  positive  Zahl,  so  sieht  man,  dass  die 
Ueihe  (55)  divergent  ist,  da  von  einer  bostiinmtfu  Grenze  an 
alle  Glieder  unendlich  gross  werden,  während  dann  g.^  cou- 
vergent bleibt,  und  das  Umgekehrte  tritt  ein,  wenn  2n  eine 
ungerade  negative  Zahl  ist.  Sei  das  ersterc  der  Fall,  so  liefert 
wieder  die   Beziehung  (4S) 

(58)  v.  =  pJ],,^.xP-~yy 

lind  da  in  der  Umgebung  von  x  =  00  ,  d.  h.  luuh  falli-inl'H 
Potenzen  von  x  entwickelt, 

(r,!0        ' 


,,;i(.r«_i)  ..__   /        (n  +  l)(«  +  2)    _  V 

V'+      2(2n  +  3)     •'•    "  +  -i   •'■^* 

SO   wird,   wt'ini 


(2n4-3) 

^  —  1    1 

»  j 


1  4-  a^  ./•    -'  -f  ^,  .r-«  -I ' 
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(GO)  2n  =  2r  +  1 

gesetzt  wird, 

also  durch  Integration 

und  somit  nach  (58)  dcbs  erste  FtmdamentaUntegral  in  der  Form 

0^1)      Vi  =  '^'■■+1  V-i  log  •'^  +  A^     '  -\-  BiX    -  +  .  •  • 
oder 

(62)  y,  =  «       ^,  log  x  +  A,  .^■"  +  i?,  af--  +  •  •  • , 

"tu 

lind  ähnlich  gestaltet  sich  der  Ausdruck  des  zweiten  Funda- 
mentalintegrals  durch  das  erste,  wenn  n  eine  ungerade 
negative  Zahl  ist,  ausgenommen,  wenn  2n  =  —  1  ist,  in 
welchem  Fall  2/2  iioch  ein  convergenter  Integralausdruck 
bliebe.  Aber,  wenn  2n  ==.  —  1  ist,  dann  fallen,  wie  man  aus 
(55)  und  (56)  unmittelbar  sieht,  f/i  und  y.^  zusammen  und 
zwar  in  den  Intcf/ralansdruch 

13  j^    3     5     7 

(63)  ?/i  =x ^^  X      -( ^^-^, —  X      -\ ; 

das  zweite  particuläre  Integral  wird  man  wieder  nach  (48) 
in  der  Form  erhalten 

(04)  y.  =  y.j--^—,y 

und  somit,  da  nach  fallenden  Potenzen  von  x  entwickelt 

1 1 

v^x"  ^  ~         7       i     3 


=  X-'  (1  +  a,  X-''  +  n.,  X-'  -\ ) , 

also  intetrrirt 
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ist,  als  Ausdruck  für  das  zugchöriffc  siccitc  FmuJanieniaJintegral 

(G5)  y,  =  II,  log  X  +  It,  :»~^  +  J/^^:"^  +  •  •  •  • 

5.  Endlich  mag  noch  eine   dritte,    ehenfalls    in  den   An- 
wendungen häufig  vorkommende  Ditf'erentialgleichung 

erwähnt  werden,  welche  die  Bcssclnchc  genannt  wird.  Da 
es  uns  in  dem  vorliegenden  Abschnitte  nicht  um  die  Eitreu- 
schalten,  sondern  nur  um  die  Entwicklungsformen  der  Inte- 
grale zu  thuu  ist,  so  wird  diese  Aufgabe  gelöst  sein,  weini 
wir  zeigen  können,  dass  wir  durch  eine  einfache  algebraische 
Substitution  die  JBesscl'sche  Differentialgleichung  auf  die  ver- 
allgemeinerte Ji/ccrt^/'sclie  Differentialgleichung  (9)  zurück- 
führen können;  setzt  man  nämlich 
((37)  P  =  x'^, 

so  sieht  man  unmittelbar,  dass  die  Differentialgleichung  (Gi])  in 


« 


(68)  ^..  +  '^^  ?  +  ^  =  0 

^        ''  (IX-       '  X  (l.V      ' 

übergeht,  und  somit  für 

(69)  m  =  'Jv  -{-  \^     n  =  \ 

mit  der  Differentialgleichung  (9)  zusammenfällt. 

<).  In  den  bisher  betrachteten  Fällen  ergaben  sich  im 
Wesentlichen  nur  solche  Iteihenentwickluiiffen  für  die  Inte- 
gralc  algebraischer  Ditferentialgleichungen,  welche  nach  posi- 
tiven ganzen  Potenzen  von  x  —  ^  fortschreiten  oder  auch  nach 
positiven  ganzen  fallenden  Potenzen  von  x,  wenn  die  Integrale 
in  der  Umgebung  des  Unendlichkeitspunktes  entwickelt  werden 
sollten;  man  kann  jedoch  auch  häufig  in  zweckmässiger 
Weise  Entwicklungen  für  die  Integrale  von  Differential- 
gleichungen aufstellen,  welche  nach  l'otenzen  von  anderen 
Functionen  von  x  als  ganzen  linearen  fortschreiten  und  des- 
hall)  auch  andere  ('onv('rgenzl)ereiche  i)esitzen.  als  Kreise, 
die  um   die  Ix'trat  liteteu    Pnidvte  gelegt  sind. 

Kiicni  tja  l)i<  rgc  r,    l.ilirliin  li.  •2'2 


338  Viertes  Kapitel. 

Sei    z.   B.    wieder    die    vorher    behandelte    Differentifil- 
gleichimg  der  Kugelfauctioneii  vorgelegt 

(70)  (1  -  .^-)  g  -  2^  ^1  +  n  (n  +  1)?/  =  0, 

und  setzt  man 

(71)  x'~-\=q', 
so  geht  wegen 

dy^^dy  dq^       d^  ^^  dy  idq \'    i    ^  ^ 
dx        dQ  dx'     dx-        dQ'^  \dx/      '    dq  dx" 

vermöge  (71)  die  Differentialgleichung  (70)  in 

(72)  Q  (r  +  1)  ;|^  +  (2^  +  1)  Z  -  ''  ^"  +  1)  ^^  =  Ö 

über,  und  diese  Differentialgleichung  hat  für  q  =  0  einen 
singulären  Punkt;  es  soll  die  Entwicklung  der  Fundamental- 
integrale von  (72)  um  diesen  Punkt  herum  untersucht  werden. 
Setzen  wir 

(73)  y^.A.Q'^-i-A,  ^«+1  +  A,Q"+^-  +  •  ■  • , 
also 


d-y 

=  u  ya  —   i^  wTijijj 

+  (a  +  2)(a+  1)^,(>«  + 


^^^  =  a{a  -  1)  J,^"--'  +  («+!)  ciA.Q—' 


so  ergeben  sich   durch   Einsetzen   dieser  Werthe  in  (72)  die 
Bestimmungsgleichungen 


'o"o' 


(74)  «  =  0,     A,  =  A^  =  ---  =  A.,.+,=^0, 

so   dass    hieraus   nur  ein  particuläres  Integral   und   zwar  in 

Form  der  Reihe 

rr.^,  1         n (n  +  1)  „■,    ,    n{n  -  2)  jn  +  1)  (n  +  3)     , 

folgt,    welche,    wie    unmittelbar  zu  sehen,   zum  Convergenz- 
bereich  den  um    den   Null[)unkt  der  ^-Ebene   gelegten  Ein- 
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hcitskreis  luit.   Um  das  '/.ugehörl^fc  zweite  Fundamentaliiitegral 
zu  tiiulen,  benutze  nuiii  den   Ausdruck  (ßi)),   der  iu  uu.serem 
Falle  in 
(77)  •■     -•■      r         ". 

-  IQ 


/(iQ 


übergeht;  nun  ist  aber 

=  log  (()■'  +  ())  -    .^  log  (()-  +  1 1  =  log  ()  Yq-  +  i 
und  somit  nach  (77) 

und  daher  in  der  Umgebung  des  Nullpunktes  von  q  nach  (7G) 


=  (>-' 


woraus 

n9)        /*  .^  ;^^..     =  log  (,  +  A,Q^  +  .!,(,*  +  •  •  ■ 

folgt,  so  dass  das  zweite  Fundamentaliutegral  die  Form  an- 
nimmt 
(«0)  y,  =  >i[  log  Q  +  ]},  q'  +  7>\  (>'  4-  •  •  • . 

Setzt  man  nun  die  beiden  Fundamentalintegrale  wieder 
vermöge  (71)  in  die  ursprüngliche  unabhängige  Variable  x 
um,  so  ergeben  sich  die  couvergeuteu  Formen 

(K.)  y,  =1  -  «*•;+  y (.^_  1)  +  'i(«r^^)(»+?)(''+^) (,._ , )=  _ ... 

und 

und  es  erübrigt  nur  noch,  den  Convergeuzbereich  der  Heihe 
(Sl)  in  der  .r- Ebene  festzustellen.  Da  aber  die  Reihe  (70) 
für  alle  q  convergent  war,  deren  Modul  <  1,  so  wird  (Sl) 
vermöge  (71)  für  alle  diejenigen  x  convergent  sein,  für  wohlit^ 

22  ■» 
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(83)  mocl(a.2— 1)<1 

ist;  mm  ist  aber  mod  (ä;  —  1)  die  Entfernung  des  complexen 
Punktes  x  von  dem  positiven  Eiulieitspunkte,  und  mod  {x  ~\-  1) 
die  Entfernung  desselben  a;- Punktes  vom  negativen  Einheits- 
puukte,  es  v^^erden  daher  alle  Punkte  derjenigen  Curvc, 
welche  die  a;-Werthe  einschliesst,  die  der  Ungleichheit  (83) 
genügen,  das  constante  Product  1  der  Entfernungen  von  dem 
positiven  und  negativen  Einheitspunkte  haben,  somit  eine 
Lemniscate  bilden,  für  welche  der  Nullpunkt  ein  Doppel- 
punkt ist  —  die  Ilcihe  (81)  hat  somit  diese  Lemniscate  zum 
Convergenzhereicli  des  ersten  Fundamentalintegrales. 

Wir  werden  in  den  nächsten  beiden  Kapiteln  die  Ent- 
wicklungsformen der  Integrale  algebraischer  Ditterential- 
gleichuugsysteme  in  der  Umgebung  singulärer  Punkte,  welche 
sich  in  den  betrachteten  Beispielen  nur  in  specieller  Gestalt 
ergaben,  ganz  allgemein  behandeln  und  vermöge  der  Theorie 
der  ilhnlichen  Abbildung  beliebiger  ebener  Räume  auf  ein- 
ander die  Convergenzbereiche  der  Integrale  discutiren  können. 


Fünftes  Kapitel. 

Untcrsiicluiiij,^  der  Kigciischat'teii  der  Integrale 

algebraischer  DiÜ'ereiitialgleicluiugsysteuie  in 

der  Umgebung  eines  beliebigen  Wertlies  der 

unabhängigen  Varia beln. 


I.  Uiit^Tsufliung:  der  Eigenschaften  der  Integrale  beliehiger 

algebraischer  DilFerentialgleichiuigsystenie  in  der  ruigebiing 

siugulärer  Pnnkte,  die  nicht  Verzweignngspnnkte  sind. 

1.    Es  war  im  ersten  Kapitel  gezeigt  wortleu,  dass  das 
System  von  Diüerentialgleiclmugeii 


(1) 


et, 
cG(x,  /„  //,•,  ...  »/,„)  a>i..        ,.    /      ,  X 


=   (^m  {/-,  fi  ,llx,--  II'")  , 


dt, 


dx 


wuriii  Ol,  G.,,  . .  .  Gm  ganze  Functionen  der  eingeschlosseneu 
Grössen,  und  /j  eine  Lösung  der  mit  Adjungirung  von  x, 
//, ,  .  .  .  y,u  algebraisch   irreductibidn  Gleichung 


oder 


G[x,  /,//,,.  ..//J  --  0 


+  iJ>{'i;  'Ji>   ■■•  //".)  =  ^> 
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ist*),  in  der  ümgebuug  des  Punktes  o;  =  |  ein  Litegral- 
system  y^ ,  ...  ym  besitzt,  welches  für  x  =  i>  die  Avillkürlich 
festgesetzten  Wertlie  t^j  ,  ...  i/i„,  annimmt  und  sich  nach 
positiven  ganzen  steigenden  Potenzen  von  x  —  |  in  der 
Form  entwickeln  lässt 


(4) 


Dl  =  >/i  +  «i(*'  —  §)  +  <^->{^  —  ^Y  + 


^y,a  ==  V'n  +  i^l(^  —   ^)  +   N(^  —   ^y  + 


vorausgesetzt,  dass  der  dem  Werthecomplex  |,  r;^,  .  .  .  r]m 
entsprechende  Werth  t^  der  Lösung  ty  der  Gleichung  (2) 
nicht  unendlich  gross  ist,  was  stets  der  Fall  sein  wird,  wenn 

von  Null  verschieden  ist,  und  ebendiese  Gleichung  für  das 
angegebene  Werthesystem  nicht  gleiche  Lösungen  für  f^ 
liefert,  d.  h.  der  Werth  r^  des  Zweiges  t^  der  Gleichung 

(5)  G{^,  t,,   ^/^,   .  .  .}]„)  =  0 

nicht  zugleich  auch  eine  Lösung  der  Gleichung 

W  -dt,  ~^ 

ist. 

Betrachten  wir  jetzt  ein  Werthesystem  |,  rji ,  ...rjnt, 
für  welches  die  in  Frage  kommende  Losung  r^  der  Gleichung 
(2)  unendlich  gross  sein  soll  und  nur  diese  eine,  so  dass 

(7)  ^o(^;   Vi,    ...>/m)  =  0 

ist,  aber  ^,(J,  rj^,  .  .  .  r],,,)  von  Null  verschieden,  so  mache 
man  die  Substitution 

(8)  / = ,; , 

dann   wird  nach  (2)   und  (3) 

*)  und  aiil'  (lio  Konii  (1)  licss  sich  jedes  algebraische  DiHereiitial- 
gleichungsy stein  bringen. 
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00  ('^•'■,  i,  >ji,  ■■■Vn.)  =  [/J-i;  !/i,  •••//".)  T 

u 

= «-  li/oC'",  2/i ;  •  •  •  //'")  +  ^i  C-^"»  yn  •  •  •  :j/"')  "  4-  •  •  • 

oder,   wenn 

(KJ)  i/o  (.•'",  //i  ,  •  •  •  //"')  +  i/ik«  //i ;  •  •  •  !/"')"  H 

gesetzt  wiril, 

(11)  a{x,  f,  iJi,  ...  V>")  =  »-'  ®  C^-,  u,  ijt,  ...  !/,;,). 
Die  Wertlie  vun  t,  welche 

(12)  G{x,  f,  y,,  ...  !J,n)  =  0 

befriedigen,  werden  durch  reciproke  Substitutiou  die  Werthe 
von  H  geben,  welche 

(13)  &(x,  u,  y,,  ...y,n)  =  0 

machen,  und  dem  einfachen  Werthe  r^  =  oo  für  ^,  r]^,  . ..  >/„, 
wird,  weil  g^^{^,  */i ,  ...»?m)  =  <^,  «ach  (10)  der  einfache 
Werth  t\  =  0  von  «^  entsprechen ;  ferner  folgt  wegen 

du 2 

dt  ~  " 

aus  (11) 

('14^      ^^(^^<>  ^.  '  ■••lf,n)  ^  _  ^^_,,^.o  ?®Ot^J',  .'/.  •  •  •  .'/„.) 
'dt  eil 

_f-    VH~'  +  ^&(X,    II,    //,  ,    .  .  .   //,„), 

oder  für  eine  Lösung  /,  der  (ileichuug  (12),  also  eine  Lösung 
u^   der  (ileichung  (13) 

beachtet  man  ferner,  dass  (i„{x,  /, ,  //,  ,  .  •  .  .V,„^  eine 
ganze  Function  der  eingeschlossenen  CJrössen  war,  welche 
man  vermi'»gc  der  (Jleichung  (2)  als  vom  i'  —  V"^^  Grade 
in  Bezug  auf  <,   betrachten   durfte,  so  wird 
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(IG)    »/-'  r;.  [x,  ^^,  y,,  ...  y„)  =  —  &uix,  u„  y,,...  y„) 

eine  ganze  Function  von  x,  y^,  ...  ym  und  u^  und  zwar  in 
letzterer  Yariabeln  vom  v  —  l''^"  Grade  sein,  und  es  werden 
somit  die  Differentialgleichungen  (l)  in  die  folgenden  über- 
o'elien: 


«1    -^ öt: -/^  =  @i (A";  "i;    ^1 ,   ■  •  •  ^-) 


(H)      N 


du^  dx 


cu, 


dx 


ÖJ^O^';  ''i;  Vi,  ••■!/'") 


g®(a;,  «1,  2/i,  .  .  .  V,„)dy^^ 


dui 


dx 


®'«(^V»n!/i;  ■■■y'u), 


worin  der  dem  Werthesystem  ^,  i]i ,  ...  >/,„  entsprechende 
Werth  Vi  der  Lösung  «^  der  Gleichung  (13)  gleich  Null  und 
eine  einfache  Lösung  dieser  Gleichung  ist.  Daraus  folgt 
aber,  dass,  weil  aus  der  Gleichung  (13)  nach  früheren  Aus- 
einandersetzungen 

(18)  u^  =  «o(a,-  —  ^)  +  «i(//i  —  Jii)  H h  «/»(y»'  —  »/'") 

+  «mG'^"-^)(yi  — Vi)  + 

+ 

hervorgeht,  durch  Einsetzen  dieses  Werthes  von  n^  in 

^®(^,«.,yi.---2/,„) 


y<i^,  ^h,Ui,  ■■■  U">)      und 


dui 


sich 


(10) 


g@(a;,^i,yi,...y„^)  "    et  +  r  (x  —  ^,  v/,  —  //j, 


y,n  —  %,) 


ergiobt,  worin  9i,  und  ;•  nach  i)ositiven,  steigenden  ganzen 
i'otenzen  der  eingeschlosseneu  Grössen  fortschreitende  Reihen 
ohne  constante  Glieder,  und  Aa  sowie  a  Constanteu  sind, 
von  denen  der  Annahme  nach  die  letztere  von  Null  ver- 
schieden sein  muss,  da 


(20) 
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ist,  uud  die  Gloicliun«^  (13)  die  Lösung  i\  =  0  nur  einfach 
luiLeu  sollte.  Dann  lässt  .sich  aher  der  Ausdruck  (10)  in 
der  Umgebung  von  |,  )]^,  ■  ■  •  )Iul  in  eine  nach  positiven 
steigenden  ganzen  Potenzen  von  x  —  ^,  y,  —  ?/,,...  ?/„,  —  »;„, 
fortschreitende  convergente  lieilie  entwickeln,  und  es  können 
daher  in  diesen  Bereichen  die  Difl'ereutiulgleichuugen  (17) 
ersetzt  werden  durch 


(21) 


I;   l/i 


•'in 

dx 


'';«  V'^'  5  7    ^1 


//..  -  ';,.)' 


worin  die  Reihen  )\^r,_j  •-.ym  im  Allgemeinen  auch  constante 
Cilieder  enthalten  können,  uud  u^  durch  (18)  gegeben  ist, 
oder,  wenn 


(22)  Uy  =  r,i.c  -l,y. 


(1 7 


//" 


V.) 


gesetzt  wird,  n:orln  die  licihe  r^  Jcci)i  co)i6tan(cs  Glied  enthält, 
durch 


(23) 


</./■ 
,hj, 

dx 


>\{x-i,  Z/.  -    'i,,  . .  •!/,„-';„.) 


'•„('t-'  — I,    //i 


?/„.  -  V„) 


</.c   ~  ro(.r  — I,    j/[ 


»71 ,  •  •  •  y„ 

wir  hndeu  somit, 

dass,  iccnn  für  die  Wcrtliccomhination  x'  =  ^,  l/i  =="  >}i , 
'  •  •  lfm  =  '"Im  die  Gleichum/  (rix,  f,  //,  ,  ...  y,,,)  =  <*  /"r  /,  die 
einfache  Lösun<i  t,  =  cv)  liefert,  (dso  der  Ctuffieicnt  d<r 
höehsleit  t-Fulcn;:  und  nicht  auch  der  nächst fuljcndc  lerschaindet, 
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das  BlfferenUalgleichungsystem  (1)  sicli  durch  das  System  (23) 
in  der   Umgehung  der  hetracliteten   Wertlie  ersetzen  lässt. 

2,  Es  würde  sich  jetzt  darum  handeln,  aus  der  Form 
der  Differentialgleichungen  (23)  zu  schliessen,  wie  y^^,  ...  y,„ 
in  der  Umgebung  von  x  =  ^  beschaffen  sind,  wenn  sie  für 
diesen  Wertli  der  Variabein  die  Werthe  ri^,  ...  rim  annehmen 
sollen;  wir  wollen  aber  zunächst  noch  einen  anderen  Fall 
der  Differentialgleichungen  (1)  auf  dieselbe  Form  (23)  zurück- 
führen. Betrachten  wir  nämlich  jetzt  ein  Werthesystem  |, 
r/i,  ...  riin,  welches  einerseits  für  die  Lösung  t^  der  Gleichung 
(2)  einen  Werth  t^  liefert,  der  zugleich  die  nach  t^  ge- 
nommene Ableituugsgleichung  (6)  befriedigt,  also  eine  mehr- 
fache Lösung  der  Gleichung  (2)  ist^,  andererseits  so  beschaffen 
ist,  dass  sich  t^  in  dessen  Umgebung  nach  positiven  steigen- 
den ganzen  Potenzen  von  x  —  | ,  ^/j  —  ^/^ ,  .  .  .  y,„  —  ?y,„  ent- 
wickeln lässt*)  in  der  Form 

(24)  t^  —  T^  =  q{x—1,  y,  —  ri,,  .  ..  y„,  —  )j,„) , 

worin  die  Reihe  q  kein  constantes  Glied  enthält,  so  wird 

(25)  Ga(x,  t„y^,  ...y,„)  =  n, {x  —  ^,y,^~i]^,... y.,—  tj,,,) 
und 

sein,  worin  wieder  die  Reihe  r^^  kein  von  den  Variabelu  freies 
Glied  besitzt,  da 

/dG(.,t,,y,,...y„^y  _ 

sein  sollte,  so  dass  durch  Einsetzen  der  Entwicklungen  (25) 
und  (2G)  in  das  System  (1)  sich  wiederum  ein  Ditferential- 
gleichungsystem  der  Form  (23)  ergiebt.  Dasselbe  würde 
gelten  für  eine  eindeutige  Entwicklung  der  Lösung  «j  der 
Gleichung  (13).  Fassen  wir  daher  die  beiden  Fälle  zusammen, 
so  linden  wir, 

dasSj    ivcnn   die   Gleichung   (2)    m   einem    Wcrthcsystcmc 
X  =  i,,   yi  =  rji,    ...  y,u  =  rj,„   für  ty   entiveder   eine   einfache 


*)  Wie  dies  aus  der  Gleichung  (2)  zu  erkennen  ist,   wird  später 
ffczciKt  werden. 
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unendlich  grosse  Lösung  oder  eine  endliche  vielfache  Lösung 
liefert,  die  sieh  in  der  Umgehung  von  x^^,  ^i  =  »?i ,  ■■■gm  =  ^,/.  in 
eine  nach  j^ositivcn  steigenden  ganzen  Potenzen  von  x —  %y^  —  y]y, 
■  •  •  Vm  —  ^m  fortsehreitende  convergirende  lieihc  cniivicheln  lüsst, 
die  Di/feroitialglcichungen  (1)  sich  in  der  Umgehung  der  he- 
trachtcfcn   Wcrthc  auf  ein  Differenticdgleichungsystcm  der  Form 


(28) 


dx 

d  }/., 
d.v 


r.(x--4, 

!/i 

-Vi,  ■ 

■  -Vm-  V,n) 

Vi 

—  »711  • 

—  Vi,  • 

•  •  y,n  -  V,n) 

■  ■  y,n  -  v„) 

'o  (•^-  —  §  .  Z/i  -  ■^l  1   •  •  •  y«  —  Vm) 


rfi"  ro(x-^,y,  —  V,,...yrn-  V,n) 


zurüclxfiUiren  lassen,  worin  /y,  r^,  ...r,„  nach  positiven  ganzen 
Vütenzen  der  eingeschlossenen  Grösseti  fortschreitende  conver- 
girende Reihen  bedeuten,  von  denen  die  erstcre  Icein  constantcs 
Glied  besitzt. 

Die  allgemeine  Untersuchung  des  Differcnfialglcichung- 
systems  (1)  ist  somit  zurückgeführt  einerseits  auf  die  Unter- 
suchung von  Integralen  des  Differentialglcichungsystems  (2S)  in 
der  Umgehung  der  PunJde  x  =  ^,  yi  =  rji,  •  •  ■  :'/m  =  V>" > 
andererseits  auf  die  Untersuchung  des  Dijferentialgleichung- 
systcmes  (1)  in  der  Umgehung  solcher  Werthesysteme  x  =  ^, 
Ik  =  Vi ;  •  •  •  Vi"  =  ■>?'" ;  A*^  tvelehe  die  Gleichung  (2)  mehrfache^ 
jedoch  nicht  nach  positiven  steigenden  ganzen  Potenzen  von 


t 


II  i  —  '/■  ' 


ym  —  n,. 


entiüiclcclhare  Lösungen  besitzt. 

3.  Wir  gehen  zunüchst  iiul"  ilie  Uutersucluiii^  der  Dille- 
rentiiilgleichuiigen  (28)  in  der  L'nigebung  von  x  =  t„  //,  =  »/, 
.  .  .  y,„  =  )/,„  näher  ein,  und  wollen  zuerst  den  Fall  hervor- 
lieben,  in  welchem  sämmtliche  Reihen  r^  ,  r.,,  ...  r„.  constante 
Glieder  enthalten,  somit  die  rechten  »Seiten  der  Ditlerential- 
gleichungen  (28)  für  x  =  ^,  »/,  =  "J?, ,  ...  y,,,  =  »;.-.  unendlieh 
gross  werden.     In  diesem  Falle  wird 


348 


Fünftes  Kapitel. 


(29) 


dx 


^o(^-^  Vi  -Vi 


%n) 


dy.,         r.,{x-'g,  y, 

—  Vi,  ■ 

—  Vi,  ■ 

■  •  y,n  -  %n) 
•  ■  y,a  -  Vn) 

dy,         r^(x  —  ^,  y, 

—  Vi,  ■ 

■  ■  y.n  -  Vm) 

dy.n      >;„{^-^,yi 

—  Vi,  ■ 

■  •  y.>  -  v,„) 

ydyi 


uud  da  der  Voraussetzung  uacli  die  rechte  Seite  der  ersten 
Gleichung  dieses  Differentialgleichungsystems,  in  Avelcheni  y^ 
die  unabhängige  Variable,  x,  y^f  •  •  •  l/m  die  abhängigen 
Variabein  bedeuten,  für  x  =  ^,  tfi  =  Vd  •  •  •  Vm  =  *?"<  gleich 
Null,  die  rechten  Seiten  der  anderen  Differentialgleichungen 
für  dieses  Werthesystem  endliche  Grössen  werden,  so  lässt 
sich  nach  den  früher  entwickelten  Sätzen  das  Differential- 
gleichungsystem (29)  in  der  Umgebung  dieses  Werthesystems 
in  der  Form  darstellen 


(30) 


(  dx 

^Vi 

dyi 


==%{x~l,  y,  —  r],,  ..    y,„  -  rj,,) 


Uyi 


=  %,,{x  —  ^,  2/, 


ni 


!/" 


Vn>)  , 


worin  fü^ ,  9^2,  .  .  .  9f{,„  convergente,  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  der  eingeschlossenen  Grössen  fortschreitende  Reihen 
bedeuten,  von  denen  die  erstere  kein  constantes  Glied  besitzt, 
während  die  anderen  alle  ein  solches  haben.  Nun  folgt  aber 
aus  dem  Fundanientalsatze  über  die  Existenz  eindeutiger 
Integrale  solcher  Differentialgleichungen,  dass  dann,  weil 


sein  soll, 


(31) 


X  --  ^  ■■ 

Vz  —  n^i 


V" 


=  f^i  (//i  -  ';■)  +  ML'(yi  —  Hif  + 
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wird,  worin  ßi,  ■  ■  .  ^i  der  gemacliten  Annahme  zufolge  von 
Null  verschieden  sind,  und  da  einige  der  CoefTicieuten  der 
ersten  Ueihe  für  x  —  |  verschwinden  können,  so  wird,  wenn 
der  erste  nicht  verschwindende  Coefficient  «„ ,   also 

ist,  was  durch  unmittelbare  Differentiation  der  ersten  der 
Gleichungen  (30)  nach  ?/,  mit  Benutzung  der  anderen  dieser 
Gleichungen  festgestellt  werden  kann,  sich 

(:'.2)       x-l  =  ci„{y,  —  1/,)"  +  «,+,  dl,  —  7?,V'+'  H 

ergeben.  Daraus  folgt  aber  mit  Hülfe  der  Umkehruug  dieser 
Reihe*) 

(33)  y--n,  =  —^{oc-ly'-\-a,{x-iy+  a^{x  -  ^y -^  ■  ■  , 


*)  "Wenn 

(a)  t  =  c^n  -\-  c.,H'  -f  c.^u^  +  •  •  • 

gegeben  ist,  worin  die  Potenzreihe  einen  um  «  =  0  gelegten  Kreis 
zum  Convergeuzbereich  bat,  und  in  welcher  c,  von  Null  verschieden 
sein  soll,  so  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  einer  der  Zweige  der 
Grösse  ?<  als  Function  von  t  aufgefasst  eine  um  /  =  0  convergente 
Potenzreihe  sein  muss.     Denn  aus  (a)  folgt 

dt 

-j—  =  c,  -\-  2C..U  4-  3c, u-  +  •  •  • 
du         '  ' 


und 

somit 

du 

dt 

] 

L 

c, 

+ 

2  Cj  u 

+ 

3  t-, 

u- 

+  ••• 

odei 

,  da  c, 

von 

Null 

vers 

chieden 

ist, 

du 

dt  ~ 

1 

f. 

+  ( 

:\u 

+ 

a. 

u''  +  •  • 

und     somit    für    das    mit    t  =  0    verschwindende    Integral    nach    dorn 
Fundamentalsatz  von  der  Existenz  der  Integrale 

(ß)  n=   ^   t  4- /,^r->  +  /■,/'+  .... 

was  gezeigt  werden  sollte. 
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worin  a., ,  a.^,  ...  constaute  Coefficieiiten  bedeuten^  und  somit 
iiacli  den  andern  Gleichungen  (31)  durch  Einsetzen  von  (33) 


(34) 


Wir  linden  somit  das  folgende  Resultat: 
Wenn  in  dem  Differenüalyleiclmngsystem 

dy,         r,(x-^,  y,~ri,,  ...  ?/,„  -  ij„,) 


^1   / 

1 

-  D"  +  h,{x  - 

-^)«4-... 

V 

1 

2 

v,u  —  'n'n  =  ^\  (^- 

-  D"  +W?.(;r- 

-^y+--. 

i 

dx         r^(x—^, 
dy.,        r,{x-i, 

Vi 

—  Vi  ,  ■ 

—  Vi,    ■ 

•  ■  Vm  -  V,n) 

•  •  Vm  -  V,n} 

dx         r^(x  —  h,. 

Vi 

-Vi>   ■ 

•  •  y,u  -  ^,«) 

dy,n           '•m(^-^. 

Vi 

—  Vi,   • 

•  •  Vm  -  %n) 

Vdx         r^{x  —  i, 

Vi 

-Vi,   ■ 

•  •  y,n  -  V,u) 

(35) 


Tq ,  7\,  .  .  .  r,n  nach  ganzen  positiven  Potenzen  der  eingeschlos- 
senen Grössen  fortschreitende  convergente  Reihen  vorstellen,  von 
denen  die  erstere  für  x  =  ^,  Vi  =  ''^u  •  •  •  Vm  =  "»?/«  ver- 
schivindet,  ivährend  die  anderen  für  eloi  dieses  Wei-thcsystem 
endliche,  von  Nidl  verschiedene  Werthe  annehmen,  so  lassen 
sich  die  Integrale  y^,  y.^ ,  ...  y,,,  dieses  Diffdentialgleichimg- 
sy Siemes,  tvelche  für  x  =  ^  die  Werthe  vj^,  ...  rj,n  annehmen 
sollen,  miter  der  Annahme,  dass  der  erste  für  dieses  Wcrthc- 
systcni  nicht  verschwindende  Differentialquotient  von  x  nach  y^ 
genommen  der  n^  ist,  in  der  Umgehung  dieser  Werthe  in  der 
Form  darstellen 

1  2 

!/i  —  ^1  =  «i(^  —  ^y  +  «2(^  -  ^)"  H — 


(30) 


y,  -  V2  =  h{^  -  ^)'' +  h{x  -  ly  + 


i  - 

\y,n  —  V>n  =  W'I  (•^-  —   ly  +  ^H-i  C^'    --  b)"    + 

tvorin  «j ,  hi ,  ...  ?«,  von  Null  verschieden  sind. 
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Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  im  Weseutlichcu  die  eben 
gemachten  Schlüsse  nur  darauf  beruhten,  dass  die  rechten 
Seiten  des  Systemes  (30)  für  x  =  ^,  1/i  =  Vi }  •  •  •  y»'  =^  Vm 
nicht  unendlich  gross  werden,  und  nehmen  wir  somit  an, 
dass  in  dem  DiflFerentialgleichungsystem  (28),  für  welches 
die  Reihe  r„  kein  coustantes  Glied  haben  sollte,  wenigstens 
eine  der  anderen  Reihen  z.  B.  i\,  ein  constantes  Glied  besitzt, 
so  wird  nuin  offenbar  durch  Division  aller  Differential- 
gleichungen durch  die  «'"  wieder  ein  System  mit  der 
unabhängigen  Variabein  ijr,  erhalten,  dessen  rechte  Seiten 
für  das  betrachtete  Werthesystem  endlich  oder  Null  sind, 
imd  man  erhält  genau  durch  dieselben  Schlüsse  den  all- 
gemeinen Satz: 

Wenn  in  dem  DifferentialgleicJmngsysteme  (35)  r^,  i\,  ...r,„ 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  der  eingescidossenen  Grössen 
fortschreitende  convergente  Reihen  vorstellen,  von  denen  die  crslere 
für  X  =  i„  i/i  =  r]i ,  ...  y,u  =  rjm  verschivindet,  tvährend  von 
den  anderen  mindestens  eine  z.  B.  ra  nicht  verschivindet,  so 
lassen  sich  die  Integrale  y^,  y^,  ...  Pm ,  ivclche  für  x  =  l  die 
Werthc  tj^ ,  ...  r;„j  annehmen  sollen,  unter  der  Annalinie,  dass 
der  erste  für  dieses  Werthesystem  nicht  versehe iudcnde  Diffe- 
rentialquotient von  X  nach  ya  genommen  der  n''^  ist,  in  der  Um- 
gehung dieser   Werthe  in  der  Form  darstellen 


yi-vi  =  f'i  (^  - 1) "  +  «2  (^  —  ^)"  + 


(37) 


2 


y«  -  Vu  =  h,  (x  - 1) »  +  h,  (x  -  D»  + 


,  ym  —  rj>n  =  »Hl  (a;  —  I) "  +  w?2  (a;  —  I) "  +        , 

worin  jedenfalls  hy  von  Null  verschieden  ist. 

Nachdem  der  Fall  des  Differentialgleichungsystems  (28) 
erledigt  ist,  in  welchem  /•„  kein  constantes  Glied  besitzt, 
aber  mindestens  eine  der  Reihen  r^,  r.,,  ...r„,  ein  solches 
enthält,    bleibt    uns    der    bei    weitem    schwierigere    Fall    zur 


352 


Fünftes  Kapitel. 


UiitersucliuDg  iibriii;,   in  welchem  für  slimmtliche  Reihen  Tq, 
i\,  .  .  .  r,„  die  coustanten  Glieder  fehleu,  oder  sich 

AI?/,  \  (dyA  (<hl„\ 

in  der  imbestiiumten  Form        ergeben. 


II.  Untersnrhniiis;  der  Eigouschaffcii  der  Integrale  bolieln'^er 

DifTerciif ial.nloiclinii^systeme  in  der rniftelniii^-  solclier  Weif lie- 

systeme,  für  welche  die  l>iirereiitial(|ii<>tieiiteu  eindeutig,  ahei* 

unbestimmt  sind. 

1.  Indem  wir,  um  die  folgenden  Untersuchungen  auch 
gleich  für  transcendente  I3ifferentialgleichungsysterae  durch- 
zuführen, das  Differentialgleichungsystem  (28)  des  vorigen 
Abschnittes  von  der  speciellen  Form  befreien,  dass  alle 
Difterentialquotienten  denselben  Nenner  r^  haben,  ferner  durch 
Einführung  neuer  Variabein  für  die  Grössen 


b ,  Vi  ~  Vi,  Vi  —  V-2,  •  •  •  ?/" 


V" 


das    Nullsystem    aller    Variabein    als    das    singulare    zu    be- 
trachten haben  werden, 

Icyen  ivir  das  allgemeinere  Uifl'ercntlahjlelchüngaystem  von 
der  Form  m  Grunde 


(1) 


dx 

% 

(.^^ 

.r, 

X.,,  . 

•    •   -«) 

O, 

(.^, 

.r, 

j  a?s ,  • 

•  .  -n) 

dx 

^. 

(^, 

X, 

>    ■'''2  )    • 

••^„) 

a 

(^, 

X, 

,    .1^2  ,     . 

••-„) 

dx^ 
.  dx 

\ 

(.-, 

.r, 

)    ■'''2  >    • 

•  •  -n) 

^n(-^. 

.r, 

7    "''ä  t     • 

•■^nV 

in  welchem  die  ^  und  D  Fotcn^rcihen  von  x,  .r, ,  .  .  .  x„  sind, 
die  sämnülich  conskmir  (Slicdcr  nicht  entliallcn,  iiud  stellen  u)is 
die  Anfgnhr,  fcslzustvllrn,  ivclrhrr  Natur  diejenigen  Jnfcgralf:  Xi, 
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x^,  .  .  .  Xn  lim  X  =  0  herum  sind,  ivclche.  sämm  flieh  für  x  =  0 
chen falls  den  Werth  Ntdl  annehmen^  ivobei  ivir  die  Unter- 
suchung jedoch  nur  unter  der  Voraussetzung  *4()istcllen,  dass  Xi, 
x.^,  ...  Xn  für  X  =  0  so  Null  icerden,  dass  ihr  Verhältniss  zu 
endlichen  Potenzen  von  x  für  x  =  0  eudlieh  ist. 
Setzen  wir  das  System  (1)  in  die  Form 


(-0 


d., 


'^"^1  \     }       1  7       2  >    '  "  •  *^ii)      i  \'  —    T^i  '  **^y   ^1  7    ^■2  y 


d:r.. 


~^j(,^';    ^i  }    ^2}    •  ■  •  ■^''')    ,/'    —   4^2  (■'^?  ^1  }   ^'2> 


d.i 


dx_ 


X,.) 


>~*/i  \X)    ^l  )    X.,  ,    .  •  •  Xn)    ^^^    4^«  [Xj  Xy  ,    X^  ,    ...  Xit)  , 


oder,     wenn     wir    die    Potenzreihen     durch     je     ein     Glied 
repräseutiren, 


(^V  a;^'' a;<  . .  .  x<  -] ■)  ^  =  ^^a;« ic«'  x^,-... x';^"  +  •  ••) 


da\ 


(3)    ^ 


(EV  xil>'x^^  \ .  .  x^y  +  . . .)  ^^.  =  (^Bxi'xfi'  x{^-  ...x^>>  +  •••) 


dx 


(N'x^'  x'^'  x^  . . .  'x^;.:  +  . . .)  -^  =  {Nx^'  a;[.  x^^...  x^n  +  ...), 


so  werden,  wenn  wir  der  gemachten  Voranssetzunff  znfolge 
als  Ordnung  des  Nullwerdens  von  x^,  x.^,  ...  Xn  im  Tunkte 
X  =  0  die  ^1%  fi./"j  •  •  •  f*«*'   nehmen,  so  dass 

dx  '       <?rc  '  dj; 

von  der  fi^  —  l*''",  f/o  —  1'*^^  •  •  •  f^«  —  l"^"*  Ordnung  ver- 
schwinden, mindestens  zwei  Posten  auf  beiden  Seiten  jeder 
Gleichung  des  Systemes  (3)  dieselbe  Ordnung  haben  müssen; 
nehmen  wir  nun  an,  dass  dies  die  in  den  einzelnen  Klammern 
hervorgehobenen  Glieder  seien,  so  folgt 

Koeuigsborgor,  Luhrbucli.  *J3 
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'  «'  +   f^'f*!   +  «/Ml-  H 1-   "''<  t^n  +  fi,    —    1 

/^'  +  A'f,  +  /^.>.  +  •  •  •  +  /3;,  ft.  +  ft,  - 1 

'''  +  ''i'i"i  +  ^'j'/'j  H h  ^''f*"  +  i""  —  1 

oder 

>,(«!  —  f<r,  + 1)  +  ;'2  («'i—  «,0H — l-^JsC  —  «//)  =  «— f/  4- 1 
,.,    \i^^{ß'^-ßi)  +  ^h(ß'^--ß.-\-  ^)+-+^^.iß:-ß-.)=-ß-ß'+  1 


und  da  die  «, /i,  ...v  ganze  Zahlen  sind,  so  ergeben  sich 
fi, ,  ft^,  .  .  .  fi„,  wenn  die  Gleichungen  (5)  nicht  für  diese 
Grössen  unbestimmte  Werthe  liefern,  d.  h.,  falls  ;<,,  jtto,  •••  i"« 
in  der  Form 

_  7),  _  Zk  _  ^ 

dargestellt  werden,  die  Determinanten 

7),  />,,  7I„  ..  .7). 
nicht  verschwinden ■■^'),  jedenfalls   als   rationale  Zahlen;    7vcnu 

*)  So  würde  sich  für  ein  Difierentialgleicbungsysteni  erster  Klasse 

zur  Bestimmung  von  /x,   die  Gleichung  ergeben 

und  der  oben  erwähnte  Ausnahmefall  wärediu-ch  die  beiden  Gleichungen 

gekennzeichnet 

(a)  «,'  — <^,  +  1=0,     «-«'-1-1=0; 

für  die  Ditferentialgleichung 

dx 


II.  Untersuchung  der  Eigenschaften  der  Integrale  etc.         355 

tvir  von  nun  an  die  Fülle  von  der  Untersuchung  ausscJdiesscn, 
in  denen  sich  aus  den  Glciclauujen  (5)  die  y,- Grössen  in  un- 
bestimmter Form  ergehen,  so  erlialteu  wir  zunächst  den  Satz, 

dass  die  Integrale  Xi,  x.^,  ...x„  für  x  =  0  von  rationaler 
Ordnung  Null  ivcrden  müssen,  zcenn  sie  überhauj^t  endliche  Ord- 
nungszahlen besitzen  sollen. 

Setzeil  wir 


(r,) 

i^i 

Px 

P' 

; 

'  iln 

Pn 

worin  i\,  .  .  ._?)„,  Qy  .  .  .  qn  ganze 
<lem  gemeinscliaftliclieu  Nenner 

Zahl 

Q 

eil 

bedeut 

a) 

.«1  = 

p, 

}  ' ' ' 

fla 

und  nehmen  wir  an,  die  in  den  Klammern  der  Gleichungen 
(o)  hervorgehobenen  Glieder  gehören  zur  Gruppe  niedrigster 
Dimension,  so  wird  sich,  wenn 

(8)        X  =  t'^  ,     Xy   =  Vyt'''  ,      X^  ==  V^f'^  ,      .  .  .  X„  =  V„t''n 

gesetzt  wird,  aus  den  transformirten  Gleichungen  (3) 

'{A:r''+"^'"+"^''^+ ■■■+">"  v<v^'^ ...  v:''"-j--){i\t''>-h',-{-t^'  'I;;') 


(9) 


ergeben;  beachtet  man  nun,  dass,  weil  die  bezeichneten  Glieder 
in  den  Klammern  zu  der  Gruppe  niedrigster  Dimension  ge- 
hören sollten,  sie  nothwendig,  da  ?',  ,t'o,  •••^'n  für  ^  =  0  endliche 

z.  B.  wäre  cc'  =  1 ,  «,'  =  u,  a  ^  0  ,  a,  =  1 ,  also  die  beiden  Beziehungen 
(a)  erfüllt,  und  in  der  That  wird  das  Integral 

in  dem  .r  =  0,  .r,  =0  sich  entsprechen,  nicht  von  einer  rationalen  Ord- 
nung Null,  wenn  /.•  eine  inationale  Zahl  ist. 

•23* 
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Wertlie  aunehmen,  iu  Bezug  auf  t  gleiche  Dimension  haben 
umsseu,  dass  sie  also  zugleich  (Jlieder  sind,  wie  sie  obeu  zur 
Herleitung  der  Beziehungen  (5)  gebraucht  wurden,  so  werden 
auch  für  diese  die  Gleichungen  (5)  gelten,  die  mit  Benutzung 
von  (7)  in 

+  «„P„  +  («+!)(?  =  7», 


v\  I\  +  v:  P,  +  -  +  {v:  +  1)  7^,  +  ^'  (?  =  V,  P,  +  V,  P,  +  - 

+  V«P„  +  (l.+  l)(2  =  W„ 

übergehen,  uud  vermöge  dieser  Beziehung  sieht  man,  dass 
die  Variable  t  im  m^  —  1**^°  Grade  eingeht  in  alle  Glieder 
der  ersten  Gruppe  der  ersten  Gleichung  von  (9)  und  von 
höherem  Grade  in  alle  anderen  Ausdrücke  der  -^Veiteren 
Gruppen,  dass  t  im  ?%  —  l**^"^  Grade  eingeht  in  alle  Glieder 
der  ersten  Gruppe  der  zweiten  Gleichung  .von  (9)  und  von 
höherem  Grade  in  alle  anderen  Ausdrücke  der  weiteren  Grup- 
pen u.  s.  w.    Man  kann  die  Gleichungen  (9)  somit  resp.  durch 

dividiren  und  erhält  daher 


(11)^ 


/  (Ir  \ 

-{Nv,^'V./-'...r:"-\----)Q  =  0, 
wobei  in  den  auf  die  Tosten  der  ersten  Grujjpe  der  einzelnen 
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Klamiueni  folgeudeii  Ausdrücken  die  Grösse  t  explicite  ent- 
halten sein  wird,  und  es  kommt  darauf  an,  dieses  System 
von  Diflerentialgleicliungen  im  Punkte  ^  =  0  zu  untersuchen, 
wobei  erst  festzustellen  sein  wird,  welche  Werthe  von  i\, 
v.j,  .  .  .  Vn  dem  Werthe  ^  =  0  entsprechen.  Da  der  An- 
nahme nach 


U'Vo'     VWo'     "W'X 


endliche  Grössen  sein  sollten,  so  folgte  aus  (8)  zunächst, 
dass  die  dem  Werthe  ^  =  0  entsprechenden  Werthe  von  i\ , 
t?2,  ...  Vn,  die  wir  mit 


,.0 

1' 


. .  v^ 


bezeichnen    wollen,    jedenfalls    endlich    sind;     bemerkt    man 
ferner,  dass  ebenso 


dx„ 


dx 


dieselben  endlichen  Grössen  v",  t'", 


-Pi«i*'''-'+<'''^, 


dt 


r*^  darstellen,  also  auch 
dv\ 


»/•„  — 1 


^««n«   "~      +  <"" 


dt 


oder  vermöge  (7) 

die  endlichen   Werthe  üJ,  r", 
folgt,  dass  die  Grössen 


i^A^'"" 


f'nQ-l 


"^  fi„QV  dt  Jo 

v^   annehmen    müssen,    so 


V  dt  A'     \  dt  A'  V    dt    A) 

sämmtlich  verschwinden.  Es  Averden  daher,  wenn  man  t  =  0 
in  die  Gleichungen  (11)  substituirt,  die  Werthe  r^,  v\,  ••.'•" 
durch  die  n  Gleichungen  bestimmt  sein: 
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F,  {o\  ,  r'^ ,  .  .  .  v^)  =  [A  v\^^' v^^'^-  .  .  .  vfn  H )  1\  r^ 

-  (^ff '  vp  .  . .  vy  -] )  Q  =  0 

F,  (i%  i-^,,  ...  r«)  =  (B'v^'if^  .  .  .  vV'"  H )  ^2^2 

-  (B  v^/^  vy-  .  . .  z;^«  H )Q  =  0 


(12) . 


i^; (r'; ,  r»,  . . . rO)  =  (iY'r'^''t';;'"-'  . . . vy  +  . . .) p„ü» 

—  (J\^vJ"'  r.^'^  .  .  .  vl'>i  +  ■■  ■)  Q  =  0. 

2.  Wir  nehmen  zunächst  au,  dass  die  diesen  Gleichungen 
genügenden  Werthe  v\ ,  f^ ,  ...  v^  nicht  eine  der  Klammern  der 
Gleichungen  (12)  su  Null  machen,  d.  h.  dass  die  Grössen 

j'^oa,'  ^o<  _  ^  _  ^0«;  -f  .  .  . ,     Ävl^'vl"^  .  .  .  r^^'n  -f  .  •  . 

sämmtlich  von  Nidl  verschieden  sind. 
Setzen  wir  dann 

(13)     i\=v\-\-^,,     v,  =  v^^-\-l,,     ...v„  =  vl-^t,, 

so  dass  ^1 ,  t,oy  .  .  .  i,n  für  ^  =  0  verschwinden,  so  werden  i;, , 
^2,  .  .  .  t,n  als  Functionen  von  t  nach  (11)  durch  die  Ditfe- 
rentialgleichuugen  definirt  sein 

(")  4 


(p  =  l,  2,  ...»^ 

worin  V/  und  11'  Uon.stanten  bedeuten,  oder  mit  Entwickhing 
des   Zählers   und   Nenners  der  rechten   Seite   nach   Poten/.en 

von   t,^ ,  i,.^,  .  .  .  ^„  mit  Berücksiclitigung  von  (ll*) 


(l->) 
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t 


dt 


(/?'  r??''  J'^-'  ...  ^%  +  •••)  +  (f,  J, ,  f, , ...  f^,) «  4-  (7,  J, ,  ^, , ...  q'  + ... ' 
(p  =  l,2,  ...»), 

worin  (^,  ^, ,  i;^, ,  ...  2;«y-  eine  ganze  homogene  Function  A'*^" 
Grades  von  t^  t.^,  t,.,,  .  .  .  t,n  bedeutet.  Wir  erhalten  somit 
die  n  Differentialgleichungen  für  l^,  t,.,,  ...  i;„ 


'^^, 


16)^ 


l 


dt 


(iV'.;-.;«''«'...t,f;+...)  +  (<,&„js,...f„)»+(«,r.,f„...j„)^+...' 


welche    für    die    zusammengehörigen   Werthesysteme   ^  =  0 , 
^1  =  0,  ?o  =  0,  .  .  .  ^„  =  0  zu  untersuchen  sind. 

Setzen  wir  zuerst  voraus,  dass 

A.  licine  der  Grossen 


cF., 


dv' 


,0  ' 


vcrscliivindct, 

so  werden  sich  zunächst  die  B^uuctiouen 


(R) 


{Äv\<lf^  .  .  .  vl\  +  •••)  +  (<,  ^n  ?..  ••   ^,.)'  +  (^'^«'  ^^'-  •^'.)"'+- 


(iV'r?^''r^'...t>:.+  -)  +  («,?n?.....0'  +  (<.f..f..-0'  +  ' 


da  die  ersten  Klainmcrn  der  Nenner  nach  der  oben  gemachten 
Voraussetzung  nicht  verschwinden,  als  eindeutige  Functionen 
von  /,  ^^J  ^.,j  ...  t,„  in  Poteuzreihen  von  der  Form 
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|j',  +  {t,  t,,  t,,  ...eo'  +  c^  ^M  i-^,  ...tj-'+  •• 

(S) 

[i>„  +  [^t,  t, ,&.,•••  e«)'  +  (/,  ^. ,  e,, . .  •  t.f  +  •  •  • 

entwickeln  lassen,  worin  I\ ,  1\,  . . .  F»  von  Null  verschieden 
sind,  und  sich  somit  durch  Einsetzen  in  die  Gleichungen  (IC) 
in  der  Umgebung  der  Werthe  ^  =  0,  ^^  =  0,  .  .  .  t,n  =  0  das 
nachfolgende  Differentialgleichungsystem  ergeben: 


t^=a,,t,  +  C'v,t2-\--+aut.-\-h,tJ^(f,t„t„.--iny-\- 


(17)^ 


dt 

dt. 


tjff-=a,,t,  +  (U,t,'^---  +  aa.  +  ht-^{tA,t,,...t,,y-\-- 


worin  die  Coefficienten  «n ,  «12?  •  •  •  ^«re  der  ad  A.  gemachten 
Annahme  zufolge  von  Null  verschieden  sind. 

Wenn  jedoch 

B.  einzelne  oder  alle  Grössen 


cF, 


cF,, 


verschivinden , 

so  werden  die  Reihen  (S)  mit  den  Zählern  der  Gleichungen 
(16)  multi^jücirt  nicht  sämmtlich  die  ersten  Potenzen  von  ^j , 
l^,,  ...In  enthalten,  und  somit  die  Form  der  Differential- 
gleichungen in  der  Umgebung  des  Nullsystems  der  Variabein 
im  Ally;emeinen  die  folgende  sein: 


(18) 


/^-f  =  (/,  ^M  ^.,  •  •  •  ^«y  +  (^  ^1,  e,, ...  u'^  + 


dt 


äl 


/;;  =  (^  ^, ,  j;,, . . .  e.)' +  (^ ^.^  r,,  ...a-' + -, 


worin  die  Coefficienten  von  ^, ,  ^y,  ...^„  in  den  homofjcncn  Innctioucn 
ersten  Grades  mm  Theil  oder  alle  verschivinden  lönncn. 
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I{.  Sind  jedoch  eine  oder  mehrere  der  Klammern  der  Glei- 
chiiuijen  (12)  (jlcich  NhU, 

so  werden  eine  oder  mehrere  der  DiÖ'ereutialgleichiingeu 
des  Systemes  (IG)  die  Form  haben 

während  die  anderen  von  der  Gestalt  sind 


worin  a„  von  Null  verschieden  ist. 

Nun  wird  es  sich  zunächst  in  den  folgenden  Unter- 
suchungen über  die  Natur  der  Integrale  der  Ditfereutial- 
gleichungen  (1)  nur  darum  handeln,  ob  dieses  Dilfe- 
rentialgleichungsystem  in  der  Umgebung  von  x  =  0,  dem 
verschwindende  Werthe  aller  abhängigen  Variabein  ent- 
sprechen sollten,  eindeutige,  also  nach  positiven  steigenden 
ganzen  Potenzen  von  x  entwickelbare  Integrale  habe,  wobei  die 
am  Anfange  dieses  Abschnittes  für  die  Ordnung  des  Null- 
werdens eingeführten  Bedingungen  der  Endlichkeit  und  Ra- 
tionalität derselben  von  selbst  erfüllt  sind. 

Um  nun  su  untersnchen,  06  i;, ,  ^2  ?  •  •  •  ti  eindeutige  Func- 
tionen von  t  um  t  =  0 ,  dem  ^^  =  ^.,  =  ■  ■  ■  =  ^,,  =  0  entsprechen 

sollen,  darstellen,  darf  man  annehmen,  dass  (W^)        als  Ab- 

'  \dt  /<=o 

leitung  einer  eindeutigen  Function  nicht  unendlich  sein  darf, 

und  wenn  man  daher  (ID)  in  die  Form  bringt 

dt 

=«;,!  +  a,,  ^  +  ■■•  + «:,  Y  +  ^'  +  •  •  •' 

so  folgt  für  /  =  0 ,  ^1  =  .  .  .  =  ^,.  =  0 

(22)    «•„,,  (6-)^^  +  «,,  (^•)^^  +  . . .  +  a.,  (.^")^  +  V,  =  0 . 

Da  aber  feriuT,  woiiii  t,,  eine  eindeutige  Function  von  / 
sein  soll,  die  Entwicklung  dieser  Grösse  lauten  muss 
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(23)  ta  =  At"-\-Btf'  +  '-\ , 

und  somit,  wenn  .a>l, 

ist,  und  wenn  ^  ==  l , 
ist,  so  folgt,  dass  stets 

sein  wird,  und  dass  somit,  weil  aus  (20) 

(25)      ^  («„  +  au,  ^1  +  -  +  a„„  t,  ^h,t -{-...) 


sieh  ergiebt. 


■=aia  -^  -\ [-a'no  Y  +  h\,  + 


""  ( «").  = "'"  1  +  -  + "'-  (t),  +  -  + «'»  (t)„  +  *■•■ 


oder 

(26)    a.(|\  +  «:.(^)^  +  ...  +  (^a:.-a;){'f\^... 

+  «;,(y)^  +  Z';  =  o 

folgt. 

Mögen    nun    die    ersten  p    Differentialgleichungen    des 

Systems  (16)  die  Form  (19),  die  folgenden  n  — p  die  Form 

(20)  haben,  das  System  also  lauten 

t'lk  =  "^1^^  +  "^1^^  +  •  •  •  +  <ain  +  ^;<  +  •  •  • 


dt  «11^1  +  «2.  ^s  H h  «,a^«  +  ^  *  H 

(27)  ,       '^ '^      %> ^1  +  «2p ^ä  +  •  •  •  +  ««;> ^«  +  &p«  +  •  •  ■ 
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■worin  (i,,-{-i,  (ip-\^i ,  .  ■  ■  (fn  von  Null  verschieden  .sind,  und 
mögen  die  nach  (22)  und  (26)  zugehörigen  Bestimmungs- 
gleichungen sein: 

'"■•(r)„+'4t)„  +  -  +  «:.-(tl  +  ^'-" 
"■■-•(t), +  «-(')„+ •••  +  ''-(t).  +  ^='  =  " 


m 


"■'•(<).+''*(t).+  -  +  «-(t),+ '''•  =  " 

"'.„+.(7)^+-H-n;,+. (^ +(";.+.,+.-«..+.)( 7')„+- 


aus  denen  sich  die  Werthe 

(^«)      (U=«.'  (Il=-    ■('■).=  - 

ergeben  sollen,  die  also  die  Gleichungen  befriedigen 


(30)  { 


(l\,.C(i    +   «2/,«.   + +   (('.,j,C(„    +   />],  =  0 


(t'iu  c<i  +  r7j„ «.  + -f-  ii'„_i„a„_i  -f  («;,„  —  ((„)((„  -\-Jt'„  =  ü. 

Macht  mau  nun  die  Substitutionen 
(30  ?,  =  («,  +  ^,)  / ,     t.  =  ( «,  +  ^, )  / ,  ..  .t,=  («,.  +  ^,.)  / , 
so  dass  nach  (2!0  dem  t  =  0  die  Nulhverthe  von  ^, ,  $. .  ...  ^., 


364  Fünftes  Kapitel. 

eutsprecheD,    daun   gehen  die   linken   Seiten  der  Differential- 
gleichungen (27)  in 


dt)         r 
(32)      tj^=t[_a,-i-^,  +  t 


(36)  { 


über,  während  die  rechten  Seiten  der  ersten  j)  Gleichungen 
dieses  Systems,  nachdem  Zähler  und  Nenner  durch  t  dividirt 
worden,  die  Form  annehmen 

.oox    «;;.K  +  g.)  +  »2;. (^^2  +  g.)  +  -  +  <,,(^.  +  I,)  +  b',  +  -' 

^  )  a,,(«,+i7)  +  «2AK  +  y  +  -  +  «„A(«„+y+&2+--' 

während  die  rechten  Seiten  der  anderen  n  — p  Differential- 
gleichungen lauten: 

...s    <^(«i  +  gi)<  +  o;,,,{oc,  +  l.)t  +  -  +  «;,, («„  +  !„)<+&;. ^+- 

^      ^    «,,  +  «1,«  K  +  ^. )  *  +  «o.K^  +  ^.)  <+•••+  a„,  (a  ,+^„)  f +&^,<+-  ' 

und  es  gehen  somit  die  Differentialgleichungen  (27),  wenn 
die  Gleichungen  (30)  berücksichtigt  und 

(35)  au  «1  +  «2;.  «2  +  •  — h  (^nxdn  -{-h^  Äx 

gesetzt  werden,  in  die  folgenden  über: 
2 rfgi  ^ «n^i  +  <^2ii' +  ••'  +  < J^  +  c/f+--- 


oder  f<;ew»» 

von   Null  verschieden  sind,   da    (laim    die   reciproken  Wertlie 
sämmtlicher  Nenner,  weil  auch  o,,j^-\,  Oji-\--^,  ■••(!»  nicht  ver- 
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Seilwinden  sollten,  in  Potenzreihen  nach  /,  ^i ,  .  .  .  §„  ent- 
wickelt werden  können,  für  die  Umgebung  der  Nullwerthe 
^las  Diti'erentialgleicliungsystem : 


t;'  ^^  =  a„|,  +  a,,^,  +  •  ■  •  +  a..L  +  t',/  + 


(37) 


^'    ^   =    '^"^^'    +    ^'"^■'    +    •••    +    «-'i<    +    ^nt   + 


Sind  jedoch  eine  oder  mehrere  der  Grossen  yl, ,  A.,,  ...  Ap 
gleich  Nidl,  so  ist  dieser  Schluss  nicht  erlaubt;  mag  dann 
Aj^  =  A.^  =  •  •  ■  =  Aj  ==  0  sein,  so  wird  eine  der  Ö  ersten 
Differentialgleichungen  (36)  lauten: 

und  sich  daraus  wieder 

(«..  +  b.^t  ~){a,,},  +  rrj,  +  •  •  •  +  a,,|„  +  cJ  +  •  .  ■) 


=  a 


'    li 


.'    I.. 


+  «•->.  7  H H  «''^-  f  +^i  +  • 


oder 

0«')  <'.(<)„ +"4I  + ■■■  +  "- ('l  +  ^'  =  o 

(für  A  =  l,  2,  ...d) 
ergeben. 

Fassen  wir  jedoch  eine  der  ^)  —  ^  folgenden  Differential- 
gleichungen von  (3G)  in's  Auge,  welche  die  Form  haben 

worin  yl^,  von  Null  verschieden  ist,  so  folgt  wiederum 

(a„  -f  ^„  +  t  '^')  (yl,.  -f  «,„^1  +  •  •  •  +  n„,l„  -}- rj -\-  ■  ■  •) 

=  «;, ^+r,;„^  +  •••  +  «;..  V +'■'  +  ••• 

oder  für  ^  =  0 
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(41)  «;, (^)^+  «;,(^)^  +  . . .  +  a:„(^;^^^c,,-A,c<,  =  o 

(für  |it  =  ö  +  1  ,  .  .  .  _2)). 
Endlich  ergiebt  sich  aus  den  n — ^3  letzten  Gleichungen  (36) 

(«,,  +  I,  +  ^  ^1^^)  (a,.  -\-A,t-\-  aul  t -{-•■■) 

=  «,«,  +  a'i,.^^  +  •  •  •  +  c'.y^H  +  •  •  • 
oder  für  ^  =  0 

(42)    „i„0,) +„;,(«=) +^.  +«:,(*;)  =0  (fur.=;.+  l....„). 

Wenn  sich  nun  aus  den  n  Gleichungen  (30),  (41),  (42) 
die  Werthe 


(43) 


©»=''.' (U-^-'C"),.-"" 


ergeben,  so  mache  man  wieder  die  Substitutionen 

(44)  I,  =  (ß,  +  ^,) t,  i,=  {ß,  + »?,) t,  ...i.  =  (ß,,  + »/,;) ^ , 

.  11 


und  es  wird  für  X  =  l,  2, 


/''  +  '"  +  ',„ 


'"',!?  +  '*■'''  +  ''■'•'' 


folgen,  und  somit  genau  nach  denselben  Schlüssen  wie  oben, 
n  Differentialgleichungen  analog  den  Gleichungen  (36),  nur 
dass  die  linken  Seiten 


P 


dt 


lauten;  sind  wieder  die  den  dortigen  yl, ,  A.^,  ...Ap  analogen 
Grössen 

B,,  B,,  ...B„ 

die  nach  (3:"))  durch  die  Beziehung  definirt  sein  werden 

(4.5)  aj\  +  a^,ß,  +  ■  •  •  +  rr, ,.  ß„  ^c,  =  B,, 

von  Null  verschieden,  so  kounucu   wir  zu  einem  Systenie  V(in 
I>il]cn'iiiiiilLi;li'icliuiiif('n   der   l'\irui 
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(46)^ 


^'  JT  =  ^^-  'i^  +  ^^-"'^'  +  •  •  ■  +  ?f»«>;.  +  93.  ^  + 


sind  dagegen  j)i  der  Grössen  7>/.  Null,  so  führen  analoge 
Schlüsse  entweder  zu  einem  dem  Systeme  (40)  entsprechenden 
Differentialgleichungsystem,  dessen  linke  Seiten  den  Factor 
/*  haben,  oder  zu  analogen  weiteren  Folgerungen,  u.  s.  w. 
Nun  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  nach  einer  bestimmten 
Anzahl  solcher  Operationen  die  ganzen  Zahlen  j),  Jh }  •  •  • 
immer  kleiner  werden;  denn,  da  aus  (31),  (44)  u.  ä.  folgt,  dass 

(47)  t.=-ccj+ßj'-^--, 

ausserdem,  wenn  die  A?.,  Bx,  ...  verschwinden,  sich  aus  (35), 

(4.0)  u.  ä.  die  Beziehungen  ergeben 

(-■18)  '  a^.J,  +  ^',../3,  +  •  •  •  +  aj„  +  c,  =  0 


so  würde,  wenn  die  Gleichungen  bis  in'.s  Unendliche  fort- 
gingen, durch  Multiplication  mit  /,  ^",  ...  und  Addition 

(49)       «,,e,  +  a^,t,  +  -  +  «„,e„  ==  -  (J>J  +  et'  +  •••) 

folgen;  schliesst  man  also  die  Existenz  dieser  aus  den  Coeffi- 
cienten  der  Gleichungen  (27) zusammengesetzten  ganz  speciellen 
Uelationen  zwischen  den  n  Integralelementen  des  Diflerential- 
gleichungsystems  (10)  aus,  indem  man  in  diesem  Falle  t,„  aus 
(49)  durch  ^j ,  tz,  •  •  •  ^n—\  ausgedrückt  in  (10)  einsetzen  könnte, 
und  dann  das  so  transformirte  System  n  —  1''^''  Klasse  als  das  zu 
untersuchende  DitVerentialgleichungsystem  zu  betrachten  hätte, 
so  folgt,  dass  man  bei  Fortsetzung  dieser  Schlüsse,  wenn 
man  ausserdem  berücksichtigt,  dass  man  für  den  Fall,   dass 

«u  =  «2/  =  •  •  •  =  "„X  =  ^' 

ist,  für  die  Glieder  zweiter  Dimension  im  Nenner  der  Glei- 
chungen (19)  die  ähnlichen  Reductionen  anwenden  könnte, 
jedcnl'alls  zu  einem   Dill'erentialgleichungsystem  der  Form 
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(r.o) 


dX, 


dt 
dX 


]\f,,X,  +  il7„Xo  H h  il/i.X.  +  M/  + 


t'-  ";;^  =  ii/,1  X,  +  31,,  X,  +  •  •  ■  +  ^/..  x,  +  ^^4  ^  +  •  • 


dX 


^'"  ^  =  3laX,  +  il/,„Xo  +  -  +  J/„„X„  +  Jl/J  + 


dt 


gelangt,  worin  m  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet.  Es  fragt 
sich  nun,  ob  ein  solches  Differentialgleichuugsystem,  in  welchem 
^  ==  0,  X^  =  0,  X2  =  0,  . . .  X„  =  0  sich  entsprechen,  im  All- 
gemeinen um  ^  =  0  herum  eindeutige  Integrale  haben  kann, 
oder  ob  dies  nur  in  ganz  speciellen  Fällen,  in  denen  die  Coeffi- 
cienten  der  rechten  Seite  einer  oder  mehreren  bestimmten 
Bedingungen  genügen,  stattfinden  wird.  Dass  aber  ein  solches 
System,  für  welches  m>l  ist,  im  Allgemeinen  keine  ein- 
deutigen Integrale  haben  kann,  lässt  sich  schon  au  dem  ein- 
fachsten Falle  einer  Differentialgleichung  der  Form 

(51)  f-  '^  =  aX-\-ht  +  h,f  -f  h,f  +  . . . 

erkennen. 

Denn   angenommen  dieselbe  habe  ein   solches,   das  für 
^  =  0  verschwindet,  also  durch 

(52)  X  =  A,t-]-A^i;'-\-A,f+--' 

dargestellt  wird,  so  folgen  durch  Einsetzen  in  (51)  die  Be- 
dingungen 

{A^a-\-  h  =  0 
A,a  -\-  h^  =Ay 

■  A^a  -\-  h,  =  2  A, 


(53) 


aus  denen  der  Reihe  nach  die  Coefficienten  Ai,  A,,  ^3 ,  ... 
bestimmt  werden  können.  Multiplicirt  man  die  n  ersten 
Gleichungen  der  Reihe  nach  mit 


1,  «,    21 ^ 
und  addirt  alle,  so  folgt 


3!' 


"     1_ 

(n-'iy 


II.  Untersuchung  der  Eigenschaften  dor  Integrale  etc.        369 

(54)  A(^r3:T)]=-[&  +  ^  +  ^  +  ---h^fEh)-r_- 

Wir  wollen  nun  beweisen,  dass  die  linke  Seite  dieser 
Gleichung  sich  für  unendlich  grosse  n  der  Null  nähert;  zu 
dem  Zwecke  bilden  wir  die  Reihe 

(55)  A,a -\-  A,  ""-  -^  A.,  ^j  H , 

und  es  wird  genügen,  die  Convergenz  derselben  nachzuweisen. 
Nun  wird  aber  wegen  der  vorausgesetzten  Convergenz  von 
(52)  auch  die  Modulnreihe 

mod  A^  mod  t  -\-  mod  A^  (mod  iy  -\-  •  •  • 
convergent,  und  somit  bekanntlich 


lim  ]/mod  An  (mod  ty  =  lim]/mod  An  mod  t 
nicht  grösser  als  1,  also 

n 

(50)  mod  {y~Ä^  =  8 

sein,  worin  d  eine  endliche  Grösse  ist;   bildet   man   nun  die 
Reihe  der  Moduln  von  (55) 

(57)  mod  ylj  mod  a  -{-  mod  A,  -— ^ 1-  mod  A^  mod  ^  +  •  •  ■ , 

so  wird  für  diese 


lim  1/  mod  An  ~ — tt;    =  mod  a  •  d 
n=^'  («-!)! 

oder  weil  bekanntlich 

n  n 

lim  Yn  =  1  ,      lim)/«!  =  cc 
ist, 


H-nVn,o<l^.<=^;;=0, 


also  die  Reihe  (57),  und  somit  auch  (55)  convergent,  und  es 
nehmen  daher  die  Glieder  derselben  gegen  Null  hin  ab;  für  un- 

Kouiiigaborgor,   Lehrlmcli.  'J  1 
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endlich  wachsende  m  wird  sonach  die  linke  Seite,  also  auch 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  (54)  verschwinden,  und  somit 
die  Beziehung  bestehen  müssen 

(58)  j,^i^^^i^<^^i^^^^...  =  0. 

es  wird  also  die  vorgelegte  Differentialgleichung  (51)  nur  dann 
ein  um  t  =  0  eindeutiges  Integral  besitzen  können,  das  für 
t  =  0  verschiüindet,  wenn  zwischen  den  in  der  Differential- 
gleichung enthaltenen  Constanten  die  Beziehung  (58)  erfüllt  ist. 
Es  lässt  sich  umgekehrt  unmittelbar  einsehen,  dass,  wenn 
diese  erfüllt  ist,  die  mit  Hülfe  der  Beziehungen  (53)  formal 
der  Differentialgleichung  (51)  genügende  Reihe  (52)  auch 
wirklich  convergent  ist,  doch  ist  dies  hier  unwesentlich,  in- 
dem nur  gezeigt  werden  sollte,  dass  nur  in  einzelnen  Aus- 
nahmefallen eindeutige  Integrale  für  Differentialgleichung- 
systeme von  der  Form  (50)  existiren  werden,  es  ivird  also  der 
in  dieser  Nummer  3.  hehandelte  Fall  im  Allgemeinen  keine  ein- 
deutigen Integrale  liefern,  und  die  Untersuchung  sich  somit  nur 
auf  die  Fälle  A)  und  B)  der  Nummer  2.  zu  erstrecken  haben, 
für  welche  die  Differentialgleichungen  gemeinsam  durch  die 
Form  (18)  dargestellt  waren. 

4.  Bevor  wir  nun  in  der  Untersuchung  des  Differen- 
tialgleichungsystems (18)  weitergehen,  fassen  wir  die  bisher 
gewonnenen  Resultate  zusammen. 

Ist  das  Differenfialgleichungsgstem 


(59) 


dx,         %  (a--, 

x^ , 

i^2,    ■ 

■  ^u) 

dx         Bi(a;, 
dx,         ^.0^, 

Xj 
X, 

5     '^'g  >      ■ 

)    -^2  »     • 

dx         Q'i(x, 

x^ 

X^,    . 

■^n) 

dx.. 


ydx  ~  Ö„(.'c,  a;, ,  a;j,  .  .  .  a;„) ' 

in  welchem  die  ^  und  £1  Potenzreilien  von  x,  x^ ,  .<\, ,  . .  .  x„ 
sind,  die  sünmitlich  constante  Glieder  nicht  enthalten,  vorgelegt, 
und  soll  untersucht  werden,  ob  dasselbe  um  x  =  0  herum,  dem 
fl?!  =  0 ,  «0  =  0,  .  .  ,Xn  =  ^  rnfsjirrrhrn  sollen,  eindeutige,  also 
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nach  ganzen  positiven  steigenden  Potenzen  von  x  entiviclielbarc 
Integrale  besitzt,  so  bestimme  man  mit  Hülfe  der  Glieder  niedrig- 
ster Dimension,  wie  die  Gleichungen  (3)  tmd  (4)  es  angeben, 
die  als  endlich  vorausgesetzten  Ordnungszahlen  y,^,  fi.,,  ...  fi„ 
des  Nullwerdens  der  Functionen  Xy,  x^,  .  .  .  Xn  im  Vunete  a;  =  0; 
crgiebt  sich  irgend  eine  derselben  als  rationale  gebrochene  Zahl, 
so  ist  Mar,  dass  die  Integrale  des  Differentialgleichungsystetns 
(59)  tun  x  =  0  herum  nicht  eindeidig  sein  hönnen*).  Sind  jedoch 
ftj ,  ^.^,...^n  ganze  Zahlen,  so  setze  man  den  Gleichungen  (8)  gemäss 

(GO)  Xy  ==  VyX'"'  ,      X2  =  v^xf'-' ,      .   .    .   X„  =  V„X^'n  , 

dann  ergeben  sich  den  Gleichungen  (12)  zufolge  zur  Ermittlung 
der  dem  Werthe  x  =  0  zugehörigen  Werthe  v^",  v^,  .  .  .  ■y^  der 
Variabein  v^,  V2,  .  . .  v„  die  Bestimmungsgleichungen 


(r.i) 


t\{v,\  <,  . 

.  .vl)  =  (A'vl"^'  vi"-' 

•-■vl<+---)u,v,' 

—  [Av1">  vl"^ . . 

.vy -{-...)  =  0 

F,{v^  <,  . 

.  .  ^0^  =  (Fv^.'t;»/*.' 

•..<'*«'+•••)  ^2  V 

—  (Bvf'  vf- . . 

.Ä  +  ...)=0 

Fn{v,%  v.^  . 

. .  vi)  =  (iV"t;f''i;^''^' 

•••<^'''+ •••)."«< 

. 

—  (^NiP^''>  i;0''' . . 

.^;0.„  +  ...)=0. 

Für  ein  Werthesystem  v^^,  v.^,  •  ■  -v^,  icelches  den  Glei- 
chungen (61)  genügt,  aber  zugleich  einen  oder  mehrere  der 
KlammerausdrücJiC  dieser  Gleichungen  zu  Nidl  macht,  iverden 
im  Allgemeinen  für  das  Diff'erentialgleichungsystem  l'cinc  um 
X  ==  0  herum  eindeutigen  Integrale  existiren,  d.  h.  mir,  icenn 
zivischen  den  Coefftcientcn  derselben  ganz  specicllc  numeriscJie 
Relationen  erfüllt  werden,    Icönnte  eine  Ausnahme  eintreten'^*). 


*)  Vorher  war  die  Untersuchung  auch  noch  für  den  Fall,  das3  a-,, 
,c,^,  .  .  .  X  von  rational  gebrochener  Ordnung  Null  werden,  also  um 
X  =  0  herum  verzweigt  sind,  durchgeführt  worden. 

**)  Wir  suchen  in  diesen  Betrachtungen  Kriterien  für  die  Eindeutig- 
keit der  Integrale  ähnlich  denen  zu  gewinnen,  wie  sie  für  den  Funda- 
mentalsatz von  der  Existenz  eindeutiger  Integrale  um  nicht  singulare 
l'unlitc  herum  aufgestellt  wurden,  und  die  nur  von  der  Natur  der  Ent- 

24* 
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Für  die  Lösimgsysteme  von  v^^,  v.^,  •  •  •  '^H  jedoch,  für  ivelche 
li einer  der  Klammerausdrücke  in  (61)  verschwindet,  führen  die 
Snhstitntionen 

(62)     t;,=<  +  ei,    v,  =  v,'^t2>    ...v„  =  vl-^tn 
auf  ein  Differentialgleichungsystem  der  Form 

--l|\^x |^j„+A^+(a„-4P+(U„-4)H- 

dt  *  ^^n 


(63) 


^  ^"  ^  (i\^'<"''. . .  ^-^  •  •  •)  +  ÖT^"-"^«)'  +  (^  .e, , . . .  0'  +•• 

oder  durch  FnttvicMiing  nach  positiven  steigenden  ganzen  Fo- 
tenzen  von  t,  t,^^,  .  .  .tn  auf  das  Bifferentialgleichungsystem 
dt. 


(64) 


d'Q 

t  -^  =  «„iSi    +   «»2^2    +    •   •   •   +   ^««^«   +   ^^'^ 


m  welchem  die  Grössen 

a^^ }  •  ■  '  ttinj  0^ ,  ...  üni ,  .  ■  .  a„„ ,  b,i 
auch  zum  Theil  oder  alle  Null  sein  Icönnen,  und  es  bleibt  somit 
nur   die   Frage   zu   beanttvorten,   ob   ein   Dijferentialgleichung- 
system  von  der  Form  (64)  in  der  Umgebimg  des  Punictcs  t  =  0, 
dem  die   Werthe  der  abhängigen  Variabein 

entsprechen  sollen,  eindeutige^  nach  positiven  steigenden  ganzen 
Potenzen  von  t  entiviclxlbare  Integrale  besitzt,  unabhängig  von 
den  speciellen  numerischen  Werthcn  der  in  die  rechten 
Seiten  der  Differentialgleichungen  eintretenden  Coefficienten. 

Wicklungen  der  rechten  Seiten  der  Differentialgleichungen  und  nicht 
von  den  nnnieribchen  Werthen  der  Coefficienten  dioser  Entwicklungen 
selbst  abhingen. 
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III.    Untcrsnclmn^'  drr  Krifcrieii   für  «lic  Kiiidcufi^kj'it  dci' 
Integrale  oiiK's  IMircroiitial^IcicIiim^syslciiis  i\vv  Konii 
dy 

^'  äi ^ i^^y^'y-^' •••2/")'  +  {^,yu 2/2. •••2/")"  +  •  ••  {Q=h^,--»o 

iii  der  rui^clmu^'  dos  Wertlies  x  =  (),  dem  die  Niilhv<'i*fhe 
der  Integrale  eiitspreeheii. 

1.  Wir  sehen  jetzt  ganz  davon  ab,  wie  wir  auf  das  am 
Ende  des  vorigen  Abschnittes  aufgestellte  System  (64)  ge- 
führt worden  sind,  für  welches  nur  noch  die  Kriterien  dafür 
aufzustellen  waren,  wann  dasselbe  für  verschwindende  un- 
abhängige und  abhängige  Variablen  eindeutige  Integrale  be- 
sitze, sondern  legen  uns  jetzt  ganz  allgemein  die  Frage  vor, 

von  urlchcr  Natur  die  für  x  =  0  verscJavindendcn  Integrale 
des  DitJ'erentiaUjleichimgsystems 

X  '[^  =  Aj,?/,  +  l,.y.,  -\ h  ImVu  +  «1^ 


(1) 


+  ip-',  yy ,  ^2.  •••2/'.)'+  C^';  yu  y-i,  '-ynT-i- 

dx 


*'  -Jt  =  ^2iyi-\-  ^22  y 2  +  •  •  •  +  ^2««/«  +  «2^' 


+  (x,  Vi,  y-i,  ■■■ynf-\-{x,  y/,,  y.,,  ...ynf-\- 


-TZ  =  ^aiy,  +  A,,,?/,  -f \-  K„„ya  -f  a„x 


+  C^';  2/i ,  !/.M  •  •  •  2/")'  +  {-^j  y^y-ii--  y^y  +  •  •  • 

in  der  IJmycbimy  von  x  =  Q  sind. 

Multipliciren  wir,  um  zunächst  das  DitFerentialgleichung- 
system  (1)  auf  ein  einfacheres  zu  reduciren,  die  einzelnen 
Gleichungen  desselben  mit  den  noch  näher  zu  bestimmenden 
constanten  Grössen 

und  addiren  alle  n  Gleichungen,  so  erhält  man 
(2)  X  -j^  [A,y,  -\-  A.,y.,-\ \-  A„y„\  = 

(yl,A,,+Ja,,+  --+J,.A,,,)//,+Uii'li-.+^l2'l22+---+'i'.'l":;)i/.+  -- 

-f  (yli a,-\-A., a., -\ \-A„a „) x -{- {x,  y,  ,//„... y,.)" 

+{xyyi,y-i,---ynf-\ — ; 
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setzt  mau  uun 

(3)  A,y,  +  A,y^  H h  Ä„y,  =  Y, 

und  bestimmt  die  bisher  noch  willkürlichen  Grössen  A^,  A.^, 
. .  .  An  so,  dass 

(4)  (^iA,i+^2A2iH \-AnXni)yi+{A^Xi.^-] h ^»^»2)2/2+ - 

=  P(A,y,  +  ^,y,  +  •  ■  •  +  Ai/«)  =  Pr, 

worin  P  noch  zu  ermitteln  sein   wird,    oder   dass,  wenn  die 
Coefficienten  von  y^,  y^,  •  •  •  yn  einander  gleich  gesetzt  werden, 

MKi  -  P)  +  Ahi  H h  ^nKi  =  0 

^4,A,,  +  A,{X,,  -  P)  +  .  .  .  +  ^„A„2  =  0 
(5) 


MiAi„  +  ^gAs«  H h  ^„(A„„  —  P)  =  0 

wird,    so    folgt,    dass    P   eine    Lösung  der    Gleichung    >i**^" 
Grades 

All   —  -^      '^21 ^nX 


(6) 


0 


Al«  A2;i A„,j   —  P 

sein  muss,  und  dass  sich  zu  jeder  Lösung 

V        V  P 

dieser    Gleichung*)    die    zugehörigen    Werthe    von   A^,  A.,, 


*)  Wir  Avolleu  im  Folgenden  die  im  Allgemeinen  gültige  Voraus- 
setzung machen,  dass  die  n  Lösungen  Pj  ,  P„ ,  ...  Fn  der  Gleichung 
(6)  sämmtlich  verschieden  sind;  will  man  aber  für  ein  bestimmt  vor- 
gelegtes Dift'erentialgleichungsystem  auch  den  Fall  gleicher  Lösungen 
der  Gleichung  (6)  in  Betracht  ziehen,  so  werden  die  folgenden  Schlüsse, 
wie  es  thatsächlich  nachher  geschehen  wird ,  so  zu  moditicireu  sein, 
dass  man  die  Coefficienten  des  Difterentialgloichungsystemes  (1)  sich 
unendlich  wenig  ändern  lllsst,  wodurch  die  Lösungen  der  analogen 
Gleichung  (6)  wieder  unter  einander  verschieden  sein  werden,  und 
dann  in  den  durch  aualytische  Ausdrücke  gefundenen  oder  in  ihrem 
Charakter  bestimmten  Integralen  die  unendlich  wenig  veränderten 
Coefficienten  wieder  ihre  ursprünglichen  Werthe  annehmen  lässt. 
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.  .  .  An  aus  dem  Gleichungsysteme  (5)  ergebeu.     Bezeichnen 
wir  die  zu  Pj  gehörigen  Werthe  dieser  Grössen  mit 

Au,     A>i ,     .  .  .  A„g , 
und  setzen  ferner  der  Gleicliung  (8)  gemäss 

^^l//l    +  All/-    -\ h  ^nlljn    =    Yi 


yAinVi   +  A->„y->  + h  AnnVn  =  Yn  , 

so  werden  vermöge  der  Gleichungen  (4)  und  (7),  aus  denen 
ViiVi^  •  •  •  Vn  sich  homogen  und  linear  durch  Yj,  Y.,,  ...Yn 
mit  Constanten  Coefficienten  ausdrücken  lassen,  die  Differen- 
tialgleichungen (2)  das  nachfolgende  System  liefern: 


(  ^^  =  ^1  ^>  +  ^^^'  +  ^^'  Y.'Y,,  ...  Ynf  + 


rfr, 


(8) 


o;^  =  p,r,  +  «.*•  +  (:^,  Y,,Y,,  ...  Y„y  +  . 


^  "1^^*  =  /".  1',  +  «.^-  +  C^-,  i^i ,  i^2 ;  •  •  •  i'O'  + 


Bezeichnen  wir  nun  wieder  die  abhängigen  Variabein 
dieses  Differentialgleichungsystems  mit  y^ ,  y^,  .  .  .  y,,,  so 
bleibt  uns  für  ein  System  der  Form 


('•0 


^  ^  =  '^^'•^-  +  ^^2^  +  (^'  ^1 '  •  •  •^")'  +  ^^'  ^1'  •••  ^"'>''  + 


</.'/„ 


die  Natur  der  für  x  =  0  verschwindenden  Integrale   in   der 
Umgebung  dieses  Punktes  zu  untersuchen*). 


*)  Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  die  Substitution 


wofür 


(iVr  '^'Jr  1 


^Vr 


—    ■  xr  — .  ■,  also  X  — 

dx        dX   pXl— 1  dx 


1    Y  '^'.'r 
g  dX 
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2.  Wir  wolleu  uuii  zeigen,  dass  mau  unter  einer  für 
die  Grössen  Aj ,  /lg,  .  •  •  A„  gleich  aufzustellenden  Bedingung 
die  nach  positiven  ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitenden 
Entwicklungen 

Vi  "^^  ^11^  ~r  <^i2'^   ~i"  ^13  '^^   T"  ■  ■  ■ 
(10)  

Vn  =  C„lX  +  Cn2  X^  +  (^n-6X^  +   "   '  ' 

so  bestimmen  kann,  dass  sie  formell  dem  Differentialgleichung- 
system (9)  genügen;  wenn  dann  auch  deren  Couvergenz  fest- 
gestellt sein  wird,   so   wird    damit    die   Existenz   eindeutiger 
Integrale  um  ä;  =  0  herum  erwiesen  sein. 
Setzt  man  (10)  in  (9)  ein,  so  folgt 

^X{C^^-\-2C^^X-\-?>C^^X^-\-   •••)    =  ly   (CyyX  4"  6'j  j,  Ä:'  4"  " ')  4"   «,  X 

-\-{x,C^yX-i--';--CniX-{----f-\-'-- 

a;(c2i+2c22a;+ 3c23a;2-f-.)  =  A^  (c,,  rc  +  C22a;2  + •■•)  +  a.a; 
(ll)i  -\-{x,CyyX-\---;  •••c„ia;  + •••)-  +  ••• 

x{c,a-]-2cn2X-\-3CnaX^-\--)=ln{c,aX-\-c„2X^-j-v)-\-cinX 
^{x,c,,x-\---;--c>aX-\----y-{----, 
und  durch  Identificirung  der  Coefficienten  von  x^: 


(12) 


^(^2,u  =  ^2^2/t  -\-  <P2fi 


oder 


(^  —  Ai)ci/,  =  (flu 


i  (ft  —  A„)  6'«^,  =  (p„f,  , 


worin  91^, ,  9)2/1 ,  •  •  •  <Pnfi  Polynome  der  Coefficienten  der  Diffe- 
rentialgleichungen (9)  und  der  Grössen 


wird,  das  System  (9)  in  ein  audena  der  Form 

^j^  =  9KUi-^  ('^ '  ^1  '  2/s .  ■  •  •  .'/„)-  -f  {X,  y,  ,  II.,  ...  i/„y  4-  • 


dy 
^li^  ?^«2/«  +  {^'  2/1  .  2/..  >  ■  •  ■  .'/„)-  +  {X,  2/,  ,  2/,  ,  . .  .  //„)■'+•  •  • 

überführt,  in  welehem  iu  den   Reihen  der  recliten  Seiten  der  Differen- 
tialgleichungen die  erste  Potenz  der  unabhängigen  Variabein  fehlt. 
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mit  gauzzahligen  Coef'ficienten  sind.  Sind  sumit  A, ,  X.^,...k„ 
nicht  ))Ositivc  ganze  Zaiden,  so  erhillt  man  durch  successive 
Berechnung  aus  den  Gleichungen  (12) 

(13)  Ci„  =  tpif,  ,     C2/ti  =  t2^,  ,     ...  C„f,  =  iff, in  , 

worin  die  ^-Functionen  Summen  von  Ausdrücken  bedeuten, 
deren  Zähler  Producte  aus  den  Coefficienten  der  Dift'erential- 
gleichungen  in  ganze  Zahlen  sind ,  und  deren  Nenner  die 
Form  haben 

(A)  1-X,.,  (1-A.)(2-A,),  (1-A,)(2-A,)(3-A,.),  ... 
(1_A,)(2-A.),  ...(iti-A.), 

die  der  Annahme  nach  nicht  Null  sein  können;  wir  wollen 
den  kleinsten  Modul  der  Factoren 

für  alle  r  =  1,  2,  .  .  .  n  mit  7)i  bezeichnen. 

Berechnet  man  nun  alle  Grössen  Ci« ,  .  .  .  c„f,  aus  den 
Gleichungen  (13),  so  werden  die  mit  Hülfe  dieser  Grössen 
gebildeten  Reihen  (10)  jedenfalls  formal  dem  Differential- 
gleichungsystem (9)  Genüge  leisten,  und  es  kommt  nur  noch 
darauf  an  nachzuweisen,  dass  dieselben  in  gewissen  Bereichen 
um  den  Nullpunkt  herum  convergent  sind.  Mag  nun  die 
rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  von  (9)  als  Function  der 
von  einander  unabhängigen  Variabein  x,  y^ ,  y^^  ...  y«  auf- 
gefasst  um  x  =  0 ,  i/,  =  0,  .,.?/„  =  0  herum  Convergeuz- 
kreise  mit  den  Radien  q^,  r,j,  ...ri„,  die  zweite  mit  den 
Radien  q.^,  n^ ,  ...r-i,,,  die  letzte  mit  den  Radien  q„,  r„i, 
.  .  .  fnn  besitzen,  und  werden  die  Coefficienten  des  Gliedes 
^"  Vi' Vi""  •  '  '  y""  ^^  ^^^^'  ei'sten,  zweiten,  .  .  .  Jt'*^"  eben  dieser 
Reihen  mit 

bezeichnet,  so  werden  wegen  der  Oonvergenz  der  Reihen  be- 
kanntlich die  Ausdrücke 

mod  Ac, „. u,...a„Q"i  r;'j  r'/« . . .  r"^n ,  mod -B„ „. „,  . . .,„ (>^' /•';;  >-^ . . . /■'J;- , 
. . .  mod  Na  a,  a,.   a    Q"  r"',  n%...  r"" 
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für  die  unendlich  wachsende  Summe  a  -]-  Ui  -\-  a.^  -\-  ■  ■  ■  -\-  a,, 
gegen  Null  couvergiren,  und  sich  daher  eine  endliche  Grösse 
M  angeben  lassen,  unter  der  alle  diese  Ausdrücke  liegen^ 
so  dass 


'modAaa,a.,...a,^   < 


(14) 


M 


a  ^.a,   A.(/, 


Qi  1 


modiV««^ „,...«„  < 


M 


^n     7ii     n2  '  '  '     nn 


ist,  und  wenn  nun  die  kleinste  der  Grössen  q^  ,  q.^,  ...  q„ 
mit  Q  und  die  kleinste  der  Grössen  ria,  »"a«,  ••.>'««  niit  r„ 
bezeichnet  wird,  so  werden  um  so  mehr. 

M 

(15)   mod^ß„,a^,...a^,  ...modiVa«. «„...«„  < 


o"  r"i  r"2      r  " 


sein. 


Setzt  mau  somit  in  den  Reihen  (10)  für  die  c-Grössen 
diejenigen  Werthe,  welche  aus  den  oben  in  (13)  gefundenen 
Ausdrücken  dadurch  hervorgehen,  dass  man  statt  der  einzelnen 
Glieder  ihre  Moduln,  statt  der  Moduln  von  A,  B,  .  .  .  N  die 
durch  (15)  gegebenen  oberen  Grenzen  substituirt,  und  ausser- 
dem die  Moduln  der  Nenner  der  ^^j-Grössen,  deren  Form 
durch  (A)  angezeigt  ist,  noch  dadurch  kleiner,  also  die 
Moduln  der  il^yj  noch  dadurch  grösser  macht,  dass  man  die 
Moduln  der  Ausdrücke 

1     /.;•  ,  ^    /.,•  ,  Ö     A;-  ,       .     .     . 

durch   den   oben   bezeichneten   kleinsten   ihrer   Moduln  7n  «er- 
setzt, so  mögen  Vi/. ,  i^2,c ,  •  •  •  tn,u  in 

(16)  Ci^,   =  Xl/u  ,       C'tft   =  X2/<  ,        •     •     •     Cnfi   ==  X„f' 

übergehen,  und  es  ist  klar,  dass,  wenn   die  Convergenz  der 
Reihen 


lY,  =  Cn^-{-C,,x'  +  C,,x''  + 


(17) 


l  Y„  =  CnlX  +  ('„.x"  +  C„,x'  + 
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festgestellt   werden  kann,    auch    die  Convergenz   der  Ueihen 
(10)  erwiesen  sein  wird. 

Bildet  man  aber  die  Gleichungen 


B— 1   n 

mr).,=   ^   x+  ^,  x'-{-  -,r]i--\ h  ,.^,^'<"+ — -«^i  +  ■ 

+  - ^-  Vn-iVn-] 


(18) 


M        .    M     .,    ,     M      .,    ,         ,    M       .,    ,     M  , 


,31  . 

-r- — -  Vn-iVn  -r 


SO  werden  dieselben  nach  dem  in  III,  7.  des  ersten  Kapitels  be- 
wiesenen Satze  jedenfalls  durch  convergirende  Potenzreihen 
befriedigt  werden  können,  weil  die  Functionaldeterminaute 
dieser  Gleichungen  für  x  =  0,  7]^  =  0,  .  .  .  r]^  =  0  den  Werth 

m     0  ...  0 
0     m  .  .  .  0 


0     0  .  .  .  m 


annimmt,  welcher  von  Null  verschieden  ist;  setzt  man  diese 
Potenzreiheu  nun  mit  unbestimmten  Coefficienten  au 


(19) 


Vi 

=  /^u 

'■  +  A-i 

._.x- 

+  /m.^"^ 

+  ■• 

Vn 

=  n"«l 

X  +  Ä-, 

^x- 

+  A-„3  x^ 

'+■ 

und  führt  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (18)  ein,  um  die 
k  zu  bestimmen,  so  erhält  mau  die  folgenden  identisch  zu 
erfüllenden  Gleichunjren 


380  Fünftes  Kapitel. 

31       ,    M     .,   .    M 


(20) 


m 


(Jc,^x-^Jc,,:r-{-..-)==^x-\-^,x'-{-t^,(k,,x-\-k,,x^-\--'^'-^. 


n 

M 

+  7 T  Q^'u-nx  +  •••)  (f'niX -{-■■■) 

-f 


m{lin\X-\-li„'->x'-{--)  =  —  x-\ — ^  x^  -\-  --,  (/i'i ia;+/i-,._,x^ -f- ■••)--}- • 

11 

+  77  ^(^^11^  +  K^  +  •••)  +  - 

Vi 

^n—l '  n 
+ 

Durch  Identificirung  der  Coefficienteu  von  x^'  ergiebt  sich 

(21)  mh/,  =  ^iu,     w/t2^  =  ^2/o     .  •  •  mJc„u  =  0„f,, 

worin  die  Grössen  ^ift ,  ^•2/i< ,  •  •  •  ^«,<(  Polynome  der  Coeffi 
cienten    der    rechten    Seiten   der   Gleichungen   (20)    und    der 
Grössen 

/Cjl  ,     ...  h'l/u—l  ,        IC.^i  7     •   •   •  '^2,u-l)     '  •  •  ''Hl;     •    •  •  "'«,((—1 

mit  ganzzahligen  Coefficienten  sind,  und  man  sieht  sogleich 
durcli  Vergleichung  mit  (11),  (12)  und  (13),  dass  die  A'  un- 
mittelbar aus  den  c  hervorgehen,  wenn  statt  der  Moduln  der 
Grössen  A,  B,  ...  2V^  die  durch  (15)  gegebenen  oberen 
Grenzen  und  statt  der  Moduln  der  Ausdrücke  1  — A,.,  2  —  A,,... 
der  kleinste  derselben  m  substituirt  wird,  d.  h.  dass 

(22)  Ca(i  =  '('a^i 

ist.  Da  nun  die  Reihen  (19)  convergent  waren,  so  sind  es 
auch  die  Reihen  (17)  und  daher  auch  aus  den  angegebenen 
Gründen  die  Reihen  (10),  und  wir  erhalten  somit  den  folgen- 
den wichtigen  Satz: 
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Das  System  von  Diß'crmtialgleichiingen 


(23) 


X  -^  =  L,y.,  +  a.,x 4- {x,  y, ,  y,,  ...y,.)^+(a;,  y, ,  y.,,  ...?/„)•'+•• 


//«i,  iccnn  Aj ,  Ao ,  .  .  .  A„  n?c/i^  positive  ganze  Zahlen  bedeuten, 
ein  um  x  =  0  herum  eindeutiges  Infegrnlsystem,  dessen  Elemente 
für  X  =  0  sämmtlich  verschivinden;  dahei  lönnen  einzelne  der 
Integralelemente  oder  auch  alle  identisch  verschivinden. 

Da  nun  die  Gleichungen  (9)  aus  (1)  vermöge  der  Sub- 
stitutionen (7)  abgeleitet  sind,  so  werden  also  auch  in  diesem 
Falle  die  Integrale  y^,  i/o ,  •••?/«  f^^s  Systemes  (1)  um  x  ==  0 
herum  eindeutige  Functionen  von  x  sein,  wobei  jedoch  für  die 
Keduction  vorausgesetzt  werden  musste,  dass  die  Gleichung 
(6)  nur  verschiedene  Lösungen  besitzt. 

Beachtet  man  jedoch,  dass  für  den  Fall  gleicher  Lösungen 
eine  unendlich  kleine  Variation  der  Coefficienten  des  Diffe- 
rentialgleichungsystems für  die  neue  Gleichung  (6)  verschie- 
dene Lösungen,  also  für  das  neue  DiflFerentialgleichungsystem 
eindeutige  Integrale  liefern  wird,  und  dass,  wenn  man  diese 
Variationen  wieder  verschwinden  lässt,  keiner  der  Coefficienten 
der  lutegralreihen  unendlich  werden  kann,  so  erkennt  man 
die  allgemeine  Gültigkeit  des  eben  ausgesprochenen  Satzes 
für  das  Differentialgleichungsystem  (1)  ohne  jegliche  Be- 
schränkung für  die  Lösungen  der  Gleichung  (6). 

3.  Man  lann  nun  leicht  einsehen,  dass  das  Differential- 
glcichungsystem  (23)  nur  dieses  eine  um  x  =  0  hemm  eindeutige 
Integral  System  besitzt,  für  tcelclics  alle  Integralclcmente  für  a:  =  < ) 
verschwinden,  ivic  man  auch  in  diesen  FunJä  eintreten  mag. 

Denn  angenommen  es  bestünde  ausser  dem  eindeutigen 

lutegralsysteme 

^h,      ^h,     ■   ■   '  Vn 

noch  ein  anderes,  das  wir  in  die  Form  setzen  wollen 

^/i  +  Yi ,     1},  +  };  ,     ...  rjn  +  Y„ , 
so    dass    auch    1\,   Y.,,  ...  T,.   für  x  =  0    verschwinden,    so 
würde  für  v  =  \,  2,  .  .  .  n  identisch  erfüllt  sein 
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(24)     a;  -^  =  A,  »^  +  a,x  +  (j-,  t;,  ,  t].^,  ...  ?/„-  + 

und  durch  Abziehen 
dY 
dx 


(25)  ..        ^^^ 

ICHCll 

(26)  a;  -T—  =  A,,  F,.  +  [a:,  <»?, ,  .  .  .  t^, ,  T, ,  . .  .T,,] , 


(für  v  =  1,  2,  .  . .  w)  , 
worin  die  Klammer  [x,  ti^  ,  .  .  .  rin ,   Y^,  .  .  .  Y„]  nicht  Posten 
enthält,  welche  nur  aus  den  Grossen  x,  rj^,  ...  }]„  zusammen- 
gesetzt sind,  da  alle  diese  beim  Abziehen  fortfielen. 

Sei  nun 

Vq  =  Cqi^  +  %^^  +  •  •  • 

Y(,  =  C(,iX  +  C(,.^x"  +  •  ■  • , 
und   Yf,   diejenige   der   Grössen   Y^ ,   Y2,  .  .  .  Y,, ,   welche   mit 
dem  kleinsten  Exponenten  von  x  in  ihrer  Entwicklung 

(27)  Yf.  =  Cf,„x-  -f  Cf,a+ix'^+'  -\ 

beginnt,   so  wird  sich  aus   der  fi.*™  Differentialgleichung   des 

Systemes  (26) 

dY 

(28)  X  ^^  =  If.  Yf,  -f  Ix,  t?i,  •>?, , .  ..r;„ ,  F^,  Y^, ...  Z„] 

durch  Einsetzen  aller  Reihenentwicklungen  von  Y^,  Yo,...5', 

(29)  xipG.aX'^-^  +  (ö  +  1)  0/,a+l^"  H ) 

=  h{G^.aX"  +  0,..+!^;''+^  +  •••)  +  ^i'i^"+'  +  ^^^2^"+'  +  •  •  • 
ergeben,    weil    die    anderen   Y  mindestens   mit  Xa    beginnen 
und  entweder  noch   mit  x  oder  i^^  oder  Yt  multiplicirt  sind; 
daraus  würde  aber  folgen 

(30)  öC^(a  =  A^<  Q'ff> 

d.  h.  es  wäre  A^  =  (?  gegen  die  Voraussetzung  eine  ganze 
positive  Zahl,  und  es  giebt  somit,  wie  oben  behauptet  wurde, 
nur  ein  um  a;  =  0  herum  verschwindendes  eindeutiges  Integral- 
.system  der  Differentialgleichungen  (23). 

Um  nun  zu  dem  oben  ausgeschlossenen  Falle  über- 
zugehen, in  welchem  einer  oder  mehrere  der  in  den  Differential- 
gleichungen (9)  auftretenden  Coefficienten  der  ersten  Foten^cti 
der  abJtänyigcn  Variabein  Aj ,  A^ ,  .  .  .  A„  positive  ganze  Zahlen 
sind,  schicken  wir  den  iblüenden  llülfsatz  voraus. 
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4.  Sind  Aj ,  X^t  ■  •  •  ^n  zunächst  noch  beliebige  Zahlen, 
mir  den  Fall  ausgenommen,  dass  eine  dieser  Grössen  der  J'Jin- 
hcit  gleich  ist,  und  bemerkt  man,  dass,  wenn  y, ,  .  .  .  y„  ein- 
deutige Integrale  des  Systems  ()))  sein  sollen,  sich  aus  den 
einzelnen  Diöerentialgleichungen 

(30  (!'A  =     "■        {vA  ==  _  «^       •  •  •  ('^W  --^ 

^     ^      \xIq  1  —  ii'       \x)q  1  -   ;ij  '  \x/o  1  — in 

ergiebt,  so  wird  sich  durch  die  Substitutionen 


(:i2) 


^«=-(^;":^f+^n)a;, 


wie  mau  sofort  sieht,   aus  den  Gleichungen  (9)  das  folgende 
System  von  Differentialgleichungen  ergeben: 

-j^  =  iK  —  ^)nx  +  ßiX-\-  {x,  Vi,  V21---  V',y -}-■■- 


(33) 


^  -^  =  (^2  —   0  ^2  +  ß2^+  i^,    Vi,  Vi,---  '/")'  + 


dri 

^-ä^  =  U»  —^)Vn  +  ßnX-\-  {X,  r;,  ,%,,...  Vnf  +  ' 


in  welchen  vermöge  der  Gleichungen  (31)  dem  x  =  0  die 
Anfangswerthe  t]^  =  tj.,  =  •  •  ■  =  ijn  =  0  entsprechen,  und 
worin  die  reellen  Theile  der  Coefficienten  von  resp.  7]^ ,  ■»;._, , 
. .  .  rjn  um  eine  Einheit  kleiner  sind  als  die  entsprechenden 
Coefficienten  in  dem  Diflferentialgleichungsystem  (9);  wendet 
man  auf  das  System  (33)  wiederum  Substitutionen  analog 
(32)  an,  indem  man  annimmt,  dass  keine  der  Grössen  Aj  —  1, 
^2  —  1,  .  . .  A„  —  1  der  Einheit  gleich  war,  so  erhält  man 
wieder  n  entsprechende  Diöerentialgleichungen,  für  welche  die 
reellen  Theile  der  Coefficienten  der  ersten  Potenzen  der  ab- 
hängigen Variabein  um  zwei  Einheiten  kleiner  sind  als  die  ent- 
sprechenden  im  Systeme  (9),  u.  s.  w.  Auf  diese  Weise  wird  man 
entweder  zu  einem  Differentialgleichungsysteme  kommen,  in 
welchem  die  ersten  s  Gleichungen  zu  Coefficienten  von  resp. 
Vu  V-2,  '  '  ■  Vf  ^^^  Einheit  haben,  also  das  System  die  Form  hat 
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(34) 


dx 


dri 


-^  ==»?.  +  r.a:  +  {x,  ni,V2,--- Vn)-  + 


X  -~ 


dr} 


f+i 


dx 


k,+ir},+i-\-ye+iX-^{x,  ^i,r].>,  ...7?„)-  +  . 


-J^  =  ^nVn  +  ynOC  -\-   {x,  r}^ ,  7}.^ ,  .  .  .  7},)-  H , 

oder  man  wird  bei  der  Reduction  überhaupt  nicht  auf  Coeffi- 
cienten  der  ersten  Potenz  der  abhängigen  Variabehi  geführt, 
welche  der  Einheit  gleich  sind,  und  dann  wird  man  die 
reellen  Theile  dieser  Coefficienten  durch  successive  Anwendung 
der  Substitutionen  (32)  offenbar  zu  Null  oder  negativ  machen 
können,  und  wir  finden  somit, 

dass  das  Differentialgleichungsystem  (9)  durch  successiv  an- 
gewandte Substitutionen  von  der  Form  (32)  in  ein  ähnliches  um- 
geformt werden  kann,  in  welchem  entweder  die  reellen  Theile 
der  Coefficienten  der  ersten  Potenzen  von  yj^,  rj.,,...  rjn  sämmtlich 
Nidl  oder  negativ  sind,  oder  in  ein  solches,  in  welchem  mindestens 
einer  dieser  Coefficienten  die  positive  Einheit  ist,  ausserdem  dem 
X  =  0  die   Werthe  ^^  =  ■>?2  =  *■•  =  ''?»  =  0  entsprechen. 

5.  Betrachten  wir  also  den  noch  zu  behandelnden  Fall, 
in  welchem  eine  oder  mehrere  der  Grössen  Aj ,  X.^}  •  •  •  ^n 
der  Differentialgleichungen  (9)  positive  ganze  Zahlen  sind, 
so  wird  sich  jedenfalls  dieses  System  nach  dem  eben  be- 
wiesenen Hülfsatze  in  eines  der  Form  transformiren  lassen 

^==Y,-^a,x-^{x,  Y,,  ...r„y^  +  ... 


(35) 


dY, 

dx 


=  r,  +  a,^  +  (a;,  Y,,  ...  Y^f  + 


dY, 


i+i 


7lx      ^  ^^^'  -^^+1  +  "^+1-'*''  +  (^'  ^\i--  i^«)'  + 


dY. 


'df  ^  ^"  -^"  +  "'"•'^'  +  ^•'^'    ^'^ '  •  •  •  ^'")'  "• ' 
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und  es  ist  zu  untersuchen,  oh  dieses  für  a:  =  0 ,  wofür 
y,  =  Y.j.  =  '  •  ■  =  Yn  =  0  sind,  eindeutige  Integrale  besitzen 
kann.     Auu'enonimen  nun  es  wäre 


(:}(;) 


Yi  =  c,ix'  +  Cj.jr  4- 


so  folgte  durch  Einsetzen  z.  B.  in  die  erste  der  Gleichungen  (35) 
x{c,y  +  2c,,,a;  H )  =  c^i^x  +  c,,a;-  +  •  •  • 


+  a,x-]r{x,  c^^x-\- 


CnlX  -\ /  + 


also  giebt  es  im  Allgemeinen  kein  eindeutiges  Integral,  da 
sonst  üy  =  0  sein  müsste. 

Ist  also  eine  der  Grössen  A^ ,  A^ ,  . . .  A«  in  den  Dißeren- 
tidlgleicliungen  (9)  eine  positive  ganze  Zahl,  so  hat  das  TJiff'e- 
rentialgleichimgsystein  im  Allgemeinen  Icein  um  x  =  0  ein- 
deutiges Intcgralsysiem. 

In  dem  sx^e ciellen  Falle,  dass  in  den  Differentialgleichungen 
(35)  die  Grössen  a^ ,  «g  >  •  •  •  «a-  Null  sind,  also  die  Differential- 
gleichungen lauten 


(37) 


dx 


=  Y,  +  {x,  r,,  ...  Y„y-{- 


dY 


a;  -j^  =  .«„  r„  +  ünX  -f  (a-,  Fl ,  ...  I,,)"  + 


worin  fiA-fi ,  •...«;.  willkürliche  Grössen  bedeuten,  die  nur 
der  Bedingung  unterlagen,  dass  keine  von  ihnen  der  positiven 
Einheit  gleich  ist,  mache  man  die  Substitutionen 

(38)  Y,  =  xZ, ,  Y,  =  xZ,,  ...  r,  =  xZ,, 
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(39)  r,.+.  =  -  (^-.  +  2,+,)  X,  . . .  r.  =  -  (^,  +  x,,)^, 

uiul  erbiilt,  wie  unmittelbar  zu  sehen,  ein  Differentialgleichung- 
system der  Form 


dZ, 


(40) 


a^=c,.-]-{x,z„z,,...z„y+(x,z„...z„y-\- 


^^k+i 


dx 


=  {iln-\)Zn-\-Kx-^{x,Z,,...Z„y-\- 


Ist  nun  keine  der  Grössen  ^k-\-\ ,  •  ■  •  ft«  eine  positive 
ganze  Zahl,  so  würde,  da  die  ersten  /.;  Gleichungen  des 
Systemes  (40)  mit  x  multiplicirt  wieder  die  frühere  Form 
annehmen,  in  welcher  die  A  den  oben  nicht  ausgenommenen 
Werth  Null  haben,  das  Differentialgleichungsystem  (40),  weil 
keine  der  neuen  A-Grössen  einen  positiven  ganzen  Werth  hat, 
eindeutige  verschwindende  Integrale  hohen,  und  ausserdem  un- 
endlich viele  Systeme  eindeutiger  nicht  verschwindender  Integrale, 
weil  man  für  x  =  0  die  Werthe  Zi  =  ^i,  Z^  =  t,.i,  .  .  .  Zk  =  tk 
willkürlich  wählen  kann,  wenn  diese  nur  noch  in  die  Conver- 
jxenzbereiche  der  Reihen  auf  den  rechten  Seiten  der  Differen- 
tialgleichungen  (40)  fallen,  und  die  Substitutionen 

Z^    =    t,^    -\-   Zl,        Z2   =    i>2    ~\~    ^'i  1        .     .     .     Z,i  =    In   +   Z„ 

die  Form  der  Gleichungen  (40)  nicht  ändern;  war  aber  eine 
der  Grössen  fiA-t-i ,  •  •  •  i^i,,  eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  es 
auch  eine  der  Zahlen  jtiA+i  —  1,  .  .  •  ft«  —  1  des  Systemes  (40) 
z.  B.  ^A-fi  —  1,  die  zugleich  die  kleinste  dieser  positiven 
«»•anzen  Zahlen  sein  mag,  und  macht  man  dann  die  Substitu- 
tionen 

(41)        ;?,  =  (r,  +  «,)«:.    ■  •  ■  -J^»  =  (7V  +  'i)^-, 

^'+-  =  -  (Cr-  +  '■'+')- .  ■  •  •  >^.  =  -  (,,,""  .  +  ■''■)  ■■■ . 
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so  gehen  die  ÜiÖ'erentialgleichungeii  (40)  über  iu 

'x^^  =  -  T,  -j- A.x  +  (^,  T,,  ...T„y  +  ... 


(42) 


X  ^J^  =  -  7\  +  A,x  +  (x'    1\,  ...  l\f  +  .  .  . 


Da  nun  die  l  der  ersten  Ic  Gleichungen  die  negative 
Einheit  sind,  so  kann  man,  wenn  nicht  schon  ^i^-^i  —  2  =  1 
geworden  ist,  wieder  die  früheren  Substitutionen  anwenden, 
bis  der  Coefficient  von  Tii_|_i  in  der  J:  -\-  1*®"  Dijffereutial- 
gleichung  wieder  die  positive  Einheit  ist;  sind  dann  die  ent- 
sprechenden Coefßcienteu  der  folgenden  Gleichungen  nicht 
ganze  Zahlen,  so  muss  wieder  die  entsprechende  Grösse 
^x-f-i  verschwinden,  wenn  das  System  eindeutige  Integrale 
haben  soll,  und  wenn  sie  nicht  verschwindet,  so  hat  sie 
nicht  eindeutige  Integrale;  so  schliesst  man  weiter  und  findet 
also 

dass,  tvoDi  die  Coefficknten  der  erstell  x-Fotenzeii  in  den 
so  transformirtcn  Glcichumjen ,  in  ivelclien  der  Coefficient  der 
entsprechenden  ahhümjigeii  Variabein  der  j)Ositiven  Einheit  gleich 
ist,  verschivinden,  das  Krsprüncjliche  Diff'erentiah/IeicJiioigsystem 
unendlich  viele  eindeutige  Integralsijstcmc  um  x  =  0  lieruni  mit 
verschtvindcnden  Infcgrahverthen  besitzt. 

Fassen  wir  die  in  diesem  Abschnitte  gefundenen  Resultate 
zusammen,  so  erhalten  wir  den  folgenden  Satz: 

im  SU  bcurfheilcn,  ob  das  Diffcrcnlialglrichungsystem 


^  ''U^x  ^^n'Ji-\ f- ^i"i/n  +  ai .1  +  ( .r,  g, ,  ?/,,  . 

••?/.)-'  + 

(•i'^') 

\^''J 

..//j-  + 
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für  X  =  0  vcrschivindende  und  um    diesen  Punlä   lio'nni  ein- 
deutige Integrale  besitze,  löse  man  die  Gleichung 

Ajj    A        /toi '^«1 


(44) 


^12 


^22 


A„2 


Am«  A 


=  0 


AlTi  A2n 

auf;  ist  dann  lieine  der  n  Lösungen 

Al  j    '^2  )    •  •   •  A,j 

dieser  Gleichung  eine  positive  ganze  Zahl,  so  existirt  ein  und 
nur  ein  um  den  PunM  x  =  0  herum  eindeutiges  Integral- 
system, ivelches  für  x  =  0,  in  ivelcher  Bichtung  man  auch  in 
diesen  Punkt  eintritt,  verschtvindet;   befinden  sich  jedoch  unter 


den  Grössen  Aj ,  Ag 


A„  positive  ganze  Zahlen,  so  hat  das 


Differentialgleichungsystem  (43)  im  Allgemeinen  kein  derartiges 
um  x='0  eindeutiges  Integralsystem.  Bestimmt  tnan  im  letzteren 
Falle  n^  Grössen  A^y  durch  die  n  Gleichungsysteme 

Au{Ki  —  ^^)  +  ^2.A^i  +  ■  •  •  +  An,ln\  =  0 

/.r\  Au^i2   ~\~   •^2«(A22   ■^t)   "f"   *  '  '   "1"   -^ns  ^Ji2  =  0 


'Ais  Aln  -f-  A^i  A2«    -j- ~r  Aiuf^nn  ^j 

und  transformirt  zunächst  die  abhängigen  Variabein  des  Diffe- 
rentialgleichungsystems (43)  durch  die  Suhstitnfionm 

AiVi  +  An!/2  H f-  ^niy^  =  i\ 


^yiinyi  +  A2Hy2  +  •  •  •  +  ^««?/«  =  Yn, 
so  dass  das  Bifferentialgleichungsystem  (43)  in 


(47) 


dY, 


dx 
dY, 


=  l,Y,-\-a,x-{-ix,  Y„Y„  ...  )-f-{- 


X  -;:  =  k,Y,  +  a,x  +  {x,  Y„  Y„  .  .  .  T,,)'  + 


dx 


dl 


X~=  In  Yn  +  KnX  +  {x,    Y^  ,    ^g,    .  .  •  r„)""'  + 


dx 
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ühenjdit,  so  Jcann  man  durch  successiv  angewandte  Transforma- 
tionen der  Form 


(48) 


Y.--{^,  +  n) 


das  Difijerentialgleichungsystem  in  eines  von  der  Form 


(49) 


'^Vk+i 


dx 


iik+ir}k+i  +  ak+iX-\-(x,  i?i,7?,,  ...»?„)'+• 


^^«  ,  ,        /  NO       , 

-^  =  ft«»?«  +  a,,x  +  (a;,  >?i,  r},,  ...  7/„)-  + 


verwandeln,  in  welchem  die  Grössen  (ik+i,  i^x+i'j  -  •  •  ^n  nicht 
mehr  positive  (janze  Zahlen  sind,  ivobei  Je  =  n  werden  kann; 
dieses  Difl'erentudijleichnny System  nun,  also  auch  das  vorgelegte, 
tvird  dann  und  nur  dann,  ivenn 

ist,  um  X  =  0  herum  eindeutige,  für  das  vorgelegte  System  in 
X  =  0  verschwindende  Integralsystcme  und  zwar  utundUclt 
viele  solche  besitzen. 
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IV.  riitersuclmii^  der  Natur  uiul  der  Kriterien  der  nicht 
eindeutigen  Integrale  eines  DiH'erentialgleicIiuugsystems  der 

Form 

X  j^:  =  {x,yi,y^i,...y,)'  -\-  {x,y„y.2,...ynf  -V ■■■  (p  =  l,2,...n) 

in  der  Umgebung  des  Wertlies  x  =  0 ,  dem  die  Nullwerthe 
der  Integrale  entsprechen. 

Denken  wir  uns  das  Differentialgleichungsystem  (1)  des 
vorigen  Abschnittes  durch  die  dort  angegebenen  Substitutionen 
wieder  auf  die  Form  reducirt 

X  i^'  =Kyi  +  ti,x-\-{x,  tj^,  y.,,  ...  y„y  H 


(1) 


X 


dx 
dx 


Ky^  -\-  a-iOC -\- {x ,  y,,  ?/2 ,  ...  ynf  + 


^J^  =  ^'^Vn  +  ««^  +  (^  ,    !/l  ;   2/2  ;    ■  •  •  2/«)'  + 


für  welches  vorher  die  Bedingungen  für  die  Existenz  ein- 
deutiger Integrale  festgestellt  waren,  und  legen  wir  uns  nun- 
mehr für  das  Differentialgleichungsystem  (1)  die  Frage  nach 
der  Natur  und  Anzahl  der  für  x  =  0  verschwindenden  und 
in  der  Umgebung  dieses  Punktes  gültigen  mehrdeutigen 
Integralsysteme  vor. 

1.  Nehmen  wir  an,  dass 

I.    lieine  der   Grössen  A, ,   A^ ,  .  .  .  A„    eine  positive  yanzc 
Zahl  ist, 
und  betrachten  den  Fall, 

A)  in  tvelchem  die  reellen  Tlieile  sümmtlieher  X-GrÖssen 
negativ  oder  Ntdl  sind. 

Seien  die  um  x  =  0  eindeutigen  Integrale,  deren  Existenz 
vorher  nachgewiesen  war,  und  die  für  x  =  0  verschwinden, 
Vip  V2>  •  •  •  Vnj  und  sei  irgend  ein  anderes  in  a;  =  0  eben- 
falls verschwindendes  Integralsystem 

Vi  +  ^'i,     >J,-{-Y2,     •  ••  Vn  +  Y„, 
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80  würde  nach  Gleicliun^  (2())  des    vorigen  Abschnittes  das 
System  entstehen: 


i'-i) 


</Y, 
dx 


=  A,  F,  +  \x,  /;, ,  .  ..rj,.,   Y^  ,  ...  Y„\ 


•Vn,      l'l,     • 


worin  die  Klammern  keine  l'osten  enthalten,  die  nur  ans  ilcii 
Grössen  a;,  tji ,  ...  r/„  zusammengesetzt  sind.  Ersetzt  mau  iu 
den  CJleichungeu  (2)  >;, ,  rj.,,  ...  rj^  diircli  ilire  nach  positiven 
ganzen  steigenden  Potenzen  von  x  fortschreitenden  lieihen, 
so  jxeheu  dieselben  über  in 


(3) 


dY, 
dx 


=  X,Y,+[x,  Y,, 


Yn\ 


dY. 


dx 


—  An  In   ~f"  L^',     -tj  ,     ...    Y n\n  j 


worin  auf  den  rechten  Seiten  in  den  Klammern  nur  Ver- 
bindungen von  X  mit  Y^ ,  ...  Y^  oder  dieser  letzteren  Grössen 
unter  einander  vorkommen,  und  diese  Transformation  gilt 
auch  noch,  wenn  die  A^ ,  .  .  .  A„  gar  keiner  Bedingung  unter- 
worfen waren.  Sondert  man  nun  von  der  Klammer  der 
rechten  Seite  der  ersten  Gleichung  (3)  die  reinen  Yj- Potenzen 
ab,  und  ähnlich  die  Yg?  •••  Y„- Potenzen  für  die  übrigen 
Gleichungen,  so  erhält  man: 


(     dY, 

X    , 
dx 


(4) 


ilCA. +  c-„  F.  +  r....  iv  +  c,,  y,--' +  •  ■  ■) 
-\-\x,  r,,  Y,,  ...  rj, 


dx 


Y„  ^K  +  r,„  Y„  +  c„,  Yl  +  ^,.3  y:  +  •  •  •) 
+  U",    ^'m    ^1^    ■  ■  ■  Y']'>y 


worin  die  k'himmor  (.f,  Yy ,  Y.^,  ...  Y„\n.  nur  Yi  mit  Potenzen 
von  X  und  Yj ,  .  .  .  Yn-i ,  Y^+i ,  .  .  .  Y„  verbunden  enthält 
und  weder  eine  .i'-Potenz  für  sich  noch  eine  der  Grössen 
1\ ,  ...  Y„  mit  einer  Constanten  niultiplicirt. 
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2,  Es  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass,  wenn  mau  be- 
weisen kann,  dass  ein  System  von  mir  einer  derartigen  Difj't- 
rentialfjleicliung  mit  einem  negativen  oder  verschwindenden  reellen 
Theile  des  l  überhaupt  kein  für  x  =  0  verschwindendes  Integral 
hat,  auch  Systeme  von  solchen  Differentialgleichungen  (4), 
in  denen  sämmtliche  A  einen  negativen  oder  verschwindenden 
reellen  Theil  haben,  keine  in  ic  =  0  verschwindenden  Integrale 
besitzen  werden.  Da  sich  aber  eine  solche  Differentialgleichung 
in  die  Form  setzen  lässt: 

(5)        x^^=Y{X-\-c,Y+c,Y-'  +  .-)-}-xYcp{x,Y), 

worin   (p  (x,  Y)  nach  ganzen  Potenzen   von   x  und    Y  fort- 
schreitet, so  folgt 

dY  dx    f^  (p{x,  Y)  dx 


Y(;i-f  Ci  r-f  c^r^-^ — )       x    '   i-j-^y  +  c^y^  ■] — ' 
oder 

dY  2  '^'^     \_     (p{x,  Y)  dx 

y(x  +  |r+...)~      -        i  +  'fY+...' 

wenn  X  von  Nidl  verschieden  ist. 

Entwickelt  man  nun  die  Quotienten  in  Potenzreihen,  so 
ergiebt  sich 

'^y{^ -'i^+--)  =  ^'^x  +  ^<^^''  ^'^ '^^' 

oder 

(6)  ^^'  -  (-/  +  C,  Y  +  C,  Y'  +  •■•)  ,7  r  =  A  ^'  +  ^  {x,  Y)  dx , 

worin  ^(a;,   Y)  eine  nach   positiven   ganzen  Potenzen  von  x 
und   Y  fortschreitende  Reihe  bedeutet. 

Angenommen  nun  diese  Gleichung  hätte  längs  einer  be- 
stimmten vom  Nullpunkt  ausgehenden  Curve  ein  Integral, 
welches  auf  dieser  Linie  für  x==0  selbst  verschwindet,  und 
es  entspräche  dem  x  =  Xq  dieser  Curve  der  Werlh  Y=  Y^, 
so  würde  man,  indem  längs  dieser  Linie  integrirt  wird, 
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X 

^^n'  r,^  -  [l  (Y-  lo)  +  •  •  •]=  log  {^^^Jrpix,  T)  dx 
oder  einfacher 

(7)  ,og2:  =  i„g(^-)'  +  , 

erhalten,  worin  £  eine  Grösse  bedeutet,  welche  für  x  =  x'„ 
verschwindet  und  einen  endlichen  Werth  A  annimmt,  wenn 
X  gegen  Null  convergirt,  so  dass  man 

a  =  A  -{-  s^ 

setzen  kann,  worin  £,  für  x  =  0  selbst  Null  wird;  danach 
ergiebt  sich  aus  (7): 

Setzt  man  nun 

X  =  re^'     und     A  =  a  -|-  /i< , 
so  folgt  aus  (8) 


3"o         r?«-/*^*^» 


,A'i  /).l4-*i 


worin  jK^  eine  reelle  Grösse  bedeutet,  und  da  nun,  wenn  x 
sich  der  Null  nähert,  r  unendlich  klein  wird,  so  wird  )•", 
wenn  a  als  reeller  Theil  von  A  negativ  ist,  unendlich  gross, 
während  Y  Null  werden  soll,  also  die  linke  Seite  Null,  die 
rechte,  weil  B^^  gegen  Null  convergirt,  und  -0-  ein  endlicher 
bestimmter  Winkel,  nämlich  der  Richtungswinkel  der  von 
a;  =  0  ausgehenden  Curve  ist,  unendlich  gross,  also  unmög- 
lich; ist  aber  «  =  0,  so  wird  die  rechte  Seite  endlich  und 
von  Null  verschieden,  was  ebenfalls  nicht  angeht,  da  Y  der 
Voraussetzung  nach  für  x  =  0  verschwinden  soll. 

Ist  jedoch  i)i  der  Gleichung  (ö)  A  =  0,   so   dass  dieselbe 
die  Form  annimmt 

(0)      X  '^  =  a,„  1-  4-  a,„+ .  1''"+'  H yx  Ycpix,  Y) , 

so  ist  zunächst  leicht  ersichtlich,  dass,  wenn  alle  CJrössen 
(10)  (i,„  =  ii,„+t  =  rt,«+s  =  •  •  •  =  0 

sind,  die  Diü'erentialgleichung  also  in 
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^  -  =  Y(p{x,  Y)     oder     -„-  =  9^(^',  Y)  dx 
übergeht,   der   eben   angewandten   Schlussweise    zufolge   sich 

/  <j)(x,  Y)dx 

ergiebt,  was,  da  A  endlich  ist,  während  fj  mit  x  =  0  gegen 
Null  convergirt,  mit  der  Voraussetzung,  dass  a;  =  0,  Y=ü 
entsprechende  Werthe  sein  sollen,  nicht  vereinbar  ist.  Finden 
jedoch  die  Beziehungen  (10)  nicht  statt,  und  ist,  was  wir  an- 
nehmen dürfen,  in  der  Gleichung  (9)  «,«  von  Null  verschieden, 
so  werden  wir  bei  der  Frage  nach  der  Existenz  im  Null- 
punkt verschwindender  Integrale  die  drei  Fälle  unterscheiden 
können,    in    denen   entweder   eine  endliche    Potenz  ft  von  x 

sich  angeben  lässt,  so  dass  (  —  |   einen  endlichen  Werth  an- 

nimmt,  oder  Y  durch  eine  unendlich  hohe  Potenz  von  x 
dividirt  für  x  =  0  verschwindet,  oder  endlich  Y  durch  eine 
unendlich  kleine  Potenz  von  x  dividirt  für  x  =  0  unendlich 

gross  ist,  wobei  in  den  beiden  letzteren  Fällen  (-- j  offen- 
bar für  jedes  beliebige  a  entweder  Null  oder  unendlich 
gross  ist. 

Ist  nun  zunächst  für  ein  endliches  bestimmtes  ^ 


V^Vo 


eine  endliche  Grösse,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  (9), 
dass  in  diesem  Falle  die  Differentialgleichung  durch  ein  im 
Nullpunkte  verschwindendes  Integral  überhaupt  nicht  be- 
friedigt werden  kann,  da  die  linke  Seite  derselben  von  der 
^ton  Ordnung  Null  wird,  während  die  rechte  Seite  jedenfalls 
von  einer  höheren  Ordnung  verschwindet. 

Wird  zweitens   Y  durch  jede  Potenz   von  x  dividirt  im 
Nullpunkte  selbst  Null,  ist  also  auch 

>■ 


=  0 


so  setze  man 
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(11)  Y=xz 

in  (Ho   nifferentialgleicliung  (0)  ein,  und   erhiilt  leicht 

(12)  X  ^'^,  =  —  z-\-  «,„a;"'-»r'  -\- hx2 -^  ■  ■  ■ , 

worin  der  Annahme  gemäss  x  =  (),  2  =  0  entsprechende 
Werthe  sein  sollen;  da  diese  Differentialgleichung  (12j  aber 
die  Form  von  (5)  für  A  =  —  1  hat,  so  besitzt  dieselbe  nach 
dem  eben  bewiesenen  Satze  überhaupt  kein  für  x  =  0  ver- 
schwindendes Integral  in  dem  Sinne,  dass  dasselbe  den  Werth 
Mull  iiuuiuirat,  wenn  x  in  einer  beliebigen,  aber  bestimmten 
Richtung  in  den  Nullpunkt  eintritt,  und  es  giebt  sonjit  nach 
(11)  für  di(!  gemachte  Annahme  kein  für  x  =  0  verschwinden- 
des Integral  der  Differentialgleichung  (9). 
Ist  endlich 


©, 


für  beliebige,  auch  noch  so  kleine  v  unendlich  gross,  so  wird 
für  das  in  der  Differentialgleichung  {[))  vorkommende  m 


(^ 


<X) 


sein  müssen,   da,    wenn    dieser  Ausdruck    Null    oder    endlich 
wäre,  auch  die  m*^  Wurzel 

4\ 


Null  oder  endlieh  sein  müsste,  und  daher  lür  unendlich  kleine  v 
(  ^\   nicht  wie  angenommen  wurde,  unendlich  grosss  werden 

könnte. 

Setzt  mau  luui  zunächst  die  Differentialgleichung  (!>)  in 
die  Form 


''  ^  y(%,  y"'-'  +  «.+1  1""  +  •  ■  •  +  a:9  (^,  Y)) 

und  transt'urmirt   dieselbe  durch  die  Substitution 
(14)  X  =  Y'Z 

in 

Y'^^  ^    _  ^ —w/ 

oder 
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(15)  y^^^^^KZ^ 

V       /  (lY  ym—l      } 

worin  ^(F,  Z)  eine  Potenzreilie  von  Y  und  Z  ist,  und  nach 
(14)  vermöge  der  für  diesen  Fall  gemachten  Annahme  Y=  0 
und  Z=0  entsprechende  Werthe  sind,  so  ergiebt  sich  wieder 
aus  (15) 

(16)  ^4  =  1'i^RclY, 
und  durch  Integration 


•'o' 


^  rip{Y,z) 


oder 


(17)  Z=Z,e 

und  genau  dieselbe  Betrachtung  wie  die  oben  für  die  Glei- 
chung (7)  angestellte  zeigt  leicht,  dass  man  im  Allgemeinen*) 
auch  dieser  Gleichung  nicht  in  der  Weise  Genüge  leisten 
kann,  dass,  wenn  Ysich  auf  einer  beliebigen,  aber  bestimmten 
Curve  gegen  den  Nullpunkt  bewegt,  Z  immer  kleiner  wird 
und  schliesslich  verschwindet. 

Ist  somit  in  der  Gleichung  (5)  A  =  0,  so  hat  dieselbe  Icein 
im  Punkte  x  ==  0  in  dem  angegebenen  Sinne  verschivindendcs 
Integral,  und  somit  nach  dem  Vorigen  für  keinen  Werth  von  X 
mit  einem  negativen  oder  verschwindenden  reellen  Theile  in  dem 
Nidlpunkte  vcrschvindcnde  Integrale. 

Wir  erhalten  daher  den  folgenden  zu  I.  A)  gehörigen  Satz: 
Wenn  in  dem  Systeme  der  Differentialgleichungen  (1)  die 
Grössen  Ky,  A^ ,  . . .  A„  nicht  x>ositive  ganze  Zahlen  sind,  so  gicht 
es  ausser  dem  stets  existirenden  für  x  =  0  verschwindenden  ein- 
deutigen Intcgralsystem,  ivcnn  die  reellen  Theile  sämmtlicher  A- 
Grössen  negativ  oder  Null  sind,  im  Allgemeinen  üherhaupt  kein 
anderes  für  x  =  0  verschivindendcs  eindeutiges  oder  nicht  eindeutiges 
Integralsystem,  tvohei  auch  der  Fall,  dass  eine  oder  mehrere  der 


*)  In  einzelnen  Fällen  können  jedoch  Integrale  der  Art  existiren; 
BO  hat  die  DiH'erentialgleichung 

dx  -^ 
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X-Grössen  verschwinden,  mit  eingeschlossen  ist,  vorausgesetzt  dass 
die  Integrale  in  dctn  (ingcgchcncn  Sinne  verschcindm  sollen.  Sind 
die  reellen  T heile  nur  einiger  der  A, ,  A^j,  .  .  .  A„  negativ  oder  Null, 
so  können  Integralsysteme  der  verlangten  Art  wohl  existiren, 

wovon  man  sich  durch  einfache  Beispiele  leicht  über- 
zeugen kann. 

3.  Seien 

B)  die  reellen  Thcile  sämmtUcher  Grössen  A^ ,  Ao,  ...A„ 
iwsitiv  und  von  Null  verschieden. 

Le^en  wir  wieder  der  Betrachtung  die  Dilierential- 
gleichungeu  (3)  zu  Grunde,  die  aus  dem  Systeme  (1)  durch 
Absonderung  der  eindeutigen  Integrale  y]^ ,  7}.,,  ...  ijn  ent- 
standen sind,  und  setzen 

Y  =a;^'Vc(i)  .r<',+^  ■■m+^.. -,.+•••+''■„ '1,, 

*  Xj        /"i»'ii'12     •     '1,, 

(i^M    ^'n,    ''12;    ••   •t'ln  =  0,    1,  2,  •  •   •   ^) 
Y^  =  a;^-2  'V^cCa)  ^/'2  +  ^-i»'i,+^,1;,jH f-''-„»2n 

(N  ,V.^17'^>>,   ■  ••'^•^n  =  0,1,2,-  ■  ■  00) 


(18) 


:+-+^n' 


(^■„  ,    V„i,    V„2,    .  .  .  V„n  =  0,    1,     2,    •  •  •  Oü), 

so  soll  gezeigt  werden,  dass  sich  die  Coefficienten  dieser  nach 

Potenzen  von 

X,  x^-^,  ar**,  .  . .  oc^n 

fortschreitenden  Reihen  so  bestimmen  lassen,  dass  dem 
Differentialgleichuugsystem  (3)  formal  genügt  wird,  und  dass 
die  so  bestimmten  Reihen  (18)  innerhalb  bestimmter  Bereiche 
convergent  sind. 

Setzt  man  nämlich  die  Werthe  von  Y^,  ...  Y„  aus  (18) 
in  (3)  ein,  so  folgt,  wenn  wir  die  r*^  dieser  Gleichungen 
herausgreifen, 

ausser  dem  eindeutigen  Integrale  y  =  0  noch  das  unendlich  vieldeutige, 
im   Nullpunkte  verschwindende  Integral 

1 


y  = 


logx 
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.^^  rr  '  iV  ''in 

+  (x,  x^-  Vc(i>  a;."'+^-' '■"  +  •••+  '«»■!», 

. . .  x^n  "S^c^")  rc^'/t  +^'  'ViiH — f-'''«''«A . 

oder,  da  die  ersten  Posten .  auf  der  recliten  und  linken  Seite 
sich  wegheben,  wenn 

(20)  X  =  X,       X^'  =  ^i,       X^^  =  i^,    .  .  .  X^n   =  |„ 

gesetzt  werden,  durch  Identificirung  der  Coefficieuten  ein  und 
desselben  Gliedes  a;^'|^''  |^'-^  .  . .  ^i'n 

(2i;(p  +  A,p,  +  ...+  A,(i;,-l)  +  -+A„p„)cj:;,...,^._i...,,^ 

=  i^W 

worin  die  F^^^']  ^  Polynome  mit  positiven  Factoren  dar- 
stellen, gebildet  aus  den  Coeficienten  der  Differentialglei- 
chungen (3)  und  denjenigen 

C(l)  ^.(2)  f.{n) 

für  welche 

\i,<V,    V,  1  <i)i  —  1 ,    Vy.,  <i), ,  .  .  .         1  -j  „  <j)„ 


(22) 


ft«  <J!> ;     V«l  ^i>i  ,  V„2  <i?2  ;    •  •  •  V„„  <'l)„  —  1 

und 

(23)     fA„  +  Vai  +  7'„2  H h  V'T«  <J'^  +  7'l  +Ä'H (-i>"—  1 

ist;  da  ferner  keine  der  Z- Grössen  verschwinden  sollte,  so 
folgt  aus  (19),  dass  für  ^r  ==  0,  Vrv  =  0,  ...  v..„  =  0  der 
Coefficient  cJJ^  ^^  nur  in  Yr  im  Posten  c^q]...qX^>'  vorkommt, 
also  im  ersten  Theile  der  linken  Seite  der  Gleichung  (19), 
der  gegen  den  ersten  Theil  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung 
wegliel,  und  es  bleiben  somit  die  Grössen 
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K'^^J  ''00  •  ■  0  '     ''00  ■  •  0  '      •  '  •    (jo  •  •  •  II 

völlig  unbestimmt.  Aus  den  (Jleichungen  (21)  folgt  diircli 
successive  Reduction  und  Berechnung  der  Coefticienteu  c 

(25)  cW  ,         =  9)('-^  ,    „  , 

worin  9  ein  Polynom  ist,  von  dem  jeder  Posten  ein  Produet 
von  den  Coefficienten  des  Difrerentialgleichungsystems  ist 
nmltiplicirt  mit  Potenzen  von  den  oben  bezeichneten  Grössen 

(.11)  A2)  An) 

^Oü  •  •  •  0  '       ''Oü  ••  •  0  '       •  •  •  ''OU  •  •  •  0 

und  ganzen  Zahlen,  und  nach  (21)  dividirt  durch  ein  Pro- 
duet von  Factoren  von  der  Form 

(2G)     p  +  X,2h  +  h)h  +  ■  •  •  +  h'(2\'  -  1)  +  •  •  •  +  ^-nPn, 

die  der  Gleichung  (19)   zufolge   nicht   verschwinden   können. 
Sei  nun 

(27)  Ai  =  yi,  +  A,'  i,    L,  =  yJ,  +  X'  / ,    ..An  =  yin+  A'„  i , 
so  hat  (20)  die  Form 

(28)  p  +  A,p,  +  A,p,  +  •   •  +  Ajji,-l)  +  •  •  •  +  AnV,. 

+  i  (A.'p,  +  a;p,  +  -  +  Ai,{p,  - 1 )  +  -  +  a:,p,.)  , 

und  da  A^,  A,,,  ...  An  der  Voraussetzung  nach  (ad  B)  säramt- 
lich  positiv  sind,  so  wird  der  Modul  des  Ausdruckes  {2S) 
stets  über  einer  endlichen  angebbaren  Grenze  K  hinausliegen, 
so  dass 

(29)  moi][p-{-k,p,  +  Lp,-^--  +  L{p^,—  \)-\---  +  LPn]>K 
ist  für  alle  ganzzahligen  Werthe  von  ^),  2h)  Vd  •  •  ■  P»- 

Nun  kann  man  aber  beweisen,  dass  die  so  gefundenen 
c  in  di(i  Reihen  (18),  welche  der  Herleitung  gemäss  dem 
DilVerentialgleichungsystem  (3)  formal  genügen,  eingesetzt 
dieselben  zu  convergenten  machen.  Denn  offenbar  wird  man 
die  Moduln  der  Glieder  der  Reihen  (18)  noch  vergrösseru, 
wenn  man  für  die  Moduln  der  Nenner  der  Brüche  nach  (2!') 
die  Grösse  K  substituirt  und  nach  (14)  des  vorigen  Ab- 
schnittes die  Moduln  der  Coefficienten  der  Oülerential- 
cleichuniren  durch  die  auf  den  rechten  »Seiten  dieser  (.rieichungen 
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(14)  steheuden  Grössen  ersetzt;  sind  also  die  so  entstehenden 
Reihen  als  Functionen  der  selbständigen  Variabein  x,  x^-^^o^-^^ 
.  .  .  x^n  aufgefasst  convergent,  so  werden  es  auch  die  oben 
gefundenen  sein.  Bezeichnen  wir  aber  die  so  aus  (25)  hervor- 
gehenden Werthe  durch  C  mit  den  zugehörigen  Indices,  worin 

(30)  Cjy...„  =  mod  4)  ^  =  C,,...  (;S...o  =  mod  cj,!,  =  0„ 

völlig  willkürliche  Grössen  sind,  so  werden  die  neuen  Reihen 
lauten: 

1  ^       t'iVn-.rin 


(31) 


2  "^  (7(2)  ;;t.^'2  +  ^-i''2i-l h  ^«»'2a 


Zn  =  X^n  V  0(»'  X^'n  +  ^'^nl+-+'->i''nn  , 


und  es  bleibt  somit  nur  deren  Convergenz  zu  erweisen. 

Bildet  man  zu  dem  Zwecke  das  System  von  Gleichungen: 

KZ^  =  KC^x"-^  J^^lx^-.x^-\-  -x'^Z,  +  ■■• 
1  1       I    p       I   p.        I   ,.^         1   ' 

A crnZn-\ XX^'Z,  -f-  •  • . 


(32)    { 


M 


M 


M 


KZ.  =  KC,c(^^  +'^x  +  ^x'  +  '^  x'-^Z,  + 


A x^n  Zn  A xx^'  Z,  Ar 


KZn^KCnX'n  +  ^  ^p  +  ^  rT^  +  -  O;^' Z^    + 


oder 

'kz,=kc,x^>-{-m 


A —  x'-nZn  A xx'-'Z,  Ar 


(33) 


—  1 


(-?)0-^f)-('-T) 


KZ,,  =  KCnX^n-\-M 


0-)('--^)-0--^") 
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in  welchem  mau  x,  ar'' ,  ...  x^n  als  selbständige  unabhängige, 
Z^,  Z^,  ...Zn  als  abhängige  Variabein  betrachtet,  so  sieht  man 
zunächst,  dass  die  Fuuctionaldeterminante  dieser  Gleichungen, 
gleichgültig  ob  man  x  oder  a;^«,  .  .  .  oder  x^»  als  unabhängige 
Variable  auffasst,  da  der  Voraussetzung  gemäss  die  reellen 
Theile  sämmtlicher  Grössen  A, ,  A^, ,  ...  A„  positiv  und  von 
Null  verschieden  sind,  für  a;  :=  0  den  Werth  hat 

K   ( )  .  .  .  0    I 

0    Ä^  .  .  .  0 


0    0  ...K 

somit  nach  (29)  von  Null  verschieden  ist,  also  haben  Z^,  ...Z„ 
als  Lösungen  des  Systemes  (33)  jedenfalls  nach  jeder  der 
Variabein  x^  .^■^',  .  .  .  x^n  convergente  Potenz-Entwicklungen, 
welche  für  x  =  0,  a;^'  =  0,  ...  x'n  =  0  selbst  verschwinden. 
Setzen  wir  nun,  nachdem  die  Existenz  von  convergenten  Reihen 
erwiesen  ist,  die  nach  Potenzen  von  x,  xf',  .  ..x'n  fortschreiten, 
und  den  Gleichungen  (33)  genügen,  den  oben  gefundenen 
Integralformen  (18)  analog: 


(34) 


worin 


'•. '..H h '-„',/, 


Z.=x^-^Tf^  a:'''+'' 

1  ^^ '-'."i'ii- «i,, 

Z„  =  x'n  "V/^Kn)  a;."„+'-.  '„1  +  •■•  +  '•„  '«« 


(35)      cy)  ,=c,,   C(^i..o  =  a,   ...q-)  „  =  c„ 

genommen  wird,  in  die  Gleichungen  (33)  oder  (32)  ein,  so 
sieht  man  durch  Vergleichung  mit  (19)  und  (21)  bei  Berück- 
sichtigung der  Gleichungen  (14)  des  vorigen  Abschnittes, 
dass  man  für  die  C  genau  die  Werthe  C  der  Gleichungen 
(31)  erhält,  welche  aus  den  oben  gefundenen  c  hervorgingen, 
wenn  man  für  die  Coefficienten  der  Differentialgleichungen 
die  durch  III.  14.  und  für  die  Nenner  der  einzelnen  Brüche 
die  oben  angegebenen  durch  die  Ungleichheiten  (29 )  bestimmten 
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Substitutionen  machte,  so  dass,  da  die  Existenz  der  Lösungen 
als  Reihen,  nach  Potenzen  a;,  a;^',  ...  a^-n  fortschreitend,  nach- 
gewiesen ist,  auch  deren  Convergenz,  also  auch  die  Convergenz 
der  Reihen  (18)  festgestellt  ist. 

Wir  erhalten  somit  bei  Berücksichtigung  des  Umstandes, 
dass  C^,  C.^,  ...Cn  völlig  willkürliche  Grössen  waren,  den 
folgenden  zu  I.  B)  gehörigen  Satz: 

Wenn  in  dem  Systeme  von  Bifferentialgleicliungen  (1)  die 
Grössen  A, ,  A^ ,  .  .  .  /l„  nicht  positive  ganze  Zahlen  sind,  so  giebt 
es  ausser  dem  stets  existirenden  für  x  =  0  verschwindenden  ein- 
deutigen Integralsystem,  wenn  der  reelle  Theil  sümmtlicher 
k- Grössen  positiv  und  von  Ntdl  verschieden  ist,  unendlich  viele 
andere  für  x  =  0  verschwindende  und  nach  ganzen  Potenzen 
von  X,  x'-',  x^'',  ...  x'-n  fortschreitende  convergente  Integral cnt- 
wickelungen,  und  andere  für  a:  =  0  verschtvindende  Integrale 
hat  das  System  überhaupt  nicht*). 

4.  Es  bleibt  somit  nur  noch  die  Frage  nach  der 
Natur  der  Integrale  für  den  Fall  zu  beantworten  übrig,  in 
welchem 

IT)  eine  oder  mehrere  der  Grössen  A^ ,  X^,}  ■  •  •  ^n  positive 
ganze  Zahlen  sind,  und  für  welchen  eindeutige,  für  x  =  0  ver- 
schwindende Integrale  um  x  =  0  herum  im  Allgemeinen,  wie 
oben  nachgewiesen,  überhaupt  nicht  existirten. 

Sei  also  das  Differentialgleichungsystem  gegeben 


*)  Sind  sämmtliche  il, ,  X.,,  .  .  .  il„  positive  rationale  Zahlen,  also 


X,, ,         Aj    ,       ...   All 


in^ 


n„ 


so  folgt  aus  dem  oben  bewiesenen  Satze  unmittelbar,  dass,  weil  die 
Integrale  in  Reihen  nach  Potenzen  von 

VI  I  JTij  _ 

entwickelbar  sind,  wenn  N  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache 
von  «,  ,  «2 ,  .  .  .  «  bedeutet,  die  Integi'ale  auch  aufgefasst  werden 
können  als  Potenzreihen  fortschreitend  nach  positiven  ganzen  Potenzen 

von  .r^  ,  iilso  nni  ,r  =  0  herum  JV-deutige  Functionen  darstellen. 
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^  kr'   ^  ^'-'^  +  «1^  +  (^:  Vx  ^  Vi  ,    ■ 

•  ■  .V»  »■  +  • 

(l  IJ^ 

•  •  lh>r  + 

••.'/J^'+- 

m 


und  werde  angenommen,  dass 

A)  Aj ,  A., ,  ...  Aa-  positive  ganze  Zahlen  seien,  nährend 
mindestens  eine  der  Grössen  h-\-i ,  •  •  •  A„  einen  reellen  Theil  h- 
sitze,  der  negativ  oder  Null  ist, 

so  hat  zunächst  wieder  nach  dem  Früheren  das  System 
im  Allgemeinen  kein  eindeutiges  Integralsystem,  weil  eine 
der  A- Grössen  positiv  ganz  ist;  macht  man  aber  die  Grössen 
A, ,  ...  A;,  ein  wenig  kleiner,  so  dass  sie  nicht  mehr  positive 
ganze  Zahlen  sind,  so  wird  das  Differentialgleichuugsystem 
ein  solches  werden,  für  das  keines  der  A  eine  positive  ganze 
Zahl  und  mindestens  eines  der  A  einen  reellen  Theil  besitzt, 
welcher  negativ  oder  Null  ist,  wird  somit  nach  den  oben 
bewiesenen  Sätzen  entweder  nur  ein  um  x  ==  0  eindeutitTes. 
in  diesem  Punkte  verschwindendes  Integralsystem  besitzen, 
und  sonst  kein  weiteres  eindeutiges  oder  mehrdeutiges,  oder 
auch  in  gewissen  Fällen,  wie  wir  früher  gesehen,  noch  andere 
im  Allgemeinen  vieldeutige  Integrale  haben  können.  Lässt  man 
jetzt  Aj ,  .  .  .  kk  sich  wieder  um  die  unendlich  kleinen  Grössen 
abnehmen,  so  dass  sie  die  früheren  positiven  ganzen  Zahlen 
werden,  so  muss,  wenn  das  veränderte  üiöerentialgleichung- 
system  nur  das  eine  und  zwar  eindeutige  Integral  System  be- 
sass,  dieses  Integralsystem  divergent  werden,  weil  die  x- 
Poteuzen  ganz  waren,  und  das  Integralsystem,  wenn  es  bei 
der  unendlich  kleinen  Aenderung  der  Aj ,  .  .  .  A*  convergent 
bliebe,  auch  eindeutig  bleiben  müsste,  ein  solches  eindeutio-es 
System  aber,  wie  wir  wissen,  nicht  exi.stirt;  da  aber  andere 
Integralsysteme,  wie  wir  annehmen,  überhaupt  nicht  existiren, 
so  folgt  der  Satz: 

Wenn  in  dem  System»^  von  Ditftroittidglcichuugen  (3G) 
einige  der  Grössni  A,  .  ..  A,,  posifirr  ganar  Zahlen  und  der  reelle 

2G* 
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Theil  einer  odo'  mehrerer  der  übrigen  X- Grössen  negativ  oder 
Null  ist,  so  hesitd  im  Allgemeinen  das  Differentialgleiclmngsystem, 
tvenn  das  unendlich  ivenig  variirte  System  nur  eindeutige  Inte- 
gralsysteme hat,  gar  kein  für  x  =  0  im  angegebenen  Sinne  ver- 
schwindendes Integralsystem. 

Seien 

B)  Aj ,  A^ ,  ...  h  wiederum  positive  ganze  Zahlen,  während 
sämmtliche  übrige  h-+i,  •  •  •  A„  positive  reelle  Tlieile  besitzen, 

so  setze  man 
(37)     L^  =  X^+  Vi,    L,  =  l,-\r'y2y   •  •  •  ^k  =  h  +  Yu , 

Lk+l  ==  Aa-4-1  }    -  •  •  Ln  =  Xn  , 

worin  y^,  y.^,  •  ■  .  yk  sehr  kleine  negative  Grössen  sind,  und 
betrachte  zunächst  das  DifiFerentialgleichungsystem: 


(38) 


dx 

äY, 

dx 


x-^  =  L,Y,  +  ^,x  +  {^,  ^x,  Y„---Y,)'  + 


=  L.,Y.^-]-a,^x-Jr(x,  Y,,  Y,,,..Y„y-\- 


d  r,^ 


so  wird  dieses  nach  den  früheren  ad  I.  B)  gemachten  Aus- 
einandersetzungen unendlich  viele  für  x  =  0  verschwindende, 
in  der  Umgebung  dieses  Punktes  nach  ganzen  Potenzen  von 


X,    X^'  ,        X^^,    .  .  .  X^n 


fortschreitende  convergente  Integralreihen  von  der  Form 


1  ^  /'.»■..  ••■'1« 


(39) 


Yn  =  X^n  'S^C^")  X^'n  +  /^>  '«1  ^ 1" K '« 


besitzen. 

Setzt  man 


(40) 


Li  —  li 


=  t         X 


(>l,-L,)/, 


X^-k  —  x'k 


L,-h 


=  tk ,     x^k  =  xh  —  (Ax  —  iit)  4 , 


so  würde,  da  x^' ,  .  .  .  x^k  positive  ganze  Potenzen  von  x  dar- 
stellen, durch  Einsetzen  von  (40)  in  die  Integralreiheii  (39) 


IV. Untersuch,  d. Natur  u.  iLKiituiien  t'iuu.s  Dilierfnli.ilt^leichuugsyat.  4Uö 

ein  nach  ganzen  positiven  l'oteu/en  von  x,  ^, ,  ...  Z^,  x'i^+i, 
.  .  .  x^n  fortschreitendes,  für  x  =  0  in  dem  wiederholt  an- 
gegebenen Sinne  verschwindendes  Integralsystem   entstehen: 


/,'u- 


y,.       =  "V  Cf(^)  X^}&  .**+!  H^\^-Vnn^'n  L  'k\  t;ki  . . .  tk'kk 

(41)  {  Yk4.i=X^'k+l  "V^^i^'+D  xf'k+l+'k+lk+l  h+l+-+rk+ln^nX 

^*  ^      f'k+l'k+n-'k-\-ln 


t^'k+nt/k^VJ  .  .  .  f^'k+ik 


worin  die  iti  und  v  andere  Summationsindices  als  in  den 
Gleichungen  (30)  bedeuten.  Lässt  man  nun  wieder  in  dem 
System  der  Differentialgleichungen  (38)  sowie  in  dem  Integral- 
systeme (41)  Li  gegen  Aj,  .  .  .  i*  gegen  Xk  convergiren,  so 
wird,  da  dann  nach  (40),  wie  durch  Differentiation  des  Zählers 
und  Nenners  nach  Zj ,  .  .  .  Lk  hervorgeht, 

(42)  t^  =  x^'  log  X ,     L  =  x^-^  log  X,     .  .  .  tk  =  x'k  log  x 
folgt,  und 

(43)  X^k-\-l  =  X'k+i ,       X^'>   =  X^n 

ist,  das  System  (38)  in  das  vorgelegte  Differentialgleichung- 
system (36)  übergehen,  und  für  dieses  sich  nach  (41)  das 
formale  Integralsystem  ergeben: 

(u,     =  'S^r'"  a;'''+'u+i'A+i+''+'i'»^''(V' loga,'V" 

.  .  .  (.t^k  log  xYlk 


(44) 


y^       =  '^C''''^.        ,       Xf'k  +  'kk+l'k+l-^ ^'kn^n  (^X^i  \o^  Xytl 

.  . .  (x^k  log  a)"** 

«,.  ,  1  =  X^k+l  'S^Tf''+^^  Xf'k+l+'k+l  k+l  ^*+l+-+''*+l«  ^n  X 

{x^'  log  a;)''A+u  . . .  (x^k  log  a:)''i-l-u 


U„        =  X^i       "S^r^"'  Xt'"+''nk+lh+l+     +'n,i'n(.V^<\0g  X)'n\ 

.  .  .  (X^k   log  x)'  "*  , 
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von  dem  nur  noch  die  Convergenz  um  x  =  0  herum  nach- 
zuweisen sein  wird,  und  da  die  Convergenz  der  Reihen  (39), 
also  auch  der  Reihen  (41)  erwiesen  war,  so  kommt  es  nur 
darauf  an,  zu  sehen,  ob  nicht  dadurch,  dass  L^  =  Aj , . . .  L^  ==  h 
gesetzt  wurden,  einzelne  der  Coefficienten  C  beim  Uebergange 
in  C  unendlich  werden,  und  dadurch  die  Reihen  (44)  diver- 
gent machen. 

Setzt  man  zur  Ermittelung  der  Form  der  Coefficienten 
C  die  Reihen  (41)  in  die  Differentialgleichungen  des  Systems 
(38)  ein,  so  wird  sich  zunächst  für  jeden  Index  q  von  1 ,  .  ..h 

(45)         -  ^  =2''^^'.. ■--  ^ 


+  v„i  Ä.'"e+V-+i^-/'+i+'"  +  'c«'^"  +  ^«'it'i~^ 


^     dx 


+ 


d  t,. 


ergeben,    und    somit    vermöge    der    aus    (40)    folgenden   Be- 
ziehungen 


(46) 


^  d7c  —  ^  ^'  -f-  ^'' 

dt,^ 

X   -,  =  i->y,  ti  -j-  X  '^" 
dx  ' 


die  Q^^  Ditferentialgleichuag  des  Systems  (38)  durch  Substitution 
dieser  Werthe  in 
(47)  Vc^i^)  X 


+ 


=h^C^,y^,^..,r,^,X^'',+  '<>k-Vl''k+l+-+^W'nV^ltl^    .  .  .  ^i^k 

überfjelicn. 


IV.  Uutersuch.  il.  Natur  ii  d.  Kritorieii  einu«  Ditlureutialgleicbungsyst.  4U7 

Bezeiclmt't  iiuu  ö  eiue  der  Zahlen  Ic  -}-  1  ,  k  -\-  'J ,  ...n, 
so  erliült  man,  da  sich  nach  (^41)  Y,,  von  Y„  formal  nur  um 
den  Factor  x'-"  unterscheidet,  wieder  mit  Benutzunj^  der 
Gleichungen  (4G)  die  der  Gleichung  (47)  analoge  Beziehung: 

\{[l„-\-  1'„  1  /.,  H h  V„„  L„)  X''o  +  '.U+l  '-k^X  +      +  'o,.'-,.  /|..i  . . .  /S.A 

+ 

^      ."„'„l-',i/,  ^        -'  k     )      \         1 

indem  der  Posten 

L„ x'"  '^0°^  x^o-T ' oA+i  h+i H r ' ()/. ^/i  t'.oi  tyz  . . .  PM 

auf  beiden  Seiten  fortfällt,  und  die  Gleichungen  (47)  und 
(48)  sollen  identisch  erfüllt  sein  für  alle  x,  t^^  t.,,  ...tk,  x'^^+i, 
a;^A-f2 ,  . .  ,  X^n. 

Aus  den  q  Gleichungen  (47)  folgt  zunächst  durch  Gleich- 
setzen der  Coefhcienten  der  ersten  Potenz  von  x 

m  t\«...oa-^,)+^iq,^i,...o+-+^^Q;:..oio...o=«c^ 

worin  s,^  =  1  oder  0  ist,  je  nachdem  die  positive  ganze  Zahl 
X,  =  1  oder  >  1  ist,  und  analog  folgt  aus  (48 ) 

(^0)  ^ä...o  +  ^i  <^s;...u  +  -  +  ^^c^i.,y,...o  = «" ' 

wenn  die  £  dieselbe  Bedeutung  haben.    Allgemein  wird  offenbar: 

(51)     <^V,r -,,  (^'.'  +  'V^i  +  •  •  •  +  ^r.^'.  -  ^v) 
+  C^^_,.,..^,  +  ...^,....^,.(r,.+  l) 

uiul 
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(52)       C^"Jr„,...,,„^  (fto    +  V„i  Li   H h    Von  L„) 

+  ^i"a-^..  'al  +  l.  'a^'-'Vr«  (^">  +  ^) 

+  ^V (T-''-A .  'Ol .  •  •  •  'W+1  > 'aA+l . •  •  •  'ffn C^«'^-  +  ^ )  "=  ^," a  •  al  '02 • ' •  'an  , 

wenn  die  9) -Function  in  (51)  den  Coefficienten  von 

auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (47)  von  der  ersten 
Summe  abgesehen  bedeutet  und,  6  für  q  gesetzt,  die  ^-Func- 
tion dasselbe  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (48)  dar- 
stellt; diese  g?-  und  ^-Functionen  bestehen,  wie  unmittelbar 
zu  sehen,  aus  Posten,  welche  die  Form  haben 

j^aW  p(l)P^  ri{2)P^  fjn)Pn 

worin  K  eine  ganze  Zahl  und  J.^*^         den  Coefficienten  von 

x^oYi' Yi' . . .  y:- 

in  der  t*®"  der  Differentialgleichungen  (38)  bedeutet. 

Aus  den  Gleichungen  (51)  und  (52)  sieht  man  aber 
leicht,  dass,  wenn  man  ij,  Zg»  •  •  -  L»  gegen  A^,  Ao,  .  .  .  A„ 
convergiren  lässt,  die  Grössen  C  sich  als  endliche  Grössen 
ergeben,  da  die  Factoren 

fl^  -\-V.jiLi-] \-  Von Ln L^  ,       ^Ua  -|-  V,Tl  ii  H f"  Von  Ln 

von  Null  verschieden  sind,  und  dass  somit  die  Integrale  (44) 
des  Systems  (36)  convergiren. 

Es  ist  somit  der  folgende  Satz  erwiesen: 
Wenn  in  dem  Systeme  von  BifferentialijleicJmngcn  (1) 
Aj ,  A2 ,  .  . .  h  positive  ganze  Zahlen  bedeuten  und  die  reellen 
Theile  der  sämmtUchen  übrigen  A^+i ,  . . .  A„  positiv  und  von 
Null  verschieden  sind,  so  besitzt  das  System  von  Differential- 
gleichtingen  unendlich  viele,  für  x  =  0  verschwindende  und  nach 
ganzen  Potenzen  von 

X,  ic'''  loga;,  x^^  log  x ,  . .  .x^k  log  x,  x^k-\-\ ,  x^k+-i^  . . .  ar'« 
fortschreitende,  um  x  =  0  convergente  Integralentivicldungen,  und 
andere  für  x  =  ()  im  angegebenen  Sinne  verschwindende  Integrale 
hat  das  System  überhaupt  nicht. 
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5.  Fassen  wir  die  in  ileii  letzten  beiden  Abschnitten 
«gewonnenen  Resultate  zusammen,  so  erhalten  wir  das  folgende 
allgemeine  Theorem: 

Zur  Untersuchung  der  Existenz  und  Natur  der  für  x  =  0 
verschivindenden  Integrale  des  Diff'erentiaUjlcichungsijstems 


(53) 


rf'^'='^u//iH \-^u.V„-\-(iyX-\-{x,ii„y.,,...ynf-\r 


d  y„ 


dx 
in  der  Umgebung  dieses  Funldcs  löse  man  die  Gleichung  auf 

'      Ai|  A         A.,| ^n\ 

A I  i>  A  o  •»  /v     •    •    •    A  //  *» 

(54)  -  "  -  =U; 


r-l;  ^1,, A„, 


ist  dann 

I.  h'i'hw  (Irr  hu  Allffcnieinen  rei\scfue(le}ien*) 
n   Lösuufßen 

dieser  Gleiehun(f  eine  positive  (janze  /aiIiI , 

so  wird,  nenn 

A.  der  reelle  Theil  einer  oder  mehrerer  der  X- 
Grössen  negativ  oder  Null  ist, 

stets  ein  für  x  =  0  verschivindendes  iuid  um  ^  =  0  herum 
eindeutiges  Integralsystem  existiren,  und  so)ist,  nenn  die  reellen 
Theile  sämmtlicher  X- Grössen  negativ  oder  Null  sind,  im  All- 
gemeinen Jiein  anderes  eindeutiges  oder  nicht  eindeutiges  für 
X  =  0  im  angegebenen  Sinne  verschivindeiides  Integralsystem, 
ivährend,  tvetin  die  reellen  Theile  nur  einiger  der  A, ,  X^,  . .  .  X^ 
negative  oder  verschivindende  Werthe  besitzen,  Integralsystemc 
der  verlangten  Art  u'ohl  existiren  Jwn)ie)i; 

tvenn  dagegen 


*)  Der  Ueborj,'ang  zu   dem  Falle  gleicher  Lösungen   ist  oben  be- 
sprochen worden. 
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B.  die  reellen  Theile  sämmtlicher  Grössen  A, ,  L^, 
.  .  .  Xn  positiv  und  von  Null  verschieden  sind, 

so  ivird  ehenfalls  stets  ein  für  x  =  0  verschivindendes  und 
in  der  Umgehung  von  x  =  0  eindeutiges  Integralsystem  vorhanden 
sein,  ausserdem  aber  unendlich  viele  andere  für  x  =  0  ver- 
schivindendc  und  nach  ganzen  Potenzen  von 

X  ,     X^^  ,       X^--  ,       ...    X^n 

fortschreitende  convergente  Integralsysteme,  und  sonst  keine  anderen 
mehr. 

Sind  jedoch 

II.  von  den  n  Lösim(jen  der  Gleich ini(j  (54) 

/Ij ,     Ag ,     .  .  .  h 

X>ositive  gatwe  Zcdilen, 

so  wird,  tvenn 

A.  eine  der  übrigen  Grössen  h+i,  Aa+2,  •  •  •  A„  einen 
reellen  Theil  besitzt,  der  negativ  oder  Null  ist, 

das  Differentialgleichimgsystem  im  Allgemeinen*)  gar  hein 
für  X  =  0  verschivindendes  eindeutiges  Integralsystem  besitzen, 
und  auch  kein  anderes  mehrdeutiges  Integralsystem,  wenn  das 
unendlich  wenig  variirte  Differentialgleichungsystem  nur  ein- 
deutige Integrale  hat; 

wenn  dagegen 

B.  sämmtliche  übrigen  Grössen  ^k+i,  Aa+2,  •  •  ,  A„ 
positive,  von  Null  verschiedene  reelle  Theile  besitzen, 

so  hat  das  Differentialgleichungsystem  im  Allgemeinen  wieder 
kein  für  x  =  0  verschwindendes  und  in  der  Umgebung  dieses 
Punktes  eindeutiges  Integralsystem,  dagegen  unendlich  viele  für 
x  =  0  verschivindende  und  nach  ganzen  Potenzen  von 

X,  a;^'logic,  ic^^logic,  ...x^k\ogx,  x'-^+i,  xh+2,  ...a;^« 
fortschreitende,  um  x  =  0  convergente  Integralsysteme,  und  sonst 
keine  mehr. 


'*)  den  im  vorigen  Abschnitte  heiTorgehobenen  Fall  ausgenommen, 
in  dem,  wenn  durch  die  Substitutionen  (32)  des  III.  Abschnittes  die 
positiven  ganzzahligen  l  auf  die  Einheit  reducirt  werden,  dann  ein- 
deutige Integrale  existiren,  wenn  die  Coefficienten  der  ersten  Potenzen  von 
X  zugleich  verschwinden. 
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().  Ulli  zu  zeigen,  wie  mau  iu  gegebenen  Fällen  auch 
für  die  iu  dem  eben  ausgesprochenen  allgemeinen  Satze  ent- 
halteneu Ausnahmeformeii  von  Üifferentialgleichungsystemen 
den  Charakter  der  Integrale  zu  ermitteln  hat,  sei  die  Diffe- 
rentialgleichung vorgelegt 


(55) 


ux 


und  es  werde  verlaugt,  die  Natur  der  Integrale  derselben  in 
der  Umgebung  des  Werthes  a;  =  0  festzustellen,  für  welchen 
!J }  y'}  ■  ■  ■  >/"'~^^  die  Werthe 
(56)  1],  y],,  tj,,  ...  »;,„_i 

annehmen  sollen,  weun  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Function 
fix,  y,  y',  ...  ?/('"— 1>)  als  Function  der  von  einander  unab- 
hängigen Variabein  x,  y,  xj,  ...  yf'"-')  aufgefasst  in  der  Um- 
gebung des  Nullpunktes  von  x  und  der  entsprechenden  Werthe 

(56)  für  die  übrigen  Variabein  endlich,  stetig  uud  eindeutig  ist. 
Setzen  wir 

(57)  y  =  ^^  2,    y=  r],  +  z, ,     y"=  ij,  +  z, , 


y' 


(m— 1)  ,_ 


•/m —      "I      -iii — 1  j 


und  denken  uns  die  rechte  Seite  der  Differentialgleichung  (55  i 
der    eben    gemachten    Voraussetzung    zufolge    iu    eiue    uach 
positiven  steigenden  ganzen  Potenzen  von 
(58)       X,  y  —  Yj,    y—  Tf], ,  y"-  )]., ,    ...  y^"'-'i  —  r,.,^-, 

fortschreitende  convergente  Reihe  entwickelt,  so  ist  das  vor- 
gelegte Problem  darauf  reducirt,  für  das  Dirt'erentialgleichung- 
system  ni^"  Klasse 

fdz 

^  =  '/■  +  ^' 

ll.V 


(50) 


%  + 


dz. 


(Ix 
dz.. 


Ux 


»?-,.-i  +  3,„—i 
=  ''o- +"i~i  +  «s-^aH \-a,„-iZ,„-i-\-<ix 
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in  der  Umgebung  des  Werthes  x  =  0,  dem  die  Nulhvertlie 
der  abhängigen  Variabein  entsprechen  sollen,  die  Natur  seiner 
Integrale  zu  untersuchen. 

Setzt  man  (59)  in  die  Form 


(60)  { 


^^m-2    _  .... 

— -T~        Y],n—lX   -f-   Xii„i — 1 


multiplicirt  diese  Differentialgleichungen  der  Reihe  nach  mit 
den  unbestimmten  Factoren  A,  A^,  .  •  .  Am—\ ,  und  addirt 
alle  diese  Gleichungen,  so  erhält  man  den  Gleichungen  (3), 
(4)  des  Abschnittes  III  gemäss,  wenn 

(61)        Az  +  A^z^  -]-  A^s.^  -] j-  .4,„_i5„._i  =  Zm 

gesetzt  wird, 

(62)^n-l«0'^+^'"-l%^'lH \-A,n--ia,a-20m-2-\-A,n-ia,n--i2,a-l 

=  P(AZ  +  .4,  Äi  H h  A,u.-2Srn-2  +  A„,-l2,,-i) 

und  somit 

(63)  A,n-iaQ=AP,  A,n-iai  =  A^P,  . .  .  A,n-ia„,-2  =  A,„^.2P, 

A,u — i<i»i_i  ==  A„i—ix, 
woraus 

(64)  P  =  «.,„_! ,  J,„_2  =  A,„^x  -^^ ,  ...A^=  A,„-x  ~p~ , 


folgt,  und  daher  die  Differentialgleichung  sich  ergiebt 

(65)  X  -^^  =  «„,_!  Z„,  -|-  yla;  +  (x,  z,Zi,  ...  z,„-2 ,  Z,„)-  -\ . 

Ersetzt  man  nun  z,  Zi,  02,  •••  ^m-2  durch  Zi,  Z^, ... Z„i-i , 
so  erhält  man  nach  (60),  (61)  und  (65),  wenn  zugleich 
yl„._i  =  1   gesetzt  wird,  das  Differentialgleichungsystem 
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^1 
~d~r 

d  Zj  „ 


cZZ. 


(OG) 


dZ„ 


(Ix 


)j,„_ix—     '     (r/„Z,-|-r7,Z,-| \-n,„_..Z„,-i-'a,„-i/„.) 


dZ, 


^   dx  ^  "'"-^ ^"'  +  ^^  ■''  +  ^•'''  -^1 '  -^-'^  ■  •  •  ^'"-1 ;  ^"''>'  H — ' 


dessen  Integrale  vermöge  der  angegebenen  Substitutionen  die 
Natur  der  Integrale  des  vorgelegten  Differentialgleichung- 
systems (59)  Ilaben  werden. 

Da  in  den  Bezeichnungen  der  vorigen  Nummer 


(67)       Ai  =  0,     X,  =  0, 


A»i— 1  ' '  ,       A»,  ^m— 1 


ist,  so  folgt, 

I.  wenn  a„,_i  nicht  eine  positive  ganze  Zahl  ist, 
zunächst  aus  dem  dort  ausgesprochenen  allgemeinen  Satze, 

dass  das  Differentialgleichlingsystem  (59)  jedenfalls  ein  für 
X  =  0  verschwitidendcs  und  in  der  Umgehung  dieses  Punktes 
eindeutiges  Intcgralsystem  besitzen  wird. 

Unter  eben  dieser  Annahme  für  a,„_i  sind  nun,  um  die 
Existenz  und  Natur  noch  anderer  Integralsysteme  zu  unter- 
suchen, die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden,  in  denen  der  reelle 
Theil  von  ff„,_i  negativ  oder  positiv  ist,  und  die  beide  zu 
I.  A.  des  obigen  Satzes  gehören,  indem  die  zu  I.  B.  gehörige 
Annahme  für  das  vorgelegte  Differentialgleichungsystem  nicht 
.statthaben  kann. 

Sei  also 

a)  der  reelle  Theil  von  üm-i  negativ  oder  Kuli, 

so  ist  aus  den  in  IV.  1.  dieses  Kapitels  gemachten  Aus- 
einandersetzungen ersichtlich,  dass  andere  rerschwindcnde  Jntr- 
gralsjfstenw  als  das  eben  bezeichnete  eindeutige  iH>erhaupt  nicJd 
existiren,  da  schon  eine  Differentialgleichung  von  dor  Form 

X  ^^.  =  A;/  +  T.r  -f  {X,  yr  +  •  •  •  , 


in  welcher  der  reelle  Thoil  von  A  negativ  oder  Null  ist,  nur  rin 
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eindeutiges  Integral  und  sonst  keine  anderen  weder  eindeutige 
noch  mehrdeutige  Integrale  besitzt, 

Ist  jedoch 

b)  der  reelle  TJieil  von  a,n—\  positiv, 
so  dass  in  den  Bezeichnungen  des  vorher  bewiesenen  Satzes 
nur  einige  der  A^ ,  /lg ,  ...  A„j  verschwindende  reelle  Theile 
haben,  dann  gehört  diese  Annahme  zu  den  Ausnahmefällen 
von  I.  A.  und  muss  für  das  vorgelegte  Differential gleichung- 
system  speciell  behandelt  werden. 

Man    erkennt    aber    sofort,    dass,    wenn    man   den   Glei- 
chungen (18)  analog 


(7  =yc^i'       r/i+""'-i''i"' 

'  X    ;     /'l'lm 

(fAl  ,    Vlm  =  0,  1,  2,  .  .  .  OO) 

X    /     ,"2  ''2iit. 

(^2  >    ^2m  =  0,1,2,  ...od) 


(68)        < 


Z  _     =  'S^C^'""^^  ^f'm—l+"w—l''m~U 

^^     f'm—1  '■/«— 1)/! 

(^m-1  ,    Vm-lm  =  0,  1 ,  2,  .  .  .  Oo) 
{^m,    Vnnv   =  0,   1,  2,  .  .  .  Oo) 


setzt,  sich  zunächst  wieder,  genau  wie  dort,  die  Coefficienten 
dieser  Reihen  eindeutig  derart  bestimmen  lassen,  dass  die 
Ausdrücke  (68)  dem  vorgelegten  Differential gleichungsystem 
formal  genügen;  dann  aber  wird,  wenn  für  alle  ganzzahligen 
2)  und  p„i 


(69) 

ist,  ferner 


mod  \p  -\-  f/„,_i;),„]  >  K 


Cl  ;         Cg , 


a 


völlig  willkürliche  Grössen  darstellen,  und  M,  q,  r, ,  r.-,,  .  .. 
die  oben  angegebene  Bedeutung  haben,  das  dem  Systeme  (1)2) 
analoge  Gleichung.system 
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(70) 


A  / ,    -  A  '  ,  +       X  +    .  .X-  +        y ,  + 


r. . 


iV 


^'"  +  pr.  ^■^'  + 


A  /.,  =  Ar.,  4-       .7;  -\-    ^  X-  -\-       I ,  + 


,   M    „ 


7:„  + 


A/ 


'/'■  + 


TH'  I'/f         ""1-1     I       ^l  I       ^^/        •>       I       -^^     ?/'        I 

Q  Q'  '1 


ZU  Auflösungen  couvergente  Reihen  haben,  deren  Glieder 
einzeln  gri^sser  sind  als  die  Moduln  der  Glieder  der  Reihen 
((38),  und  es  wird  somit  nach  Schlüssen,  welche  völlig  den 
oben  in  Nummer  3.  gemachten  ähnlich  sind,  ersichtlich  sein, 
dass  in  dem  betrachteten  Falle  b)  ausser  dem  stets  bestehendni 
eindeutigen  Intcgrnhijstcme  für  das  DifferenfiahjleicJtum/si/sfeni 
(66)  noch  eine  unendliche  Anzahl  im  AlUjemeinen  nicht  ein- 
deutiger, im  oben  angegebenen  Sinne  für  x  =  0  verschwindender, 
nach  iwsitircn,  ganzen,  steigenden  Potenzen  von  x  und  x"'"~^ 
entwicJcelbarrr  Tnfcgralsystcmc  rxistirt. 

Sei 

II.  ff,„_i  eine  positive  ganze  Zahl, 
so  hat  nach  II.  A.  des   in   der   vorigen  Nummer  bewiesenen 
Satzes  das  Dißirentialgleichungsystcm  {66)  im  Allgemeinen  gar 
lein  für  x  =  0  verschivindendcs  eindeutiges  Tnfegrnhgstcm;  ist 
jedoch  in  der  letzten  Gleichung  (6Qt) 

a)  der  Coefficient  A  der  ersten  Föten-  von  ,/  (/Icich  Xull, 
so  giebt  es  nach  III.  5.  dieses  Kapitels  unendlich  viele  um 
x  =  0  herum  eindeutige  und  für  diesen  Wcrth  versciiwindendc 
Integralsystemc. 

Ist  dagegen 

b)  der  Coefficient  A  der  eisten  Potenz  von  x  von  Xull 
verschieden , 

so  würde  diese  Annahme  für  das  vorgelegte  DitltTfiitial- 
gleiciiungsystem  «'inen  zu  II.  A.  des  in   der  vorigen  Nummer 
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ausgesprochenen  Hauptsatzes  gehörigen  Ausnahmefall  liefern, 
indem  das  unendlich  wenig  variirte  Differentialgleichung;- 
System  auch  mehrdeutige  Integralsysteme  besitzen  wird. 

Reduciren  wir  zunächst  wieder,  wie  durch  bekannte  Sul)- 
stitutionen  wiederholt  früher  geschehen,  das  Differential- 
gleichungsystem (66)  auf  ein  anderes,  in  welchem  a„._i  gleich 
der  positiven  Einheit  ist,  setzen  sodann 

(71)  a:  =  |,     x-\ogx  =  ^,     iogr^  =  g 

und  bilden  wieder  die  nach  positiven,  ganzen  steigenden  Po- 
tenzen von  ^,  r],  t,  fortschreitenden  Reihen 

/^2)  f  (^1 '  "^ii '  ^12  =  0,  1,  2, . . .  oo) 


SO  kann  man  einerseits  genau  wie  oben  wieder  beweisen, 
dass  man  die  Coefficienten  dieser  Reihen  so  bestimmen  kann, 
dass  die  Ausdrücke  (72)  dem  Differentialgleichungsystem  (66), 
in  welchem  am—i  =  1  angenommen  wird,  formal  genügen, 
andererseits  die  Convergenz  dieser  Reihen  genau  wie  oben 
durch  Vergleichung  mit  ni,  solchen  Reihen,  welche  die  Auf- 
lösungen eines  dem  Systeme  (70)  analogen  Gleichungsystemes 
bilden,  feststellen,  und  findet  somit, 

dass,  ivenn  a„i—i  gleich  der  positiven  Einheit  und.  A  von 
Null  verschieden  ist,  für  das  Differentialgleichungsystem  (66) 
um  den  Punkt  x  =  0  herum  unendlich  vieldeutige  und  im  Null- 
imnkte  verschwindende   Integralstjsteme   existiren,    ivelche  nach 

positiven  steigenden  ganzen  Potenzeti  von  x,  x'-  logx,  -. — -fort- 
schreitende Reihen  bilden. 


V.  Anfstclliing  der  Kriterien  für  die  Eiiideutii;keit  der  Iiiteftrale 

beliehiis^er  algebraische!'  Diirereiitialgleichungsysteme. 

1.    Nachdem  wir  schon  am  Anfange  dieses  Kapitels  für 

einige    Fälle    algebraischer    Differentialgleichungsysteme    die 

Natur  der    Integrale    hatten    erkennen    können,    nehmen   wir 
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jetzt  die  Untersucliiing  iil^'ebnüsclicr  I  »itri-rontialj^leichiiiif?- 
systenip  beliebiger  Klasse  gaii/,  allgemein  wieder  auf,  indem 
wir  die  Methoden  entwickeln,  wie  man  für  ein  Diil'ereiitial- 
glcichungsystem  der  Form 


(1) 


dt,  dx  —^2K^,h,ih, 


dG{x,t„y,,y,,...y,;)dv„_ 
^  dt,  dx  ~  ^"(.-^^fi'?/!'       y")i 


^dx'i 


worin  t^  eine  Lösung  der  mit  Adjungirung  von  3',  ?/,  ,  y.^, 
.  . .  1/n  irreductibeln  Gleichung 

(2)  G(.r,  t,  y,,  y,,  .  .  .  7/ j  =  0 

ist,  die  Existenz  und  Natur  der  in  der  Umgebung  eines 
Punktes  x  =  t,  gültigen  Integralsysteme,  welche  in  diesem 
l*nnkte  die  willkürlich  gegebenen  Werthe 

Vi  =  Vi,     y2  =  V2y     •  •  •  V"  ==  y]n 
aunehmeu,  bestimmen  kann,  wobei  die  Werthe  der  Ableitungen 
im  Punkte  | 

\dx/-'       \dx/-' 
durch 

H,  ,     H^, ,     ...  H„ 
bezeichnet  werden  mögen. 

Zunächst  ist  aus  dem  ersten  Abschnitte  dieses  Kapitels 
bekannt,  dass,  wenn  der  zu  dem  Werthesystem 

(3)  oc  =  ^,  ?/,  =  ?/, ,  y.  =  U2,  •  •  •  V'i  =  Vn 
gehörige  Werth  r,  von  t,  unendlich  gross  ist,  die  reciproke 
►Substitution  für  die  Variable  t  die  Untersuchung  auf  r,  =  0 
zurückführt,  und  wir  dürfen  daher  im  Folgenden  den  zu 
dem  Werthesystem  (3)  gehörigen  Werth  Zi  von  /,  als  end- 
lieh betrachten. 

Diiferentiirt   man  nun  die  Gleichung  {'J)  nach  ./',  so  er- 
hält man  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (l) 

^    '  dx  '^  dy.di-l'^  f"  dy^  d_G^  "^  rt,    dx  ~      ' 

ft,  dt, 

und  somit  ein  Difterentialgleichungsystem  n  -f-  V'"  Klasse: 

Koo  II  igHbcrgcr,  I.clirbiioli.  '27 
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'dG(x,  <i,  y,,  ...  y„)  dy^ 


(5) 


C7t, 


f/x 


G^i  (•'^',  ^ ,  ?/i ,  •  •  •  2/«) 


äx 
cG(x,  t,,  y,,  ..  .j/,j  dt^  _  _^G  _'cG    G, 
dx  ox       cyi  d  G 


dt, 


dG     Gn_ 

mit  der  unabhängigen  Variabein  x  und  den  abhängigen 
Variabein  y^,  y.,,  ■  -  .  yn  und  f^,  dessen  Integralsystem  für 
X  =  l  die  Werthe  y^  =  rj^ ,  y.,=  ri.,,  ...?/„=  j;„ ,  fi  =  r^ 
annehmen  soll. 

Da  nun  G  und  G^  ganze  Functionen  der  Grössen  x,  y^ , 
.  .  .  yn,  ti  sind,  so  kann  man  das  System  (5),  wenn  zur  Abkür- 
zung P^, »;, , ...,;  ,r,  mit  (P)o  bezeichnet,  und  die  oben  definirten 
Grössen  H^ ,  Ho ,  . .  .  H„  eingeführt  werden,  in  die  Form  bringen 


dx 


+ 


^'"-'"^{^\ 


+ 


(^) +(.-i)(^  +(^-^.)(l^)  +o/.-'i.)Gf^, )  +• 


;«:,+,;_ö(^)+(;,-,,(^.)+(,,_„,(^;)+ 


+ 


^^""^-Ki:)o+ 


+e^"-'^«)(F0k)+--- 

~^^~~^>     dx[  dx  '^  nv.  dG^  •"  dv..  dG   \ 


+  • 


dyi  dG^ 

dt. 


dt  Ja 


V.  Aufsk'llniif,'J. Kriterien  für  d  Intofjr.  algfbr.  Diffcrentialglchgsyst.  419 

imtl  liifrauö  folgt  zunächst,  f?«6>-,  wie  schon  aus  Früherem  he- 

lärmt  ist,  nenn  \.  y)    von  Null  verschieden  ist,  ucyen  (hr  Enl- 

u'iclcelbarTceit  der  reciprolcen  Wcrthe  der  Nenner  dci-  rechten 
Seiten  nach  (janzen  positiven  steigenden  Potenzen  von 

X  —  l,     ty  —  r,,     iJi  —  Vi,     '  •  ■  V"  —  '/" 

die    Grössen  iji,  .  .  .  y„ ,  t^    in  der   Unujehmy  von  x  =  ^  nach 
jMsifiven    t,anzen    steigenden   Potenzen    von    x  —  5   entuiclelbar 
sind    und  für   x  =  i,   die   vorgeschriebenen    Werthc  /^i,  ...?/„, 
T,  annehmen. 
Ist  jedoch 

so  werden  die  Xonner  der  rechten  Seiten  der  Dilferential- 
«^leichungen  kein  constantes  Glied  enthalten,  und  die  Diffe- 
rentialgleichungen (G)  somit  zu  dem  Systeme  {2S)  des  ersten 
Abschnittes  dieses  Kapitels  gehören.  Dort  war  in  Nr.  3 
gezeigt  worden,  dass,  wenn  nur  einer  der  Zähler  des  Ditfe- 
reutialgleichuugsystems  (2S)  z.  B.  r,,  ein  coustantes  Glied 
besitzt,    die    m    Functionen   //,,...  y,„    sich    nach    positiven 

steigenden  ganzen  Potenzen  von  (x  —  |)"  entwickeln  Hessen, 
wenn  der  erste  lür  dieses  Werthesystem  nicht  verschwindende 
Differentialquotient  von  x  nach  ?/„  genommen  der  n^"  ist,  und 

zwar   enthielt    dann    die  Entwicklung   von  //„  —  »;,«  die  erste 

1 
Potenz    von    {x  —  ^)".      Wenden    wir    dies    auf    das    obige 
Differentialgleichungsystem  (0)  an,  so  folgt, 

dass,  wenn  in  der  letzten  Differcnticdgleichinui  dieses  Si/slenis 
das  constantc  Glied  des  Zählers 

von  Null  verschieden  ist,  sich  //, ,  y., ,  ...?/„,  /,  nach  positiven 

steigeiiden  ganzen  Potenzen  von  {x  —  ^)"'  enttvieheln  lassen, 
wenn  der  erste  für  das  gegebene  ]Verthe.<tysteni  nicht  verschwin- 
dende Diffrrentiahpiotient  von   x  nach  /,  gennnnnrn  der  »('"  Ist. 

•J7* 
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Nun  sieht  man  aber  leicht,   dass  vermöge  (7)  nacli  der 
Aiuialiiue,  dass  f  ^/_,!  )  ,  ■  •  •  ( -r-7 )  endliche  Werthe  haben  sollen,       j 

also  auch 

ist,  und  dass  somit,  wenn  x  als  Function  von  t^  aufgefasst 
wird,  wie  sich  sogleich  durch  Differentiation  der  reciproken 
Seiten  der  letzten  Gleichung  von  (6)  ergiebt,  die  Annahme, 
dass  der  erste  für  das  gegebene  Werthesystem  nicht  ver- 
schwindende Differentialquotient  von  x  nach  t^  der  m^  ist, 
mit  der  Annahme  zusammenfällt,  dass 

von  Null  verschieden. 
Somit  folgt 
wenn  in  dem  DifferentiälgleicJmngsystem  (1) 

von  Null  verschieden  ist,  und  es  ist  der  Aiisdriiclc 

nicJd  Nidl,  so  lassen  sich  y^,  ?/^ ,  ...  y„  nach  positive^i  steigen - 

den  ganzen  Potenzen  von  {x  —  |)'"  entwiclcehi  und  nehmen  für 
X  =  ^  die   Werthe  i]i,  rj^,  .  .  .  7]„,  an. 
Wenn  jedoch 

wird,  wo]>ei  die  frühere  Bedingung 

('«)  iWr" 

festzuhalten  ist,  so  geht  das  Ditferentialgleichuugsystem  (G) 
vermöge  (0)  und  (12)  in 
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(.-^)('/:;)+('.-o(^^;')+^..-..)(f^)_  +  -- 


(14) 


-    ^'(^l+<'■-'■^C^")+'-->(tl+•• 


+ 


+ 


-(^-r.) 


C      /  <   U  (   Cr      ^'i      1^        _i_  ^^     ^'' 


[  ^x- 


ct., 
c    /cG  ,    ?(/    (?, 


^ 


^^f 


?«. 


c«, /Jo 


l 


über;   da  mm  die  rechten   Seiten    desselben  tür  das   W'ertlR'- 

systeni   ^,   >/,  ,  >/^, ,  ...?;„,  r,    die    unbestinmite   Form  —   au- 

iiflinien,  so  i.st  die  Unter.siiclumg  liierinit  auf  ein  DilVerential- 
L^leieliiinj^system  von  der  Form  (1)  di'S  11.  Abschnittes  dieses 
l\a{»itels  zurückgeführt. 

Ist  also  das  Diff'crcntial(;Icichitn[jsysl(in  (1),  (2)  vorudiyt, 
und  soll  für  den  Wcrfh  x  =  ^  die  Xalur  derjenigen  Inttyral- 
I  Irnivnte  dieses  Sijsfrtns  unlerst(eht  iterdin,  urUlir  für  diesen 
Werfli  von  x  die  Wert/ie  »y,  ,  »/^ ,  ...  »;„  annelinien,  und  deren 
AI)l<i(H)i;/en  in  diesem  Pioilde  die  endlielten  W'erthe  H,  ,  H_. , 
.  .  .  H„  besitzen,  so  iverden 
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1)  wmn  (^)    von  Null  verschieden  ist, 

Vii  Vi}  •  •  ■  2/«  ***  f^^^'  Umgebun(/  von  x  =  i,  nach  positiven 
steigenden  ganzen  Potenzen  von  x  —  |  entwickclbar  sein; 

2)  tvenn  (^)  =  0  und 

(i).+(ä."'+(i)«"'+-+a."" 

von  Nidl  verschieden  ist, 

Vi)  1/2 }  ■ '  •  Vn  sic/i  nach  positiven  steigenden  ganzen  Fo- 
1 
tenzen  von  {x  —  |)"'  entuiclceln  lassen,  tvorin  die  Zahl  m  die 
Ordnung  der  ersten  für  das  Werthcsystcm  ^,  rj^,  rj.^,  ...»?« 
nicJit  verschiüindenden  Ableitung  von  G  nach  ti  genommen  be- 
zeichnet; 

3)  tvenn 

ist,  nach  den  in  den  letzten  Abschnitten  dieses  Kapitels  an- 
gegebenen Methoden  das  Biffercntialgleicliungsystcm  n  -\-  1'" 
Klasse  (14)  in  den  abhängigen  Variabein  y^,  y^,  ...</«,  t^^  und 
der   unabhängigen   Variabein  x,    dessen   rechte   Seiten  für   das 

Werthesystem  h,,  tj^,  ...r],^,  t^  die  unbestimmte  Form  —  an- 
nehmen, in  Bezug  auf  die  Eindeidigkeit  und  Mehrdeidiglicit  der 
bezeichneten  Integrale  zu  untersuchen  sein. 
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Uiitci^siiclumg  der  Eiejeiisrliiiftcii  der  Internale 
linearer  Ditfereiitialj.4eicliiiiij^syt?teiue   in  der  l  in- 
liebniiii:  eines  beliebigen  Werthes  der  nnabhänLqiren 


Yariabeln. 


I.    Feststellung  der  Natur  «ler  Mehrdeutigkeit   uml   IHscoii- 

tinuität   der  lute^raleleuiente   bclield^er   linearer  Ditleren- 

tial^Ieieliuu;:;s\  steme. 

Wälirond  es  im  letzten  Kapitel  für  beliebige  ulgebraische 
UiÜ'erentialgleichimgsysteme  nur  im  Allgemeinen  gelang,  die 
l^escliaöeuheit  der  Integrale  auch  in  den  singuliiren  I'uukten 
testzustellen,  gehört  es  zu  den  wesentlichsten  Eigenschaften 
linearer  Ditlerentialgleichungsysteme,  dass,  sowie  man  für 
(^>uaclraturen  beliebiger  algebraischer  Functionen  nachweisen 
konnte,  dass  sie  nur  wie  algebraische  oder  logarithmisehe 
Functionen  unstetig  werden,  auch  die  Integrale  linearer  Hitfe- 
reutialgleichungsysteme  nur  Vieldeutigkeiten  und  Unstetig- 
keitcn  ganz  bestimmt  angebbarer  Art  besitzen. 

1.    Sei  ilas  homogene  lineare  Differentialgleithungsystem 


(1) 


,  dx 


=   'L-u'/l  +    '1.l'//:J   -I- 


=  J,.,//,  +  A,,:!/,  -f  •       4-  A,.,i/„ 
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gegeben,  in  welchem  -4„,^  beliebige  Functionen  von  x  be- 
deuten, so  werden  die  rechten  Seiten  dieses  Systemes  für 
ein  gegebenes  endliches  Werthesystem  von  x,  y^,  y.^,  •  --yn 
offenbar  nur  dann  aufhören  können,  endlich,  stetig  und  ein- 
deutig zu  sein,  wenn  dies  mit  den  Coefficienten  Äa^i  selbst 
der  Fall  ist,  und  es  folgt  somit  zunächst, 

dass  für  ein  lineares  Differentialyleiclmngsystem  sämmtliche 
simjidären  WertJie  mir  in  sokJien  Punkten  der  Ebene  licijcn 
können ,  in  denen  die  Coeffieienten  der  Bifferenticdyleichumjcn 
aufhören,  endlich,  stetig  und  eindeutig  m  sein. 

Wird  nun  zunächst  ein  Theil  T  der  a;-Ebene  betrachtet, 
in  dem  die  Functionen  ^„.i-  von  x  eindeutig  sind,  und  geht 
man  von  x  =  x^  mit  bestimmt  angenommenen  Werthen  eines 
Integralsystems  aus,  so  wird  man,  wie  früher  gezeigt  worden, 
wenn  x  einen  geschlossenen  Umlauf  beschreibt,  der  nicht 
singulare  Werthe,  d,  h.  Discontinuitäten  der  Functionen  ^4^^ 
einschliesst,  nach  x^^  mit  denselben  Integralwerthen  zurück- 
gelangen, es  werden  aber,  wenn  singulare  Werthe  umkreist 
werden,  die  Integraleleraente  im  Allgemeinen  sich  ändern, 
und  wir  wollen  untersuchen,  von  welcher  Art  diese  Aende- 
rungen  bei  der  Umkreisung  eines  solchen  singulären  Punktes 
sind.  Ist  der  Unendlichkeitspunkt  ein  Eindeutigkeitspunkt, 
und  soll  die  Veränderung  der  Integralelemeute  bei  der  Um- 
kreisung dieses  untersucht  werden,  so  setze  man 


1 


woraus  sich 


(ix  dt       '  dx  dt 

crgicbt,  und  es  geht,  wenn  -4«^'  als  Function  von  t  aufgefasst 
mit  .IL/i  bezeichnet  wird,  das  System  (1)  in 

-Jj  =  —  l~'^^'n!Ji  —  i~'^^^i2y> t--Äuy„ 

-ji=—  t-"Ä,ayi  —  l--A,r>y.,  —  • .  •  —  t-'-A„„y„ 
über,  die  Untersuchung  ist  somit  auf  das  entsprechende  lule 
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gralsystem  dieses  wiederum  linearen  Difierentialgleichung- 
systenis  in  der  Umgebung  des  Punktes  t  =  0  zurückgelülirt. 
Wird  aber  nun  auch  ein  siugulärer  Punkt  in  Betracht 
gezogen^  für  welchen  die  Functionen  A„i  vieldeutig  sind,  so 
lässt  sich  für  den  Fall,  dass  J^eincr  dieser  Coefficienten  in 
iJiesem  Vunldc  unendlich  vieldeutig  ist,  die  Untersuchung  auf 
den  Fall  der  Eindeutigkeit  jener  Functionen  zurütkfiihren; 
doiiu  werde  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  aller  Cyclen, 
weleho  die  Functionen  Ä„i  in  dem  betrachteten  Punkte  a 
besitzen,  mit  in  bezeichnet,  so  wird  die  Substitution 


(x  —  «)'"  =  ^     oder     x  =  ^"'  +  a 

die  Coefficienten  A^,-i  ofiFenbar  in  solche  von  ^  abhängige 
(irösseu  A[,^i  verwandeln,  welche  bei  einer  einmaligen  Um- 
ki-cisung  des  Null[)unktes  unverändert  bleiben,  also  für  ^  =  0 
eindeutig  sind,  und  es  wird  das  Ditterentialgleichungsystem 
(1)  vermöge  dieser  Substitution  die  Form  annehmen: 


=  m^'—'A'nU,  +  nil"^-'A\,i/,  H h  >ni"^-'Äu>/„ 


du 

-pr  =  ml"—^A,.xii^  -{■  nih,"'-^Ä„:!l-.  H +  ni^'"-^  A',..>i . . 

worin  säunutliche  C'oetficienten  in  §  =  0  eindeutig  sind. 

2.    Seien    nvin   die   Elemente    eines  Fundamentalsy.slems 
von  lutejjraien 


(-0 


■  Ihn 


l//,.i      //-..' 


Vn„ 


uiul   lassen   wir  die   \'ariable  x   den  singulären   Punkt  d  um 
kreisen,     in    wfhliem    die    (^oeflieienten    A,,^    eimleulig    sein 
sollen,     SU     werden     lUirli     den     rii(i'r>urliuiiireii     des     dritlt-n 


('i) 
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Kapitels  die  VVertlu',  in  welche  die  in  (2)  bezeichneten  Fuiic- 
tiunen  überüeheu. 


(ä) 


y'n    !/22 


ym 
y'ta 


^Um    y,a 


ynn 


wiederum  Integrale  von  (1)  sein,  und  zwar  wieder  ein  simul- 
tanes Fundamentalsystem  solcher  Integrale  bilden,  so  dass, 
wie  oben  gezeigt  worden, 

yii  =  «ii</ii+«.'i!/2i  +  -+f^"i!/«i,  ...y'i«=«n!/i«  +  «i-i2/-"t-f  ••+«'<! //nj 

!/2i  =  «^i2  2/ii+f^22y-jtH — [-(^^rjy.u..- 1/2,1  =-  f<i2yin-\rcc,.,y..„-{ \-Ct,r:yni 


und  die  Determinante 


(ö) 


E 


c(.,i    .   .   .  c(,n 


c(~,-> 


«1«        «2// 


von  Null  verschieden  ist.  Weiss  man  nun,  worin  jedes  Ele- 
ment des  Integralsystems  (2)  übergegangen  ist,  so  ist  auch 
bekannt,  wie  sich  jedes  Element  irgend  eines  anderen  Integral- 
systems bei  der  Umkreisung  des  Punktes  a  ändert;  denn 
werde  dieses  mit  «j ,  v.^,  ...  u„  bezeichnet,  so  ist 


(Ö) 


'h  =  bi//n  +  ^jy,i  -f  •  •  •  +  ^ny,n 


Un 


^i2/i"  +  ^22/-''<  +  •  •  •  +  l^y^n, 


worin  ^, ,  ^^, ,  ...  ^„  Coustanten  bedeuten,  und  es  gehen  daher 
jiach  (4)  i{^,  /r, ,  .  .  .  n„  bei  einer  Umkreisung  des  Punktes  a 
über  in 
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oder,   WL'iiii 


(8) 


X, 


gesetzt  wird,  in 

"i  =  x,//ii  +  x,y/.,i  +  •  •  -f  a:,//„, 


Wir  wülleu  iiuu  die  coiistauteu  Grösseu  ^,  ,  $., , 


i;    so 


zu  bestinimea  suclien,  dass 

(10)  l('i  =  COJ<,,       u\>  =  (Ot(.,^       ...    »'„  =  Wff„ 

ist,  worin  a  eine  zu  bestimmende  Constaute  bedeuten  soll. 
Da  aber  aus 

(11)  X^yi,,  +  X,ij2u-\ hX,?/m.  =  w(^,yiu  +  5.y.'aH \-l,lhu.), 

weil  i/u,,  iliu,  •••llnu  Elemente  eines  simultanen  Fundamental- 
systems sind,  also  zwischen  ihnen  für  «  =  1,  2,  .  .  .  n  keine 
homogene  lineare  Relation  mit  constanten  Coefticienten  statt- 
lindeu  darf,  folgt,  dass 

(12)  Xi  =  co^, ,     X.,  =  (öi.,     ...X„  =  co|^ 

sein  muss,  so  orgiebt  sich  aus  (8),  dass  §i ,  |^ ,  .  .  .  ^„  dunh 
die  )i  Gleichungen  bestimmt  sind: 

(«11  —  «)b,  +  «li^,.  +  •  •  •  +  «1-.V.  =  0 
(Id) 


«,ii^i  +  «„jI..  +  •  •  ■  +  1«'.«      "H-  =  'S 
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und  das«  daher  co  t'iuo  Lüsuiif^  der  (Jleicliuiig 

I     «11    —    03        «la «1„ 


(14)  Sico)  = 


a.,.,  —  GJ 


««1 


ist;  man  nennt  diese  Gleichung  die  mm  PimJdc  a  (jchörige 
Fundamentalgleichung. 

Jede  Lösung  diesei  Fundamentalgleichung  wird  aus  (13) 
ein  System  von  Werthen  für  l^,  ^2,  •  -  •  ti  liefern,  und  so- 
mit nach  (C)  im  Allgemeinen,  tvenn  nämlich  alle  diese  n 
Lösungen  von  einander  verschieden  sind,  n  Werthesysteme  von 
^fl,  «2>  -''Un,  welche  nach  (10)  die  Eigenschaft  haben,  bei 
einer  Umkreisung  von  a  in  Werthe  überzugehen,  die  von  den 
Ausgangsiutegralen  um  denselben  Factor  oj  verschieden  sind*). 
Da  die  Determinante  B,  der  Gleichung  (5)  in  Folge  der  An- 
nahme des  simultanen  Fundamentalsystems  von  Integralen 
von  Null  verschieden  ist,  so  darf  keine  der  Lösungen  der 
Gleichung  (14)  verschwinden;  setzt  man  daher 
(15)  a  =  e^/vri^ 

und  legt  dem  r  einen  der  unendlich  vielen  und  um  ganze 
Zahlen  verschiedeneu  endlichen  Werthe  bei,  welche  diese 
Gleichung  befriedigen,  so  werden  die  Functionen 

u^{x  —  «)""'',     u^ix  —  «)"'■,     .  .  •  Un{oc  —  a)—'' 

in  der  Umgebung  von  a  eindeutig  sein,  da  jede  der  et-Grösseu 

bei   der  Umkreisung   von  a   den   Factor  c"""   und   (x  —  a)~'' 

den  Factor  e~'^''^'  annimmt. 

3,    Zunächst  ist  es  aber  wichtig  zu  erkennen, 

dass  die  Gleichung  (14)  d.  h.  deren  Cocfficicnten  wiahhängig 

sind  von  der   Wald  des  Fundamentedsystems  (2),  zu  denen  die 

Grössen  a^,a  wesentlich  gehörten. 

*)  Hat  die  (jleicbung  (l-i)   eine  r*-^  Einlieitawurzcl  f    zur  Lüsuiij,', 
so  dass 

Ml  =  £  Mj  ,      «2  =  £  M„  ,      ...    M^j  =  f  U^ 

wird,  so  wären  diese  Intcgraleleinente  Functionen,  welche  nach  ;•  Um- 
kreisungen des  Punktes  a  wieder  denselben  Werth  annehmen,  also  die 
Natur  alfjrebraischer  Functionen  haben. 


1.  Feststellunpfd. Natur (1.  Integrale  linearer Differentialglfichungayst.  4'J[) 


Donu   wiilill    inuM   iri^cnd   rin   amliTOs  sininltanos  Ftiiifla- 
uiontalsy.stt'iu   von    liifcj^ralcii 


(ir.) 


'/n       '/i 


'/i' 


»/.l        >i..: 


n„„ 


wolclios    l»('i    ciiirr   Tinikroisuii^*    von    a    in    «las   l''nn<lann'ntal- 
systeni 

n'w    n'i-2  ■  '  ■  v'i" 
0') 


iibero-elioii   ui()go,  so  dass  den  (ileiclinngeii  (4j  analog 

-\-ßulU"n 


{m 


U''.\=ß\:Vu+ß.i'Vl\-i \-ßn,;U"\,--'n'nu^ßi'Uln  +  ß2n^hu-{-- 

"i   Pill  V"" 


ist,  nnd  wiederum  die  Determinante 


(10) 


P  = 


ßn      ßi-,  .   .   .  ßm 
ßn      ß2.   ■  '   -  ß-^n 


ßiil        ß>i>    •    '    •    ßnn 

von  Null    vorscliieden    ist,    so   wird    der  Gleichung  (14)   ent- 
siiri'cbend  die  zum  Punkte  a  gehiu-ige  Fundanu-ntalgleiehnng 

'    /^„  -  «     ßi2 ß> :  ! 

ß.,,  ß.o  —  (.)...   p'j„  ; 


I     ßnl  ßn-^ ß.H    —    W     1 

lauten,  niul  es  isl  die  Tdontitilt  der  (.Ueicliungen  {\  \)  und  (20) 
uaeli/nweisen.  Da  al»er  die  Elemente  ('2)  ein  l-'nudamental- 
systeni  bildeten,  so  wird 
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(21) 


worin  die  Determinante 


(22) 


C 


C.Q       Ci)o    •    •    •    t-yi2 


^1«       '2/i    •    •    •    C,j^ 


von  Null  verschieden  ist,  und  somit  einerseits  aus  (IS)  und  (21) 

(V'n  =  ißnCn  +  ^21  ^,2  H h  ßniCin)yn 

+  (A1C21  +  ^21^22  +  •  •  •  +  /5,aC2„)?/2i  + 

(23) 


^«1  =  (/3i«Ci,  +  /3,.,,c,2  -\ f-  ß„nCu)yn 

+   (/3l«C2i   +   /32„C2.    H f-  ßnnC2n)y2l   +   '  '  ' 

^  +   ißluCnl   +  i32«C,,o  -f-   .  .  .   -|-   ßnnCnu)y,a 

und  die  ähnlich  gestalteten,  andererseits,  weil  das  Gleichung- 
system (21)  für  eine  Umkreisung  von  a  die  Beziehungen 

(n'n=c\^y'n-\-a>iy':>i-\ [-c«i!/;a,...^Au=fn2/i'<+c.,v/j,  +  - 

-\-c,ny'nu 

?/2i  =  Ci2?/ii  +  c.2?/2iH 1- c„^.?/«i; . . . i/2n  =  Ci.,2/I„+  c.,.,y'>„+- 

(24);  +c„-,2/:« 


';1i=-'?1«?/H+^2«2/^'«H hOi«?/«l.---^/''«=<'l«2/'l«  +  '"2,..V2,<4-- 

"T"  'iinyitr. 

liclcri,   v«'nnöge  (4)   die   dileicliungcii 
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(2;.) 


+  (^11  «'.I  +  ^:.|««-'  -r  •  ■  •  +  C.i«H'/)//».i 


+  (^'i'.«.!  +  ^•-••-«-'  + h  C.««:i«)yji  4-  •  •  • 

Vergleicht  man  nun  die  Systeme  (23)  und  (2;")),  so  folgt, 
weil  zwischen  den  t/u-,  y-^k ,  ...ynk  keine  homogene  lineare 
lu'lation  stattfinden  darf,  dass  für  1:  =  \,  2,  .  .  .  n  die  lie- 
/iehungen  bestellen 

Ciitta  +  c.,^aj,.>  +  •    •+  CniKkn  =  (i^Cn  +  /I1Q2  H 

-\-  ßniCu  =  >'-l< 

r,,,f^n  +  ^V.«>iL>  H h  C,L'«Xv,  =  /^,2^-ii  +  /^-c*-'  H 

(2r»)^  +/5„2Ct,  =  >l.i 


^'b.  «n  +  c-««<-  H h  c«„aA„  =  /:Ji,.ai  +  ßu-jCkj  -] 

-f-  ^««  Ckn  =  A«; , 
und   bildet  man   nun   ilie   beiden  Determinantenproduete 
C.S{co)     und     C'.T(ü), 

so  folgt  aus  dorn  bekannten  Multiplicationsgesetz  der  Deter- 
minanten 

(27)  C.S{a>)  =  C.  T(a)  = 

A,,  —  c^^co     A,._,  —  c.yco  .  .  .  Ai„  —  r„i&i 
Ao,  —  f,..w     Ao.,  — r.,0)  .  .  .  Aj ,  —  CiM 


A„i  —  Ci„f<j     A,,...  —  Cj„(o  .  .  .  A„„  —  Cn„a 

und  £"5  //«?^e«  somit  die  heulen  Gleiehunycn  (14)  und  {20)  die- 
selben Lösnncfen,  sind  daher,  was  bewiesen  werden  sollte,  iden- 
tisch 11)1(1  u)i(d>hiin</i(f  r(»i  dem  simultanen  Fundamentalsystcmc 
von  Jnleynden,  ro)i  adelten  man  zar  Jftrhituna  der  !:um  Punkte 
a  ffeliioiiieii    T)i)idiiiin  )ilidiilri(  Lidk/  aitsiiitKi. 


432 


Sechstes  Kapitel. 


4.  NachdeDi  der  invariante  Charakter  der  zu  den  singn- 
lürcn  Punkteu  gehörigen  Fundamentalgleicliuiigeu  erwiesen  ist, 
soll  zuerst  der  Fall  untersucht  werden,  in  welchem  die  Losungen 
der  Fundamentalgleichung  (14)  sämmtlich  verschieden  sind. 

Seien  dieselben 

ö,  ,       «2  ,       .    .    .    GJ„ , 

und  die  vermöge  (13)  und  (G)  dazugehörigen  Integralsystome 

W21        «'09    .    .    .    1l2n 
(28) 


SO  ist  zunächst  leicht  einzusehen,  dass  das  Integralsystoni  (28) 
auch  ein  simultanes  Fundamentalsystem  von  Integralen  bildet-, 
denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  bestünden  also  die  Beziehungen 

;\^n  +  7<'2W2i  +  •  •  •  +  ^'»^'«1  =  0 
(29)  11-1-^-1 


worin  /c^ ,  /^g,  ...Icn  Constanten  bedeuten,  so  würde  sich 
durch  successive  Umkreisung  des  Punktes  a  zur  p*''"  Gleichung 
von  (29)  das  Gleichungsystem  ergeben 

.  \Uuj  +  K'^'2q  -{-■■■    -\-  J'nKno  =  0 

l\CO^    ?fl,,  +  li^O^   ^'20  +   •  •  •   +  /«'«ö,,    ?f„„  =  0 

(oO) 


(für  p  =  1,  2,  .  .  .  ^0; 


woraus 


(31) 


1 

1  .  .  . 

.   1 

"l 

M,      .     . 

.  «„ 

fO," 

03./  .    . 

9 

«;'-' 

ojj;-!  . 

.  .  CO"- 

n 

(oj,  —  OX,)  (fO,  - 
(fO„. 


W.j')  .  .  . 


« J  =  0 
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folgen  würde,  was  wegen  der  Verschicdeidieit  von  cj,  ,  oj, , 
...«„  unni(>glicli  ist;  nenn  somit  die  Liisitntjni  drr  (ibidinuy  '  \\) 
sämmtlich  vcrscliicden  sind,  so  bilden  die  (tiis  dm  (llcichuiKjm 
(13)  und  (G)  hcrvorf/eJiniden  Inleyndsystcme  der  tt  ein  sitiiid- 
tanes  FnndamenUdsystem. 
Setzt  man  nun 

(32)  Q,  =  c-'"'"',     cj.^  =  e-'-'"' ,     .  .  .  f.j„  =  e-'-n'", 

worin  die  Dill'erenz  je  zweier  der  r  weder  Null  noch  eine 
ganze  Zahl  sein  kann,  da  die  co  säninitlich  verschieden  sein 
sollten,  so  erhält  man  mit  Hülfe  der  oben  gemachten  He- 
merkung  den  foli^enden  Satz: 

Zu  jedem  sinyuUiren  Pitnlte  n,  dessen  FundmnentaUjlriehinui 
mir  verschiedene  Lösungen  coj ,  to^ ,  .  •  •  «»  besitzt ,  gehört  ein 
simidtancs  Fnndamcntcdsystem  von  Integralen 

Uli     u^..  .  .  .  i(i„ 
?/.,,      )i..,  .  .  .  n..,, 


K„\        I(,r2    •    •    •    Unn  , 


dessen  sä)nmtliche  Elemente  mit  l\Hensen  von  x  —  n  m>dti}ili(irf 
in  der   Umgebung  von  a  eindeutig  werden,  so  dass,  wenn 

(33),^.  log«,  =r.,     .Vl-i^or.^r ^]ogo,„  =  ,-„ 

gesetzt  7vird, 

u.,^  =  G'  —  oY^(p.,^    ?/., ,  =  (r —  «>-•  rp.,^  . . .  «..,  =  (x  —  oY^  qn^., 
(34] 


Uni  =  {x  —  a)''i  (p,n  u„->  =  {x  —  aY"  cp„. . . .  n„„  =  {x—ii)''>(p„^ 

ist,  worin  die  tp^^  in  der  Umgebung  von  a  cimleutige  Functionen 
darstellen,  die  sieh  also  in  eine  nach  2wsitiien  ganzen  Potenzen 
von  (x  —  a)  und  (.r  —  a)~^  fortschreifeiulr  llrihc  rntuiehelu 
lassen. 

5.  Seien  nun  die  Lösungen  drr  Fundamentalgleichung  auch 
vielfache,  und  sei  z.  B.  w,  eine  A-i'ache  Lösung,  so  giebt  es 
also  jedenfalls  ein  Integralsvsteni   //,  .  »/.,  ...  u.,,  für  welches 

Kooniftsber^or,    I.olirijiicli.  J*' 
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(35)        «i]=a}l^(lJ,     Vfiy  =  t3j«i,2 ,     .  .  .  u'in  =  c)ii(i„ 

ist.  Dann  kann  man  aber  in  dem  simultanen  Fundamental- 
system  (2)  die  erste  Horizoutalreihe  durch  ■?f,j ,  ?rjo ,  ■  .  ■  Hi,, 
ersetzen,  und  es  ist  offenbar  auch 


(30) 


u, 


■    V'ln 


^ynl        yn2    •    ■    •    ynn 

ein  simultanes  Fundamentalsystem  von  Integralen;  denn  da 
man  in  den  Gleichungen  (13)  den  zu  «j  gehörigen  Werth 
von  li  von  Null  verschieden  wählen  kann,  so  würde  eine 
homogene  lineare  Relation  von  der  Form 

(37)  \u^,  +  7^2^21  H h  l^nVul  =  0 

zusammengestellt  mit  der  ersten  der  Gleichungen  (G) 

«11  =  Il2/ll   +   ^22/21   H Inynl 

die  Relation 

(38)  \l,yn  +  (Jhi^  +  ^^21  H Vihln-]-  K)yni  =  0 , 

also  eine  nicht  identische  homogene  lineare  Relation  zwischen 
entsprechenden  Elementen  eines  simultanen  Fundamental- 
systems liefern,  was  nicht  sein  darf.  Lässt  man  nun  das 
simultane  Fundamentalsystem  (30)  sich  um  a  bewegen,  so  folgt 

«ll  =  CJi«i,  ,    U'i2  =  «1^12  ,     •  •  •  «1«  =  C3i«l« 

y21  =  «i2«ll  +  «222/2lH f-«n2«/»l,..-!/2«  =  «i2"l«4-«22.V-'«H |-««2«/«-t 


und  somit  die  zugehörige  Fundamentalgleichung 


(40) 


«1   —  CO 

{) 
0 


«12 
«22 


O 


««2 


«1« 
«2« 

cc.n,  —  a 


0, 
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die  iiacli  (lein  ohcii  bewiesenen  Satze  dieselben  Lösungen 
haben  rauss  wie  die  Fnndaniental^leichun<j;  (1*4 j,  und  d;i  (40; 
in   M,  —  CO  mal   der   I^'terniiiiiuitc 


(41) 


ct.,.,  a. 


■  ct-.i,, 


,2  a,,3 «;„.  öl 

zerlegbar  ist,  ansserdein  (11)  die  Lösnng  w,  A-Iaeii  enthalten 
sollte,  so  mnss  die  Gleichung  (41)  die  Lösung  oj,  noch  A —  1- 
mal  besitzen-,  es  lassen  sich  somit  die  linearen  (Jleichungen 
auHöseu 

«22^2  "f"  "^23-^3  "f"  ■■  "h  «2/1  Xi  =  <^i^> 


■     (42) 


^(„oX.^   4"   K„aX..   +   ••-{-   «»nX„   =   «,A'„, 

und  weuu  man  daher  setzt: 

?/.,,  =  X.^y.>^  +  A'y ;?/.,,  +  •  ■  •  +  Xniinx , 

m      ■ ^ ,  ■  • 

n..,,  ==  Xjj?/...„  +  ^a!/:!"  +  •  •  •  +  A'„y„„ , 
so  wird   für  eine  Umkreisung  von  n  sich   nach   (80) 

(44)  thf,  =  X2(a,2Mi(,  +  ß^j.J/o,,  -I h  «,,2»/,.,,) 

+  X3(ai3«,„  +  «aa^/iv  H H  ««».'/"c)  +  " 

-f-   Xn{cCl„Uin  +  «2,.!/2..  +   "  "       +   ««-i  ?/« J  , 

oder 

(40)  »2.,  =  («12X2  +  «13X3  +  •  •  •   +  «i„X,.)  Ml,, 

4-  («.3X2  +  «23X3  + f-  a..„X„)iht;  +  • 

+  (a„iX.j  -\-  C(„■^X._^  -{-  «„„X,,)»/,^, , 

nd.'r  nach  (42) 

«2,,  =  («12X2  +  «13X3  +    ■  •  +  «uA',)»<ij, 

+  «,(X,//2,,  +  X3f/.<n-  -f h  ''^'"?/"v) 

ergeben,  nntl   somit  vermöge  (43) 

H«,.  =  («12  X.  +  «i:;X.i  +   •  •  •  «i,X„)«|,.  -f-  Oi^  Iti^. 


oder 


28* 
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h'._,.,  =  «21  «lo  -|-   «1  "2v 

sein,  worin  oj^j  eine  Constante  bedeutet,  so  dass  das  Integral- 
system 

bei  einer  Umkreisung  von  a  die  Werthe  annimmt: 

(46)         ?(2l  =  Ö21^'ll    +   G3,?^2,  ,       ?f22  =  0'2l^'l2  +  ^l^'^i  »    •  •   • 
>72„  =   «21  »'in   +   «I»'2«J 

und   man  siebt   genau   wie  vorher,    dass   aucb    das  Integral- 
System 


«11 

«12    • 

.    .    ''1« 

«21 

«22    • 

.    .     "2« 

Vsi 

2/32    • 

•  mn 

ym 

^n2    . 

■    ynn 

ein  simultanes  Fundamentalsystem  von  Integralen  sein  wird. 
Schliessen  wir  so  weiter,  so  erbalten  wir  den  folgenden  Satz: 
Wenn  oj^  eine  k-fache  Wurzel  der  zum  Punlde  a  gehörigen 
Fundamentalgleichung  ist,  so  existirt  eine  Gruppe  von  A  Integral- 
systemen 


(47) 


«0, 


Uf 


;.i 


«1« 

/.ii  ' 


welche  hei  einer  Umhreisung  von  a  die  Werthe  annehmen 


(48) 


■i(u,  =  03i«i„ 

«2m  =  «21«!!,'  +  «i"2<. 

«•io  =  «.ji?^io  +   (O.i.ylfy^,  -{-   «1«;!,, 


«L="/..",„+«;.2«2„H h  «,,_,''._„,+ ",^';.„; 


?(Y'nn  ?iM«  (//r  ?«  verschiedenen  Wurzeln  der  F/nidanioilal- 
glciehnng  mit  ca, ,  m^,  •  • .  »m  bezeichnet  werden^  und  m,  A,- 
/J-fc/i,  «2  k^-fach,  .  .  .  (o,„  k„-faeh  vorliommt,  so  u-ird  man  m 
solcher  Jnfrgndffriippoi  (4S)  hildrn  lönncn,  somit 
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^i-\-  ^■■■-{- h  ^.  =  n 

hüeyrahystcine  erhalten,  welche  zttsammeti  ein  simultanes  Fun- 
dnmc)it(ds]istcm  von  Inteiiralen  des  vorijehytcn  linearen  JUffe- 
rentiahjleichatiijsystcms  bildm  norden;  trenn  die  Grössen  ca^i 
nieht  verschtcinden,  so  darf  man  nach  (42)  uilUcürliche  Werthe 
l'dr  dieselben  annehmen. 

0.  Daraus  wird  mau  über  leicht  die  lie-chuffenheit  der 
Iiitegralsy steine  in  der  Umgebung  des  singulären  Punktes  a 
(ür  den  Fall  der  vielfachen  Lösungen  ermitteln  können. 

Betrachten  wir  nämlich  eine  z.  13.  durch  die  Gleichungen 

(48)  dargestellte  Ciru])pe  von  Intcgralsystemon,  so  ist  zu- 
nächst klar,  dass,  wenn 

(49)  (0,  =  t-''"' 
gesetzt  wird,  nach  Früherem 

(50)  «,i  =  (2"— rt)'''qp,,,  ?',.>  =  (:^'  — «)''<jP,.,  ..  •'<!-.  =  (a:  —  a)'-'(pu 
ist,  worin  qpj, ,  ...  qpi„  nach  ganzen  positiven  uiul  negativen 
l'oteuzcn  von  x  —  a  fortschreitende  Keihen   bedeuten. 

Stellt  man  nun  die  Beziehungen 

zusaninien,  so  folgt 

(52)  ("=•-■)■="..+"?,•., 

da  aber  die   Function 

(53)  _L^log(x_rj) 
^      '  2jrt    o),        "  ^  ^ 

bei  einer  Umkreisung  von  a  auih   um 


zunimmt,  so  wird   die   l-'unctiDU 

(54)  %'_     L.  ??...  iog(x-«) 

eine  um  a  herum  eindeutige  Function  vorstellen,  also 

1     tti 

(05)  it^.,  =  (.V  —  a  '■'fr,    /  ...  4-  - — :      -  (x  — rtV'q  ...  lotrur  —  rlV 
"<      ^     --•         \  '     2r»    w,    '^ 

oder  wenn 
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<PH'  =  <^ 


gesetzt  wird,  ivorin  sich  qp^/]  von  (pi^  nur  um  einen  constanten 
Factor  unterscheidet, 

'^'21  =  {x  —  «)'•'  ((jD,j  +  <pW  lyg(a;  —  a)) 

.     .  f  «22  =  (^  —  «)'■'  (9P,2  +  9^12^  log  (a;  -  («)) 

(0/; 


Ihn  =  (x-  «)'••  (92^  +  9j(/j  log(a;  —  «)) 

sein,   worin  sämmtliclie  qp-Fimctioiieii  wieder  deu  früher  an- 
gegebenen Charakter  haben. 

Stellen  wir  aus   dem  Systeme  (48)   die  Gleichungen  zu- 
sammen 

{Ul(,  =  (Oj^'Uif,, 


_j_  ^  N    I   % 


(58) 

so  folgt 

(59)  (^)'=  ^ 

oder  nach  (54)  und  (56) 

bildet  man  aber  die  Function 

(61)  AäQ  [log  {x  —  a)]'-^  -f  ^3o  log  (a;  —  a)  =  Fs^ , 

worin  A^^  eine  zu  bestimmende  Coüstante,  ^3^,  eine  noch 
näher  anzugebende,  in  der  Umgebung  des  Punktes  a  ein- 
deutige Function  von  x  ist,  so  wird  Fsq  bei  einer  Umkreisung 
von  a  in 

(62)  ^3e  [log  {x  -  «)  +  27iif  +  4^,^,  [log  («-•  -  a)  +  271  i] , 
übergehen,  also,  wenn  F^  die  veränderte  Function  bedeutet, 

(63)  F'zo  =  —  4äM3(,  +  2ni  ips^,  -\-  Ani ^3^.  log  (x  —  a)-^  F:u, 

sein;  wenn  lum  in  der  Gleichung  (61)  A^,  und  ^'3„  so  ge- 
wählt werden,  dass 
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i  Jl  t  yj  ;(„  = 

(64) 


Oller 


CO,  ß),     q?,,, 

I^*",,  M,    0)...,  O),,  ,rt          T«.. 


ist,  so   wordeu  uach  (00)  und  ((115)  ilio  Fimctiujieii 

-^   und  i^'3„ 

bei  der  Umkreisung  des  Punktes  a  dieselbe  Veränderung  er- 
leiden, und  somit 


(06) 


F-io  =    ^3 


eine  in  x  =  a   eindeutige  Function    sein;   es    ist   daher   nach 
'(61)  und  (03) 

(67)  ..3,=(x— a)"yi,{^.c.+  (--^4^/  ■  +  -^h,  ^-;;)H'(-^-<' 


ixler 


(68)  ^/a,  =  ix  -  «)'•■  {  ^.,  +  9< ;)  log(a,-  -  «)+<>  llog  {x-a)^- } , 

worin 

(69)  9)(|)  =  ^^,,, -^Y/g,,^^     qp,.)_C>,, 

ist,  wenn  A^  B,  C  Constanteu  bedeuten,   g)f^]  sich  aufnit  ion 
^i„  nur  um  einen  cunsfaufcn  Factor  witcrsclieiikt  und  qr!.|*  eine 

liomoijene  Iniearc  Function  von  (pin  u)ut  qp^o  ist. 

^Vir  erhalten  somit  für  die  dritte  Elementeureihe  siniul 
taner  Integrale  die  Formen: 

^u,^={x-ay>[(f,^-\-(p<:^^\ocr(x-a)  +  cfü[^o'^^^'^-a)\^] 
,/3^  =  (a;  —  «)'•■  j  ,;pjj^ -f- <3p<,y  log(j;  — (/^  +  g)',;,  [logfr  - '/'>!- j 


(70) 


,»„.=(x— ^0'^'(<?'3,.+<,  iog(^-")4-9'i;M»og(j--")J-| 
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Fahren  wir  in  diesen  Sclilüssen  fort,  so  erhalten  wir 
den  folgenden  Satz: 

Wenn  co^  eine  l- fache  Wurzel  der  Fwidamentalgleicliimg 
ist,  so  wird  eine  Gruppe  von  X  Inte<jralsystemcn  cxistiren,  welche 
die  durch  die  Gleichungen  (48)  ansgcdrüclden  Eigenschaften  be- 
sitzen und  welche,  ivenn 

gesetzt  tvird,  in  die  Form  gebracht  iverden  Jcännen 

Hin  =   (X  —  aY'    (fin 

U20  =  (x—aY^  [  (p2(,  +  qp^y  log  (x  —  a)] 
us^,  =  (^  —  ap  I  cpso  +  (p^^l  log  (x  -  a)  +  cpf^  [log {x  -  a)f  j 
Ui,,  =  (^  —  «)'•■  j  cpio  +  (fi'^  log  {x—a)  +  9p'g  [log  {x  ~  a)\ 
(71)  {  +fpf^[^og(x-a)f] 


>(pi!),Jlog(x'-.Of+--- 
+  gp(^-i)[log(^-«)y-M, 

'Worin  sämmtliche  (p -Functionen  in  der  Umgebung  von  x  =  a 
eiiideutige,  nach  ganzen  positiven  und  negativen  Fote)izen  von 
X  —  a  enttviclcelbare  Reihen  bedeuten,  von  denen  jede  der  Func- 
tionen cp^''^^  eine  homogene  lineare  Function  der  Grössen  (pi^, 
fp2Q ;  •  •  •  ^ui>  '^nit  Constanten  Coefficienten  ist,  die  Functionen 
^u  '  9^1^^ }  ■  ■  •  9^fr^^  ^^^'*  *^^'*'  ^'''*  einen  constanten  Factor  von  qoi,, 
unterscheiden,  und  die  Coefficienten  der  höchsten  logarithmischen 
Glieder  eines  jeden  Integralsystems  tvicder  ein  Integralsystem 
und  zivar  mit  den  Elementen  (50)  bilden.  Zugleich  zeigen  die 
Beziehungen  (48),  dass  die  Integralelemente  je  einer  Gruppe  bei 
einer  Umkreisung  des  singulären  PunJdes  a  in  homogene  lineare 
Functionen  von  Intcgralelementcn  übergehen,  welche  ivieder  nur 
Elemente  eben  dieser  Gruppe  bilden. 

Man  kann  nun  noch  die  Gruppe  der  zu  einer  vielfachen 
Wurzel  der  Fundanientalgloiehung  gehörigen  Intcgralsystenie 
(71)  in  Untergruppen  sondern  von  der  l^^igenschaft,  dass  die 
Elemente  einer  jeden  Untergruppe  bei  Umkreisung  des  singu- 
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liiroii  Punktes  nur  in  lineare  homogene  Functionen  von  ein- 
ander und  zwar  genau  von  der  Form  (48)  übergehen,  so  dass 
auch  wieder  die  den  (.Jlcichuugen  (71)  entsprechenden  Inte- 
gral formen  für  jede  Untergruppe  für  sich  existiren,  während 
die  Untergruppen  mit  einander  in  keinem  Zusammenhange 
stehen,  und  die  Itelatiouen  zwischen  den  Coefticienten  der 
mit  Logarithmen  behafteten  Glieder  immer  nur  innerhalb  der 
Functionen  einer  solchen  Untergruppe  Jitattliuden;  i^t  ojj  die 
ohcn  als  X-fache  Lösung  der  Fundamoüabjlcicliuny  bezeichnete 
Grösse,  und  sind  sämmtliche  Unferdetcrminanten  n  —  l"''  Ord- 
nung durch  (a —  cOi)'"~S  sämmtliche  Untcrdctcrtninantcn  n  —  2**' 
Ordnung  durch  {a  —  ci^}"-^,  ii.  s.  iv.,  endlich  alle  Unterdeter- 
minanten n  —  fi  -|-  1*°"^  Ordnung  durch  a  —  «^  theilhar,  nährend 
nicht  alle  Unterdeterminanten  n  —  fi'*^"^  Ordnung  für  w  =  w, 
verschivindcn,  so  ivird  die  eine  zur  X-faehen  Lösung  w,  gehörige 
Untcrgruiype  aus  fi  Elementen  von  Integralen  der  eben  bezeich- 
neten Art  hesteheti,  u.  s.  w.  — 

wir  wollen  jedoch  auf  diese  angegebene  Zerlegung  in 
Untergruppen  hier  nicht  näher  eingehen. 

Es  mag  endlich  noch  bemerkt  werden,  dass  diese  Resul- 
tate nicht  erst  für  eine  lineare  homogene  Ditterentialgleichuug 
höherer  Ordnung  von  der  Form 

besonders  ausgesprochen  zu  werden  brauchi-n,  da  sie  sich 
durch  Ueduction  dieser  auf  ein  lineares  Ditlerentialgloichung- 
sy stein  n**^'  Klasse  unmittelbar  ergeben. 


II.    UelxM'    die    iv^uläi-eii    Integral«»    liiicanT    DillVieiitial- 
^U'ichimgsy.steuu*. 

Wir  wollen  uns  im  Folgenden  mit  derjenigLU  .-prcallen 
Gattung  linearer  Diilerentialgleichungsysteme  beliebiger  Klasse 
beschäftigen,  deren  Coefticienten  in  der  ganzen  Ebene  ein- 
deutige Functionen  von  x  sind,  und  für  welche  alle  Integrale 
für  jeden  .«ingulären  Funkt  a  die  Eigenschaft  haben,  endlich 
zu  werden,   wenn    sie  mit  einer  passenden  endlichen  Potenz 
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voll  X  —  a  multiplieirt  werden,  und  ebenso  für  x  =  oo  nicht 
unendlich  werden,  wenn  man  sie  mit  einer  bestimmten  Potenz 

von  —  multiplieirt. 

1.  Wenn  jedes  mm  smgulären  PtmJde  x  =  a  gehörige 
simultane  Integralsystem  die  Eigenschaft  lud,  dass  seine  Ele- 
mente mit  einer  endlichen  hcstimmten  Fotenz  von  x  —  a  midti- 
plicirt  für  X  =  a  endlich  werden,  so  sollen  die  su  diesem  PunMe 
gehörigen  simidtanen  Fundamentalsystcme  von  Integralen  in  der 
Umgehung  von  x  =  a  regulär  genannt  werden. 

Ist  der  hetr achtete  PunM  der  unendlich  entfernte y  so  ivird 
in  dessen  Umgebung  der  Bedingung  der  Rcgularitüt  genügt,  wenn 

eine  passende  Potenz  von  —  existirt,  welche  mit  den  Integralen 

midtiplicirt  dieselben  endlich  macht. 

Es  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass,  wenn  für  das 
lineare  Differentialgleichungsystem 

^^  =  Al!/l  +  -4l2  2/2^- 


(l) 


dx 


Ai  ü/i  +  A2  y^  + 


,  dx 


AnlVi  +  ^n2  y2-\ H   -4„„  ](/„  , 


in  welchem  die  Coefficienten  ^„^  zunächst  nur  in  der  Um- 
gebung von  X  =  a  eindeutige  Functionen  sein  sollen,  ein  zu 
dem  singulären  Punkt  a  gehöriges  simultanes  Fundamental- 
system von  Integralen  ein  reguläres  sein  soll,  uotliwendig 
die  in  den  Grujjpen  von  der  Form 

'yn.  =  (^  — «)'"*9'ic 

y^a  ={x  —  «)'•'  { gj2p  +  9i;,^  Jog(a;  —  a)] 

y-6.>  =  ix—ay^[(p:s^^(p\^l  log  {x—a)-\-(p^^  [log(a;-rt)]'^  j 


(2) 


2/,.'('  =  {x-  a)'-^  [  (p,^,  +  qpj;!,^,  log {x  -  a) 

+  <?>i%,[log(a;-a)]--'+-. 
+  95(^^1)  [log  (a; -«)]/<-! ) 
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euthalteueu,  luicli  |iositiveii  und  iiegativeu  ganzeu  I'oteiizcn 
von  X  —  a  l'urt.scliix'iteiult'ii  Ueiheii  qp,  mir  eine  otdliclie  An- 
zahl negativer  i'otenzeji  vun  x  —  a  enthalten  dürien,  und 
umgekehrt  wird,  wenn  dies  der  Fall  ist,  das  Integralsystem 
ein  reguläres  sein. 

Es  soll  nun  die  13edingung  der  Existenz  in  der  Um- 
gebung des  Punktes  a  regulärer  Integralsystenie  durch  die 
Coefticieuten  des  Üiü'ereutialgleicbungsystems  seihst  aus- 
gedrückt werden. 

tSei 

^Vn     Ihi  ■  ■  ■  'Jm 


(3) 


Uni        Vn-l 


Vnn 


ein    simultanes    reguläres    [ntegralsystem,    so    folgt    aus   der 
Gleichung  (5)  von  II.   1.  des  dritten  Kapitels,  dass 


(4)  A.,,  =  {-iy-^ 


dx     ^11 


yu 

Vi., 


dx       ^"' 


//«,•) -1        yn^i+i. 


2/11 

y-ji 


yvi 
y^^ 


ym 
y-^n 


=  B.„  :  I) 


ynx    y,r. 


■  y»n 


ist,  und  das   Ditt'erentiaigleichungsystem  (1)  somit  die   Form 
annimmt: 


(M 


I) 


di/f 
dx 


Buyx  +  ^>..//.  +     •  +  ^>.,.!/. 


/>^  =  i^..^.  +  vy,,//,+  •+/;..//. 


dif„ 
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da  nun  die  säuimtlichen  Iiitegralelemente,  also  auch  ihre  Ab 
leituugen    regulär    sein    sollen,    so    werden    somit    nach    (4) 
sämmtliche  Grössen  l»«,^'  des  Diffcrentialgleichungsystems  (5) 
die  Form  haben 


(6)  Baß=={x  —  d) 


'■'+''^+-+'"'-'{<3Po+%log(a;-a)+qp,[log(a:— a)]2+- 

+  9)A.[log(x'  — a)]M 


worin  sämmtliche  (p  nur  eine  endliche  Anzahl  ganzer  nega- 
tiver Potenzen  von  x  —  a  enthalten,  und  einzelne  der  r-Grösseu 
einander  gleich  sein  können. 

Lässt  man  nun  x  einen  Umkreis  um  a  beschreiben,  so 
gehen  die  Integrale  in  lineare  homogene  Functionen  der  Fun- 
damentalintegrale über,  und  diese  Veränderungen  mögen  durch 


(^) 


^12  '  »^11  2/l2  +  »>*12  ?/22   + 

yin-  m^iVm  +  w^l2?/2„  + 

2/21  '  »%1  Vn   +  ^«22  2/21   + 
^  2/22  '•  ^»21  2/l2  +   ^'^22  2/22  + 

2/2«  :  m.,^yi>i  +  ^'^22  2/2«  + 


+  nhn  2/«i ; 

+  min  2//,2  ',   . 

+  minljnn 

+  ^>«2«2/«i ; 
+  tn^a  yn2  -,  . 

+  W?2„2/«« 


2/ni  :  ^w«i?/ii  +  m,,2  2/2i  + h  m„„y,a] 

2/»2  :  W„i  ^12   +  *>^n2  2/22  +   ■   •   •   +   *''«n  2/«2  5    •  •  • 
\ynn  :  W„i2/lM  +  W^„2  2/2«  +   ' h  lihnVnn 

dargestellt  sein;  setzt  man  diese  Werthe  in  die  Ausdrücke 
(4)  für  Baß  ein,  so  sieht  man  sogleich,  dass  Baß  in  sich 
selbst  -übergeht  multiplicirt  mit  der  Determinante  der  Sub- 
stitution 

m.i     m..,  .  .  .  mm 


(8) 


d  = 


m.. 


nk,. 


m^in 


trini    mn2 


m„ 


welche  aus  früher  angegebenen  Gründen  von  Null  verschieden 
ist.  Wenn  aber  Baß,  welches  auch  in  der  Form  (G)  dar- 
gestellt  war,    eben    diese   Eigenschaft  haben   soll,    so    wird. 
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weil,  wenn  x  den  Punkt  a  umkreist,  log(iC  —  «)  um  2;r/  zii- 
niuinit,  iilso  z.   !>.,  du  (p^  eindeutig  ist, 

()pJlog(a;  -  «)J*  in  <?)JIog(a;  -  «)  +  2;riP 
iihcr^clif,   und  somit  zu  dem   frülieren  l'osten 

^>u-x  llog  (a;  —  a) I'-' , 
der  nocli   bestehen  l)leii)t,  den   I^osten 

27ci.Jc  .  (p^  .  [log  ix  —  n)  |*-i 

hinzufügt,  die  Form  von  Bu^t,  wie  man ,  leielit  mit  Hülfe 
schon  früher  für  logarithmische  Beziehungen  angestellter 
Betrachtungen  erkennt,  von  einem  constanten  Factor  ab- 
gesehen nicht  dieselbe  bleiben  können,  und  es  folgt  zu- 
nächst, dass  Ba^i  gar  keine  Logarithmen  enthalten  darf,  und 
also  die  Form  haben  muss 


(9) 


^„^  =  (a:_a)'-'+''^+-+'-"-^qPo» 


worin  g)^  um  x  =  n'  eindeutig,  und  nur  eine  endliche  An- 
zahl ganzer  negativer  Potenzen  von  x  —  a  enthält,  d.  h.  im 
Punkte  a  eine  unwesentliche  Discontinuität  besitzt.  Da  aber 
ebenso,  wie  die  B„i,  auch  die  Determinante 


(10) 


D  = 


•  Um 
■  Vu 


bei  einer  Umkreisung  von  a  ebenfalls  in  ö  .  1)  übergeht,  so 
folgt,  dass  aus  denselben  Gründen 

(11)  7)  =  (x -«)'■'+"++'■"  ^/ 

sein  muss,  worin  z/  ebenfalls  um  x  =  a  eindeutig  und  in  a 
nur  eine  unwesentliche  Discontinuität  besitzt.  Setzen  wir  die 
Werthe  (0)  und   (IM  in   (4)  ein,  so   folgt 


(12) 
oder 


^l,i  = 


{x  —  a)J  ' 
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^      ^  "^         (a^  -  «)-''  (/'„  +  bi  (.r  -  a)  +  /-,  (a^  -  ciY  +  •  •  •) 

=  (a;  —  «)■"-•'  (c^  +  Ci  (a;  —  ft)  +  ^2  (^ '~ ''')"  H — )  > 

worin  ft  und  v  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  es  ergiebt  sich 
somit  zunächst,  dass  Aaß  seihst  nur  eine  endliche  ÄnmJd  nega- 
tiver Potenzen  von  x  —  a  hesitst,  somit  in  a  eindeutig  und  nur 
unwesentlich  discontinuirlieh  ist. 

2.  Aber  man  kann  auch  die  Ordnung  des  Unendlich- 
werdeus  der  Coefficienten  yl„^  im  Punkte  a  ntlhor  bestimmen, 
wenn  man  nur  für  das  Differentialgleichuugsystem  (1),  welches 
im  Punkte  a  nur  reguläre  Integralsysteme  haben  sollte,  gleich 
näher  zu  definirende  Normalformen  einführt. 

Setzt  man  nämlich 


(14) 


Yg  =  ß^2i  (^  —  ^)'"  Vi + «22  (^  —  «)'"  Hi-\ h  «2«  {x — n)  '^"y,, 


.  Yn=  a«i(a;  —  a)'"^?/i+a„2(a:;—«)'"^!/2+-+«««(a;— «)'""«/„, 


worin  die  ganzzahligen  Exponenten  £yj  und  die  constanten 
Multiplicatoren  «yj  zunächst  noch  unbestimmt  seien,  so  ist 
ersichtlich,  dass  das  Differentialgleichungsystem  (1)  durch 
Einführung  der  neuen  n  abhängigen  Variabein  Y^,  Y.^,  ...  Y„ 
wiederum  in  ein  lineares  Differentialgleichungsystem  der  Form 

'-j-i  =  Oll  ^1   +  C'ia  ^2  +   •  •  ■   +   ^\n  Yn 


(15) 


dx 
dY. 

dx 


^   =  ^21  ^1    +   ^22  i'2  +   ■  •  ■   +   ^2«  Yn 


dY^ 

-J—  =  C„i  1 1    -j-   C„2  J^  2      1      '  ■  ■   "T  ' '««  ^  n 


übergeht,  dessen  Coefficienten,  so  wie  die  Äa^i  es  waren,  im 
Punkte  a  eindeutig  und  unwesentlich  discontinuirlieh  sind. 
Nun  sieht  man  aber  leicht,  dass  man  die  Grössen  fj.j  und  «jj 
so  bestimmen  kann,  dass  die  Äusdriicl'e  der  Integralsysteme 


(10) 
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S  I 


Y,n  =  cc„i  (x  -  ay"'ll,,-\-a,J.r  -  «)'"^'//,,  +     •  • 
+  ((,.»{x  —  rt)'""?//,. 
(für  A  =  1,  2,  . . .  n) 

tnlrr  nach  (2) 

(17)   n,  =  «,,,(,r-«)'+'v'(9),,  +  (?>i:i,,log(a:-a)4-... 

+  (^i^-"[log(:2:-«)J^-') 

+  «,,(r -  r/V  +'v-^ (<p. ^,  +  (;ojj'» ,,  log  {x-a)  +  :- 
+  9'',r''nog(a;-a)]'-') 

+ 

+  «,,„  (;r  -  rO'  "^'''»  ((jp^^  +  qp^^^  log  (a;  -  rt)  +  •  •  • 

^-«Pir'^nogC:^-«;]^-') 

=  {x  —  af  (  [{x  —  rt)'c'* «,,1  (jp . j  +  (a:  —  rt)'?^ a^,, qp.^-}- .  • . 

4-  (rr  —  fl)V  a,,„  ()D. J 

+  [(:r  -  «)'P'  «,1  «p('J_^^  +  (,:  _  fl)'^^«„,qp<ü,,+  - 
+  (a;-a)'i"'«^„(jp(ll,J  log(a-  — «) 
+ 

+  f  (x—  r/)^"  «,i  9)(^-')  +  (^-  -  ay-^-' «,,,  (;pir '  >+  •  •  " 

+  (a:-a)V«,,„«r'!-''l  |log(a;  -  a)J^-'  | 
sich  in  die  Form  setzen  lassen 
Yxi  =  (.r  -  «)'■''+''  1  (/v,  +  ?^'xii\.  log(x  -  «)  +  <^Ä,  flog  (a— a)]^+-. 

\\,  =  (.r  -  aj'  +^-^  (  0;,  +  tlA.  log(:r  -  «)  +  ^-/'V.  |  log  {x-  n)  1^+- 


+  V'ir''[log(T-a)l^-'| 


-{-u-\'„  ''iiog(x — «"^r"' I 
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tvorm  tpyj,,  ity—if,,  ^/-2o,  .  .  ■  fp^iiT  in  der  Umgebung  von  x  =  a 
stetige  lind  eindeutige  Functionen  darstellen,  die  nicht  sämmt- 
lich  für  X  =  a  verschwinden,  r^,  r^,  ...  r„  bestimmt  angebbare 
Zahlen  bedeuten,  ^i  =  0  geivählt  werden  kann,  imd  y^^y^j  ■  •  •  7n 
ganze  positive  Zahlen  oder  Null  und  zwar  unabhängig  von  dem 
Werthe  des  Index  k  sind. 

Legt  man  aber  ein  lineares  DifFerentialgleichungsystem 
(15)  zu  Grunde,  das  im  Punkte  x  =  a  nur  reguläre  Integral- 
systeme von  der  durch  (18)  angegebeneu  Form  besitzt,  so 
folgt  aus  (4),  indem  die  p  durch   Y  ersetzt  werden, 

(19)  C„,  =  ^ 

und,  wie  man  unmittelbar  aus  (9)  und  (11)  sieht, 

(20)  B,.ß  =  (x-  «)'-.  +  '-.+  -+'-«+)'=+>'3+-+-/„-i  F„,,(,r) 
und 

(21)  D  =  {x  —  a,)n  +  '-.+-+'„+r.-l-)V+-  +  )'„  F(x), 

worin  Faß(x)  und  F(x)  um  x  =  a  endliche,  stetige  und  ein- 
deutige Functionen  bedeuten,  von  denen  die  letztere  für  x  =  a 
von  Null  verschieden  ist,  so  dass  sich  aus  (19) 


Cat. 


Kßi^) 


{x  —  a)F{oc) 
oder 

ergiebt,  worin  aaß  in  der  Umgebung  von  x  =  a  ebenfalls 
endlich,  stetig  und  eindeutig  ist. 

Setzen  wir  die  für  C«^  durch  (22)  gegebenen  Werthe  in 
das  Differentialgleichungsystem  (15)  ein  und  multipliciren 
alle  so  entstehenden  Gleichungen  mit  x — a,  so  ergiebt  sich, 
wenn  man  noch  berücksichtigt,  dass  auch  umgekehrt  jedes 
lineare  Diflerentialgleichungsystem,  welches  in  der  Umgebung 
von  x  =  a  eindeutige  Coefficienten  und  dort  nur  reguläre  In- 
tegralsysteme besitzt,  durch  Substitutionen  von  der  Form  (14) 
wieder  in  ein  lineares  Differentialgleichungsystem  von  dem- 
selben Charakter  übergeführt  wird,  mit  Zusammenfassung  der 
Auseinandersetzungen  dieser  Nummer  der  folgende  Satz: 

Jedes  lineare  JJi/fercntialglcichitugsi/stcni,  ivckhcs  im  Fimlie 
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X  =  a  eindeutige  Coefficietiten  nud  in  der  IJuujebtitiff  dirscs 
Punktes  nur  reguläre  Integralsystcnie  besitzt^  ist  iiothcindig  von 
der  Form 


{(■'•    ^') 


(2:\) 


,l.r 

d  Y. 


"w  ^  \  -\-f'ii  ^'.'A- \-  ^'i'«  ^  " 


{x  -  (i)  ^^j  =  (t.,^ }',  +  (t,.>  Y,-\ f-  (t-,n  y,, 


dl' 

(./;  —  a)  ^^  =  n„i  1\  +  n,,,  Y..-\ \-  a.,,,  1  „ 


irorin  (ii^...(t,u,  in  der  Umgehung  von  x  ^  a  mdlirlie,  stetige 
und  eindeutige  Functionen  von  x  bedeuten,  oder  durch  Substitu- 
tionen der  Form 

(  Yxi  =  ce^^{x  —  a)'»  yn  +  k,.(^./;  -  <if^'ii,->  -\ 

Yi-,  =  «., {x  —  af'-'  ?/;,  +  tt^.{X  —  r/)'"  ?/;,,  -1 

Y,„  =  «„,(./;  —  (if"^y,i  +  c(„..{x  —  (ly-'-^yx-  -\ 

(für  A  =  1,2,...?0, 
norin  s..^  ganze  Zahlen  und  a.j  constante  MuUiplieatoren  sind, 
oder  dureh  successive  aus  solehen  zusammengesetzte  aus  einem 
Systeme  von  dieser  Gestalt  abgeleitet*). 

Man  sieht  unmittelbar  durch  Reduction  des  Systemes 
(23)  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  höherer  Ordnung, 

*)  Es  mag  bemerkt  werden,  dass  man  den  eben  ansgesproclunen 
Satz  auch  ao  beweisen  kann,  dass  man  mit  Hülfe  eines  Integruljsyslenis 
?/ii>  ?/i'»  •  •  •  ?/i,,  das  lineare  Differentialgleichungövstem  durch  dii' 
früher  angegebenen  Substitutioufii 

Vi  =  !/.  1  'h  ,     y,  =  Ihi  'Ut     •  ■  ■  •  y„  =  V\n ''.. 
und 

'/•-■  —  '?!   =  «.  '      'Vs  —  '/i  =  "«.      •  •      •   'i„  — ''n 

auf  ein  lineares  Ditterentialgleirhiing.-ystom  ciniT  um  t-ino  Einheit 
niedrigeren  Klasse  roducirt,  und  zeigt,  das^j,  wenn  die  oben  angeg>  1  .i.-' 
Gestalt  für  alle   linearen  l)itiereutialgleichuii!;>.v8tiiue    n  —  1»"  Ki.i-.' 

Koeii  igsbu  rger,   Kehrbucli.  '-'•' 
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dass  jede  homogene  lineare  Differentialgleiclmng  w*^'  Ordnung, 
welche  im  PunMe  x  =  a  eindeutige  Coefficicnten  und  in  der 
Umgehung  dieses  PunMes  nur  reguläre  Integrale  hesitst,  notli- 
wendig  von  der  Form  ist 

+  (x-a)An-i'^  +  Any=0, 

ivorin  A^,  A^,  ...  An  in  der  Umgehung  des  Punläes  a  endliche, 
eindeutige  und  stetige  Functionen  von  x  sind. 

3.  Ist  der  Punkt,  in  dessen  Umgebung  das  lineare 
Differentialgleicliungsystem  nur  reguläre  Integralsysteme  be- 
sitzen soll,  der  unendlich  entfernte,  so  wird,  wenn 

(25)  x  =  \ 

gesetzt  wird,  die  Form  des  Differentialgleicbun^ystems, 
wenn  wir  von  den  durch  die  angegebenen  Substitutionen 
abgeleiteten  zunächst  absehen,  nach  (23)  in  der  Umgebung 
des  Werthes  ^  =  0  durch 


{2G) 


t^-^,'  =  KY,-\-h,,Y,-i-.-.-j-h,,,Y„ 


t"^-—  =  h,a  Y,  -f-  &„o  Z,  +  •  •  •  +  h„„  Y„ 


mit  in  a  eindeutigen  Coefficienten  und  dort  nur  regulären  Integral - 
Systemen  feststeht,  auch  die  DifFerentialgleichungsyteme  n^^^  Klasse 
von  demselben  Charakter  eben  diese  Form  haben  müssen  —  und  dieser 
Nachweis  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Bildungsweise  der  neuen 
Coefficienten.  P^iihrt  man  mit  dieser  Schlussweisc  bei  der  Reduction 
der  Klasse  der  linearen  Difterentialglcichungsysteme  fort,  so  bleibt 
die  Gültigkeit  dos  oben  ausgesprochenen  Satzes  ofl'enbar  nur  für  lineare 
Ditterentialgleichungsysteme  erster  Klasse  von  der  Form 

(I  .r 

zu  erweisen  übrig,  für  welche  sie  aber  unmittelbar  einleuchtet. 
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dargestellt  sein,  worin  h^^,  ...  /^,„  in  der  Umgebung  von 
^  =  0  endliclit',  stetige  und  eindeutige  Functionen  von  /, 
also  Potenzreiiien  nach  dieser  Variahein  hedeuten.  Beachtet 
man  nun,  dass  nach  (25) 

d  t  d  X 

ist,  ferner  durch  die  Substitution  (25)  die  Reihen  />,,,  .  ../>„„ 
nach  positiven  ganzen  steigenden  Potenzen  von  a:~'  fort- 
schreiten, so  folgt  aus  dem  oben  aufgestellten  Satze, 

dass  jedes  lineare  Dißerenfialf/leirhunf/SJjsfon,  nclrlirs  im 
FiinJctc  X  =  oo  cindcidige  Coefjlcientcn  iind  in  der  Urntjehnny 
dieses  Pnnictes  nur  reguläre  Integralsystcme  besitzt^  nothtcendig 
von  der  Form  ist: 

^  ^  =  ^'ii  Y^  -\-  r,.,  Y,-\ h  '1«  Y„ 


(27) 


dx 


^    ;iJ  =  f-n  ^l  +  '^2-'  i":;  H-   •  •  •  +  ^-''.  Yn 


1 1\ 

'^  ~dx   ^  e„,  r,  +  r„.>  To  +  •  •  •  +  r„„  }'„, 

ivarin  c^^,  ...  e„„  in  der  Umifchuiig  von  a;  =  co  endlielic,  stelige 
und  eindeutige,  also  nach  positiven,  steigenden,  ganzen  Potenzen 
von  x~^  entuiclcelhare  Functionen  bedeuten,  oder  durch  Substi- 
tutionen der  Form 

Yn  =  a^^x-''•  ?/;.i  -f-  a,.a;-''^  //;.2  -\ f-  «ii  •^'~'*'' H'n 

(28) 


Y;.„  =  «„li~'"'///l  +  «'.2^;     '«-'i/;.2  H \-  i^nnX     '  ''//i«, 

(für  A  =  1,  2,  .  .  .  »). 

M?o>-/«  f.,i  ganze  Zahlen  und  «j.i  constantr  Multiplicatoren  sindy 
oder  durch  successive  aus  solchen  zusammengesetzt >  nii.<  i'nirm 
Sgstemc  von  dieser  Gestalt  abgeleitet. 

4.  Bevor  wir  nun  zur  Uuikehrung  dieser  Sätze  über- 
gehen, wollen  wir  die  Frage  beantworten,  welches  die  noth- 
wendijjce    Form     eine.s     linearen     nilVerenfijilu'leitluiMLrsvstenis 
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n^^  Klasse  ist,  das  ausser  dem  unendlich  entfernten  Punkte 
nur  eine  endliche  Anzahl  singulärer  Punkte  a^,  a^,  ...  Oo  be- 
sitzt —  die  also  sämmtliche  Discontiuuitäten  der  in  der 
ganzen  Ebene  eindeutig  vorausgesetzten  Coefficienten  des 
Differentialgleichungsystems  anzeigen  —  und  welches  in  der 
Umgebung  eines  jeden  dieser  Punkte  nur  reguläre  Integral- 
systeme hat. 

Fassen  wir  zunächst  nur  die  im  Endlichen  gelegenen 
Punkte  öj,  «2  7  •  •  •  ^{>  ^uf,  so  folgt  offenbar  durch  den  succes- 
sive  für  die  einzelnen  singulären  Punkte  angewandten  Satz 
der  Nummer  2.  dieses  Abschnittes, 

dass  jedes  lineare  DifferentialgleicJmngsystem,  ivelclies  in 
der  ganzen  unendlichen  Ebene  eindeutige  Coefficienten  und  in 
den  im  Endlichen  gelegenen  PimMen  a^,  a.,,  . .  .  a„,  ivelchcs  die 
alleinigen  endlichen  singiUären  Punkte  sein  sollen,  nur  reguläre 
Integralsysteme  besitzt,  nothivendig  von  der  Form  ist 

{pc—a^){x—a.^■■^(x  —  a^-r^=b^^Y^-{-b^.^Y.^-\ \-buy., 


(29) 


^^  dx 

dY. 
ix — af) {x  —  a.^---{x  —  a^  ^  =  6^,  Y^  +  b.^^ Y.,-\ \- b.,, Y„ 


(x  —  ttj)  (ic  —  «2)  •  •  •  (:r  —  a^) 


dx 


bni  Yi  -\-  b,,2  Tg  -1 [-b„  „  Y„ , 


worin  b^^,  ...  b„n  in  der  ganzen  endlichen  Ebene  endliehe, 
stetige  und  eindeutige  Functionen,  also  nach  positiven  steigenden 
ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitende,  in  der  ganzen  Ebene 
gültige  Beihen  bedeuten,  oder  durch  Suhstitidionen  der  Form 


(30) 


.(1) 


((') 


Yn  =  «11  (a;  —  «,)  11  ■  ■  ■  {x  —  r/.^,)  ^^  y^  -\- 
+  ctu  (.1;  —  a,)  '"  ■■■  {x  -  «.^,)  1"  yxn 


Yx„  =  ani{x  —  a,)  "^  •  •  •  {x  —  a^)  "'  ?/,i  + 

,(1)  A') 

+  o(nn(a-  —  Ol)  '"'  .  •  ■  (,r  -  a^)  ""  yxn , 

(lür  A  =  1,2, ...  n), 


-(') 


/vorin  Syd  ganze  Zahlen  und  k.j  constante  MultipUcatorcn  sind. 
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o(kr  durch  sticccssivc  aus  solchen  zusammoujcsetzte  aus  c'mcin 
Systeme  von  dieser  (iestalt  (dxjeleitet. 

Fügen  wir  endlich  noch  die  Bedingung  hinzu,  <hi.s.s  iiuch 
der  unendlich  entlernte  Punkt  ein  singuliirer  l'unkt  der  Art 
sein  soll,  duss  das  !)iirerentialgleichungsysteiu  in  seiner  Um- 
gebung nur  reguläre  Integrulsysteme  besitzt,  so  werden  zu- 
nächst, wie  beim  Beginn  der  Untersuchung  gezeigt  worden, 
die  Coefficienten  der  Dill'erentialgleichungen  für  x  =  oc  von 
einer  endlichen  Ordnung  unendlich  sein,  und  somit  die 
Potenz- Reihen  h^^,  .  .  .  h„n  in  ganze  Functionen  übergehen 
müssen;  ferner  müssen  aber  nach  der  vorigen  Nummer  die 
Coefficienten 

e,i  = 


{.V,  -  n,)  {X  -  a:)  ...  (x-fl^,) 

in  der  Umgebung  von  x  ^  <x>  endlich,  d.  li.  h..,\  ganze  Func- 
tionen höchstens  vom  q  —  1'®"  Grade  sein,  und  berücksichtigt 
man  noch  die  Form  der  Substitutionen  (2^),  so  ergiebt  sich 
der  nachfolgende  Satz: 

Jedes  lineare  homogene  Biff'ereiitiaUjleiclmngsystein  n^"' 
Klasse  mit  in  der  rjanzen  unendlichen  Ebene  cindrutnjen  Coeffi- 
cienten und  einer  endlichen  A mahl  sirnjulärer  Tu)üdc  a^,  a.,, ... a„, 
in  deren  LnKjcbmuj  sowie  in  der  VnKjchmKj  des  unendlich  ent- 
fernten Funltcs  das  DitfcrcntiaUjlciclnnigsystem  nur  rcyuläre 
Inter/ral.s^ysfcnic  besitzen  soll,  ist  nofh  wendig  von  der  Form 

{x  —  a,) (x  —  «,) ■■■{x— «,,) '-^  =  b^^ y,  +  b,, y,  +  -  ■ 

+  bv,yn 

{X  —  a^)  (.V  -  (1.,)  ■■■{x  —  rt^,)  '^J  =  //„  }',  -f  b,._  i;  +  • 


Ol) 


+  b.n  y. 


(x  —  dl)  {X  —  a,)---{x  —  </,,)  j^  =  b„i  }  ,  -f-  6,2 1 .  H 

I      Onn  -^  H  f 

worin  b^^,  .  .  .  b„„  ganze  Functionen  voti  x  von  nicht  höherctn 
Grade  als  dem  q  —  P'°  bedeuten,  oder  durch  Substitutionen  dir 
Form 
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J-?.i  =  f<n^     '    (^'  —  «,)  n  .  .  .  (a.'  —  ö^,)  11  ?/.^  -f 
+  ccuiX^'^^^x  —  a^yin  •  ■  ■  (x  —  «^0'''"2//.„ 


(32) 


j;!«  =-  ««1 X    "^  {x  —  r/j  «1  .  .  •  (^r  —  a,,)  «i  y.^  -\- 


(A  =  1,  2,  .  .  .  n), 
worin  Sy^  und  Ey^  ganze  Zahlen,   ay^  constanfe  Multiplieatoren 
sind,    oder  durch  successive  aus  solchen  susammemjesetste  aus 
einem  Systeme  von  dieser  Gestalt  abgeleitet. 

Die  Zurückluhrung  des  Systemes  (31)  auf  eine  lineare 
Diiferentialgleichung  n^^^  Ordnung  liefert  wieder  wie  oben 
den  folgenden  Satz: 

Jede  lineare  homogene  Differentialgleichung  n**^'"  Ordnung 
mit  in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  eindeutigen  Coefflcienten 
und  einer  endlichen  Anzahl  singtdärer  Funläe  a^,  a.^,  ...af>, 
in  deren  Umgebung  soivie  in  der  Umgebung  des  unendlich  ent- 
fernten Punktes  die  Bifferentialgleichung  nur  regidäre  Integrale 
besitzen  soll,  ist  nothwendig  von  der  Form 

(33)  i^{xy  ^  +  i>{xy-^A,  —^  +  ^pixy-^A^  —^  +  •  •  • 

+  ^l^{x)A„-,  ^1  +  Any  =  0, 
lüorin 

(34)  ^(rr)  =  {x  —  a^)  {x  —  nS)  .  .  .(x  —  a^,) 

gesetzt  ist,  tmd  die  Grössen  Ar  ganze  Functionen  von  x  von  nicht 

höherem  Grade  als  dem  v{q  —  1)^"^  bedeuten. 

5.  Um  die  ümkebrung  des  in  Nummer  2.  bewiesenen 
Satzes,  also  auch  des  allgemeinen  Theorems  der  letzten 
Nummer  festzustellen,  d.  h.  nachzuweisen,  dass  alle  in  der 
Form  (23)  enthaltenen  linearen  Differentialgleichungsysteme 
in  der  Umgebung  von  x  =  a  nur  reguläre  Integralsysteme 
besitzen,  wollen  wir  uns  zunächst  mit  einer  wichtigen  alge- 
braischen Gleichung  beschäftigen,  welche  die  Grundlage  der 
Untersuchung  regulärer  linearer  Difierentialgleichungsysteme 
bilden  wird. 

Sei    das    in    der    Umgebung    von    x  =  a    nur    reguläre 
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iiitegralsysteme    besitzenilc   .Sysk-m    lintaicr   Diirereutialglei- 
cliungcn 


(35) 


(i;/. 


^•^'  ""  ">^  ^x   ""  "■'<  ^'  +  ''--y-'  "^ f"  ^'-"^" 


in  welchem  a^^,  ...  «„„  in  der  Umgebung  von  x  =  «  iiul- 
liche,  stetige  und  eindeutige  Functionen  von  x  sind,  so  giebt 
es  jedenfalls  ein  reguläres  Integralsystem  der  Form 

(30)    ?/n  =  (-^  — «)' «11,  2/i2  =  (^  — «)  "u')  •  •  •yi'i  =  (a'*  — «)*Wi,., 
worin  ^(^^,  ^(^.^,  ...  Ui,,  durch  Potenzreihen  von  der  Gestalt 

«11  =  ^0.  +  Cn  (-^  —  «)  +  ^-'1  (•'•  —  f')'  + 
_^^        «u-  =  <o-.'  +  Ci.G'C  —  r/)  +  f..,  (./•  -  (lY  + 


«i„  =  Con  +  Ci,.(j:  —  rt)  +  r.„(a;  —  «j-  + 

definirt   sind,    in    denen    die    Grössen    Cui,   Co-2,    . 
sämratlich  verschwinden. 


Co,,   nicht 


Substituirt  man  nun,  wenn 


(38) 


^  U.C     '  x=- a 


gesetzt  werden,  die  Entwicklungen  der  Coefficienten 

(2) 

(30)        a,.f  =  a.:)  +  «;,;](..:  -  «)  +  ^  (x  -«)-  +  ••■ 

und  die  der  Integrale  (3<))  in  das  Diilerentialgleichungsystem 
(35),  so  folgt  durch  Identiticirung  der  von  I^otenzen  von 
x  —  a  freien  Glieder  das  System  von  Cileichungeu 

(0)  ,      /     (O)  \  ,  ,  (0)  ,. 

^^4()^  c-^i  c„^  4-  {(h,  —  r)c\y,  + f-  «..  <V«  =  <» 
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und  daraus,   da  die  Grössen  Coi,  foa,  •  •  •  Con  nicht  sämmtlicli 
Null  waren. 


(-il) 


«11  —  '• 

"21        ff-^i 


Cll2 


«13 


(0) 

r      «23 


(0) 

«1« 


(0) 
«31 


«32 


(0)  (ü) 

«33    —  r  .   .   .  Gin 


=  0. 


««1 


(0) 
«n'i 


«n3 


(0) 
««« 


i)zese  Gleichung  n^^^  Grades  in  der  Grösse  r  ivird  die 
zum  singulären  Punkte  a  gehörige  d eter rtiinir ende  Fun- 
damentalgleichung genannt  tmd  hat  mnächst  su  einer  iltrcr 
Lösungen,  wie  aus  den  Gleichungen  (49)  und  (14)  des  vorigen 
Abschnittes  zu  ersehen,  den  durch  2ni  dividirten  Logarithmus 
einer  Lösung  der  dortigen  zum  Punlde  x  =  a  gehörigen  Fun- 
damentalgleichung (14). 

6.  Um  nun  die  Umkehrung  des  in  Nummer  2.  gefun- 
denen Satzes  zu  beweisen,  stellen  wir  zunächst  die  folgende 
Behauptung  auf: 

Wenn  r^,  r^,  .  . .  r^  die  n  Wurzeln  der  zu  x  =  a  gehörigen 
determinirenden  Fundamentalgleichung 


(42) 


bezeichnen,  und  es  wird  angenommen,  dass  sich  dieselben  in  eine 
solche  Ordnung  haben  bringen  lassen,  dass  von  den  Differenzen 

(43)  r.,  —  r„    r^  —  r„  . .  .  r„  —  r^ 

Iceine  einer  von  Nidl  verschiedenen  positiven  ganzen  Zahl  gleich 
ist,  so  ivird  das  Diff'crentialgleichungsystcm  (35)  ein  simultanes 
Integralsystem  von  der  Forin  zulassen 

(44)  g^  =  {x  —  ay> «, ,    y.^  =  (a;  —  a)'' u^,  ... y,,  =  {x  —  ay> u„ , 

worin  ii^,  u^,  .  .  .Un  um  x  =  a  herum  eindeutige  und  endliche 
Functionen  von  x  bedeuten,  die  nicht  sämmtlich  für  x  ^  a  ver- 
schwindoi. 


«11 

—  r 

«12 

«13    • 

•  «In 

«21 

«22 

—  r 

«23    • 

•  «2« 

«»1 

«^^3    • 

(45) 
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Setzt  man  iiilmlich  die  Werthe  (44)  in  die  Ditferential- 
gleichuugen  (35)  ein,  so  erhillt  num  das  Diüerentialgleicliung- 
system 

^^ ~ "'  VI-  ^  (''i> -"'V"i  +      "■•/".'      H h       ">■.»'" 

U  — «)y^'=     f/,,| /^,      +("..— '■i)"-'H h       "^"'"'< 

U  —  a)  ^-J=      ««!?',       +      (in-u..       -\ \-(fi„n—ri)u„, 

und  es  ist  die  Eindeutigkeit  eines  Integralsystems  dieser 
Differentialgleichungen  um  x  =  a  herum  zu  erweisen,  wenn 
die  lutegralelemente  in  diesem  Punkte  gleich  näher  anzuge- 
bende, endliche  Wertlie  haben,  die  nicht  siimmtlich  Null  sind. 
Wenden  wir  nämlich  die  im  III.  Abschnitte  des  vorigen 
Kapitels  angestellten  Betrachtungen  auf  den  Fall  des  Difl'e- 
rentialgleichungsystems  (45)  an,  so  müssen  wir  dieses  den 
dortigen  Gleichungen  (1)  analog  vermöge  der  Entwicklung 
der  um  x  =  a  endlichen  und  eindeutigen  Functionen 

a,,^  =  u„'fi  +  -jf  (a;  -  <n  +  -^  (o;  —  ay  + 
auf  die  Form  bringen 

\x  -  (i)  ^^  =  («1,  —  ^\)tl^  -f  (1^.,  i(,  -f     • 

'0) 


(-1G){ 


+  ^'i-,  i(„  +  (•'•  —  (I, ",,  "j,  •  ■  •  "..)"'  + 
X  —  a)  -j^  =  (l-n  Ifi  +  ('''22  —  'i )  ",.  -f  • 


J") 


+  «2«  l<n   +   (,.'•   —   '',»1,  II-,,    .  •  .   11;)'   + 


{X  —  «)  ;i7  =  ""1  "i  +  ""-•  "2  +  ■    ■ 

+  («!!!!  —  '•,)  "..  +  (•^■  —  (I,  ",  yii^y-  "•■>■' H — • 

worin  die  homogenen  Functionen  2'**",  3**"  (Jrados  u.  s.  w. 
auf  den  rechten  Seiten  dieser  Ditferentialgleichungen  nur  die 
Froduct Verbindungen  der  ersten  Potenzen  von  u^,  u^,  .  .  .  n., 
mit  den  verschiedenen  Potenzen  von  .r  —  n  enthalten,  und 
es  geht  somit  die  dortige  Determinante  («>)  in 
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Sechstes 

K 

ijntel. 

«21 

*\   - 

-  F 

i^    .   .  . 

(0) 

O22  —  '>\  - 

- 

P  .   . 

•    "2« 

ttnl 

««2     •   •    • 

=  u 


r,  -  P 

über.  Wir  setzen  nun  fest,  dass  dem  x  =  a  für  u^,  u.,,  ...«„ 
die  nicht  sämmtlicli  verscliwindendeu  Werthe  c^^,  c^^,  . . .  Co,, 
entsprechen  mögen,  welche  durch   die  Gleichungen 

(«11   —   ^'i)  Coi  +  «12  ^02  + +  «1«  CQn  =  0 

(0)  1/(0)  \  I  1        (0)  r\ 

(48)  {  ^^'  ^"'  "^  ^^^^  "  ^"'-^  ^'''  "^ ''  ^'    ^""  ^ 

«ff  Coi  +  «1*2  C02  H h  («iS  —  »"i)  Co«  =  0 

bestimmt  sind,  —  eine  Festsetzung,  die  erlaubt  ist,  weil  die 
Determinante  dieses  linearen  Gleichungsystems  vermöge  (42) 
verschwindet  —  und  machen  in  das  Differentialgleiclmug- 
system  (46)  die  Substitutionen 

(49)  «1  =  Coi  +  üi,    ^2  =  <^02  +  ^2;    •  •  •  «*«  =  <^0«  +  Vn, 

so  geht  dasselbe  vermöge  der  Beziehungen  (48)  in 

(x—a) -^  =  («1?  —  ^i)  v^  -\-  «S «^2  H h  «1«  *'»  +  Ä^{x—a) 

-\-  {x  —  a,i\,  v.^, . . .  v„y -{-  ■ ' • 

,          \äv^          (0)       I    /  (0)         X       ,  I     (0)       I    ^    /  N 

[x—a)  -^  =  a\l  Vi  +  («22  —  )\)  ^2  H f-  «2«  Vn  +^2  i^—a) 


(50) 


-jr(x  —  a,  Vi,v^,...v„y-^' 


{x—a)-~  =  «S  v^  +  «IIa  t^2  H f-  («S  —  ''1 )  ^» +^«(a;— rt) 

+  (x-  — «,  i'i,t;2,... !'„)"  +  •  •• 
über,  worin  die  homogenen  Functionen  von  höherem  Grade 
als  dem  ersten  wieder  nur  die  ersten  Potenzen  von  v^,  v.,,  ...v„ 
enthalten,  und  es  bleibt  somit  nur  noch  für  dieses  Differential- 
gleichungsystem die  Existenz  eines  um  x  ==  a  eindeutigen 
Integralsystems  nachzuweisen,  dessen  Elemente  in  diesem 
Punkte  sämmtlicli  verschwinden,  ein  Problem,  das  für  die 
Differentialgleichungen  (1)  des  angegebenen  Abschnittes  eben- 
falls  für  in  dem    betrachteten   sintjulüren  Puuktc   vcrschwiu- 
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demle  Integralelemente  bereits  beluindelt  war.  l)ii  näuilich 
nach  der  durch  (43)  gemachten  Annahme  der  Gleichung  (42) 
zufolge  die  n  Lösungen  der  Gleichung  (47)  lauten 

(51)  0,    r, -;•,,     r.,  —  i\,  ...r,.  —  r,, 

und  diese  siinimtlich  nicht  positive  ganze  Zahlen  sind,  so 
giebt  es  nach  dem  in  Nummer  2.  des  angegebenen  Ab- 
schnittes aufgestellten  Satze  ein  für  x  =  a  verschwindendes, 
in  der  Umgebung  dieses  Punktes  eindeutiges  Integralsystem 
für  i\,  t'o,  ...t'n,  also  auch  ein  nm  x  =  a  eindeutiges  Intc- 
f/rahi/slem  der  Diff'crentiahjIcicJiungen  (4G),  dessen  Elemente  die 
oben  anyeyebcncn ,  nicht  sümmtlich  der  Null  gleichen  Wcrthc 
^01  >  ^02 >  •  •  •  Co«  (innehnien,  und  somit  ist  die  Existenz  des  In- 
tegralsystems (44)  für  das  Differentialgleichuugsystem  (35) 
erwiesen. 

7.  Nachdem  wir  nun  unter  der  in  G.  gemachten  Vor- 
aussetzung, dass  die  n  Wurzeln  der  determinirenden  zu  x  =  a 
gehörigen  Fundamentalgleichung  sich  so  ordnen  Hessen,  dass 
von  den  Differenzen 

keine  einer  von  Null  verschiedenen  positiven  ganzen  Zahl 
gleich  ist,  die  Existenz  eines  Systems  regulärer  Integrale 
(44),  die  zum  Exponenten  rj  gehören,  nachgewiesen  haben, 
wollen  wir  nunmehr,  um  die  oben  ausgesprochene  Umkehrung 
des  früher  bewiesenen  Satzes  festzustellen,  die  beiden  Fälle 
unterscheiden,  in  denen  entweder  uuter  den  «  Lösungen 
**i7  >*2,  ■  '  .  r„  der  determinirenden  Fundamentalgleichung  über- 
haupt nicht  zwei  vorhanden  sind,  deren  DiÖ'erenz  Null  oder 
eine  ganze  Zahl  —  positiv  oder  negativ  —  ist,  oder  für 
welche  mindestens  ci)ic  DiÖ'erenz  zweier  Lösungen  existirt, 
welche  verschwindet  oder  einer  ganzen  Zahl  gleich   i^t. 

Seien 

I.  die  Losungen  der  determinirenden  Fundamcntalghiehung 
(42)  60  hcschaffhi,  dass  unter  ihnoi  überhaupt  nieht  zuei  vor- 
handen sind,  denn  Dilfcrenz  Null  oder  eine  ganze  Zahl  ist, 

so  wird,  wenn  wir  ir;4eiid  eine  Lösung  r„  herausgreifen, 
keine  der  DiÖ'erenzen 
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eiiiei*  von  Null  verschiedenen  positiven  ganzen  Zahl  gleich 
sein,  und  es  wird  somit  nach  dem  in  der  letzten  Nummer 
bewiesenen  Satze  ein  Integralsystem  der  Form 

(52)  ?/i  =  (x—aJ^'Ui ,  y.^^{x—  aj^u^ ,  ...yn  =  {x  —  af^Un 

existiren,  worin  u^ ,  «^ ,  ...  ^f„  in  der  Umgebung  von  x  =  a 
endliche,  stetige  und  eindeutige  Functionen  von  x  bedeuten. 
Da  nun  a  der  gemachten  Annahme  zufolge  alle  Werthe  1, 
2,  .  .  .  n  annehmen  darf,  und  die  so  sich  ergebenden  Integral- 
systeme oflFenbar  aus  wiederholt  angegebenen  Gründen  ein 
Fuiulamentalsystem  bilden,  so  ergiebt  sich  der  Satz, 

dass  unter  der  ad  I.  gemachten  Annahme  in  der  Umgehung 
des  PunJctcs  x  =  a  stets  ein  Fundamentalsystem  von  regtdären 
Integralen  von  der  Form  existirt 

2/ii  =  (^— «/'«ii    !/i2  =  (^  — «)'''^'i2  •  •  ■  yin  =  (ix—ay'Uu 
y-n  =  {x  —  aj-ni^^    y.^^  =^{x  —  aYm^^  •  •  •  'J2n  =  {x  —  a)'n<2„ 


(53) 


ynl  ==^(X—  aj"  Unl    yn2  =  {x  —  ttj"  U,^  . . .  V/„„  =  {X Kl)''"  Un„  , 


ivorin  U(,i ,  Uf^2,  •  •  •  <'(?«  *w  der  Umgehung  von  x  =  a  endliche, 
stetige  und  eindeutige  Functionen  von  x  hedeuten,  die  nicht 
sämmtlich  für  x  ==  a  verschwinden, 

und  man  sieht  zugleich  unmittelbar, 

dass  dann  die  Lösungen  r^ ,  r^ ,  ...  r„  der  determinirenden 
Fundamentalgleichung  die  durch  2ni  dividirlcn  Logarithmen  — 
in  ihrer  unendlichen  durch  ganze  Zahlen  verschiedenen  Viel- 
deutigheit genommen  —  der  Lösungen  coj ,  oa,,,  .  . .  g>„  der  zu 
X  =  a  gehörigen  Fundamentalgleichung  (14)  des  vorigen  Ah- 
schnittes  sind. 

Seien 

IL  die  Lösungen  der  determinirenden  Fundamentalgleichung 
(42)  von  der  Art,  dass  Differenzen  zweier  solcher  Lösungen 
vorhanden  sind,  ivclche  verschivinden  oder  einer  ganzen  Zahl 
gleich  sind, 

so  greife  man  irgend  eine  der  Lösungen  r^,  n,,  . .  .  r„ 
heraus,  z.  B.  r^,    und   vereinige  mit  dieser   zu  einer  Gruppe 
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alle  dii'jeui<5t'n  anderen  LiVsunj^en,  widclio  dieser  entweder 
gleich  sind  oder  sich  von  ihr  nur  um  eine  ganze  Zahl  unter- 
scheiden, so  dass  r, ,  r^,  •••0.  ^i'^c  solche  fSruppo  hilden 
mögen.  Ordnet  man  diese  A  Elemente  einer  Gruppe  derart, 
dass  die  reellen  Theile  auf  einander  folgender  Elemente  nicht 
wachsen,  und  nimmt  man  tin,  dass  die  Elemente  sclion  so 
geordnet  die  Folge 

r, ,  r., ,  r,, ,  ..  .  r^ 

bilden,  so  wird  zunächst  keine  der  Ditl'erenzen 

(54)  u  -  t\  ,     r^  —r,,     ...  r,  —  r, 

einer  von  Null  verschiedenen  positiven  ganzen  Zahl  gleich 
sein  können,  und  somit  auch  in  diesem  Falle  nach  dem  in 
Nummer  G.  bewiesenen  Satze  für  jede  Grnppe  zunächst  ein 
um  X  =  a  reguläres  Intcgralsystem  von  der  Form  existircn 

(55)  yn  =  {x—aY^n^^,  2/i2=(a^  — «)''W,2,  •  •  •yi'.^C^— «/'Wm. 
norln  ?/„  ,  u^.^,  .  .  .  «i„  in  der  Umgehung  von  x  =  a  endliche j 
stetige  und  eindeutige  Functionen  von  x  bedeuten,  welche  nicht 
sämmflich  für  x  =  a  verschwinden. 

Setzt  man  nun  zur  Untersuchung  der  andfren.  dt-rselhen 
Gruppe  angehörigen  lutegralsysteme 

(56)  y^  =  ?/,,7;, ,  y.^  =  y^.,rl, ,  ...?/«=■•  Vm^n 

in  das  Differentialgleichungsystem  (35)  ein,  so  ergiebt  sich 

(^  - ")  ;!:■ = («..-(--«) ;;;;)  -'. + "..•  t  -/^  + 


(57) 


(^  -''>'^dx=  ^^> !!;;  ''• + (^"  -  ^''—"'^''iö  '^^ + ■  ■  • 


i>i 


/  \  '"  .''1  I  I  II X*  I 

{x  —  a)  ,    =  (t,a      n.  -\-  (fni       n-'-r  ■ 


-f(.,,„-(.r-«)^|j,,., 
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oder  da  y^  ,  ^/,2,  ...  ijui  ein  Integralsystem  der  Differential- 
gleichungen (35)  bildeten,  vermöge  eben  dieser  Gleichungen 

K^ -  "^  dx  =^i2|^ (^2 -  ^h)  +  ^'u. ;!"  (';.  - V.)  +  ■■■ 

(^  -  ^)  ^—  «2t  ^"  (^.  -  Vd  +  «.a  1^  (>/3  -  '/.^  +  •  •  • 

1/12 


f^^?« 


(^  —  «)  77^  =  ««1  ;^'-  ('^i  —  V'O  +  ««2  ^^  {v2  —  ^«)  H — 

"*  //Ire  .'/irt 

und  mit  Hülfe  der  Substitutionen 

(59)     n-2~-ni  =  ^ij  Vs  —  Vi  =  ^2,  ■  ■■Vn  —  vi=  ^«-i 

das  lineare  Differentialgleichungsystem  n  —  1**^''  Klasse 
(60)-'  ^* 


dz 

[X  a)    —^~  =  K-n^i  +  ^,i-l2'^->  +  •  •     +  ^>n-l  n-i  ^«-1  , 

worin,  wie  unmittelbar  zu  sehen, 

(61)  haii  =  —  aii^+i  -^  +  rta+ip'+i :/''"+'     (a  ^  /5) 
und 

(62)  ?>«„  =  -  a„+u  ,;*^"^  -  ff.+i2  -/■-- 

?'iu+i  2/i«+i 

Pia  ?/l,.+  l 

y  1.^+1  .'11 

ist. 

Wir   dürfen   zunächst   annehmen*),    dass   die   durch    die 


*)  Ist  dies  nämlich  nicht   der  Fall,   sind   vielnu'hr,    wie   ans  den 
Gleichungen    (.37)    ersichtlich,    einige    der    Grössen    C;,,  ,    c^.^,  •  .  ■  fy„ , 
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Gleichungen  (55)  (lefiiiirlcn  Fuiictioiion  u^^  ,  >(^.^,  .  .  .  Uu,  Hir 
X  =  a  siiramtlicii  von  Null  verschieden  siiiil;  es  werden  dann, 
wie  man  umnittelbar  sieht,  die  Coeflicienten  h„i  und  6„„  nach 
(Ol)  und  (G2)  in  der  Unij^ebung  von  x  =  n  endliche,  stetige 
und  eindeutige  Functionen  von  x  sein,  und  das  Ditlerential- 
gleiclnuigsystem  (60)  wird  somit  den  Charakter  des  gegebenen 
Dilierentialgleichungsystcms  (35)  haben. 

Nun  lautet  aber  die  zum  Punkte  n  gehörige  determinirende 
l''un(l;nncntalgleichung  des  DiH'erentialglcichungsystems  (60) 

h?^  - 11  &f? 6<;:.L, 


(63) 


=  0, 


,.(0) 


7,(0)                           7(")                                          ;(")                 _   TD    I 
0/1—11  0„—i> 0„_i„_i II 

wenn  />!("/  den  Wertli  von  />/.^,  für  x  =  a  bedeutet;  setzt  man 

aber 

(64)        ?/,„  =  r.,„  -f  c,f.(x  —  a)  -f  r.2„(x  —  a)'-  -{-•■■ , 

worin  der  Voraussetzung  nach  Coi,  vun  Null    verschieden  ist, 
so  wird  nach  (55)  und  (64) 


(65) 


'-OJ 


und  somit  vermi)ge  (61)  und  (62) 

/r'/>\  7(0)  (0)       '^o/if+i    I       (0)  ^o,i+x      /     \  j\ 


und 


o,.+i 


< 


welche  durch  das  Gleichuugsystem  (40)  bestimmt  sind,  gleich  Null, 
so  wird  man  durch  unendlich  kleine  Viriinderungen  der  Werthe  a[^l , 
d.  h.  dor  für  x  =  n  angenommenen  Werthe  der  Coefficienten  a^^^  des 
gegebenen  Ditt'erentialgleichungsystems  (35)  das  letztere  in  ein  unend- 
lich wenig  von  dem  gegebenen  verschiedenes  umformen  küuuen,  für 
welches  die  entsprechenden  Gleichungen  (40)  lauter  von  Null  ver- 
schiedene Grössen  für  die  Anfangswertlie  der  neuen  "u  ,  w,i  ,  .  •  •  m,^ 
ergeben,  und  für  welche  die  weiteren  oben  gemachten  Schlüsse  gültig 
bleiben;  nach  erlangtem  Kesultate  bleibt  die  Form  der  Integrale  der 
oben  reducirteu  Ititferentialgleichungsysteme  unverändert,  wenn  man 
durch  die  entgegengesetzten  unendlich  kleinen  Variationen  en  dem 
ursprünglichen  nirti'rentialgliMchungsysteme  zurückkehrt. 
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7(0) 


(0)  c„ 


"-o^+i 


'0,            C^i 
ÖK+12 

(n)            ^On 
Ou^ln 


(0)  ^O.r-f  1 


sein.     Da  aber  nach  den  Gleichungen  (48) 

(68)  nlfU^,,  +  «f|i2^02  +  •  •  •  +  («i+i.+i - r,) ro.+i  + 

I  (0)  A 

ist,  SO  folgt 

/pQN  7,(0)  ^(0)  (0)  ^0.<+l 


und  es  geht  somit  nach  {CA'))  und  (69)  die  determinirende 
Fundamentalgleichung  (63)  des  Differentialgleichungsystems 
(60)  in 


,(0)  c„ 


(0)  Co, 


„l")    Hi    ,    /J.)  J_  .,   \  n^^>  "-03    _|_    „" 


(70)  A  = 


/O)  c«., 

(0)  ^0«     ,        (0)  <^0n 


AO)  C„o       ,         (0)  Oo2        _(0) 
—    ^^12^      ~r  «32  «33 

-Ol  ^o:i 


^(0)   C, 
«13    - 


(i2  +  r,)... 


(0)  Co„  (0)^0« 

—  «1«  ^. — h  «3«  — 


_  ,,(0)  c,, 
«12     -- 


-h  ««2   .         —  ('u\ h  ««:i   - 

'-0«  ''Ol  "^On 


=  0 


(0) 


(0)   ^On 
«1»   T- 


(li  +  r,) 


über.  Multiplicirt  man  aber  die  einzelnen  llorizontalreihen 
der  deterrainirenden  Fundamentalgleichung  (42)  mit  den  d(;r 
Annahme  nach  von  Null  verschiedenen  Grössen  ^„1;  ^02j«  • -^o«, 
zieht  die  erste  Horizontalreihe  von  der  zwoilfn,  dritten,  ...  bis 
n*^"  ab,  setzt 
(71)  r=/?  +  r,, 

und  beuuizt  die  zwischen  deu  a<"),   und  r, .  stattfind(>ndon  He- 
Ziehungen  (48),   so   findet   man   mit   Hülle   bekannter   Deter- 
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iiiinaiiteueigeuschaiten,  dass  die  (leterininireiide  Funduniontal- 
gleichung  (42)  »ich   in   die   Form   setzen   lässt 

(7l')  y.'.  /^     =0, 

und  liii'rans  fdigt,  dass  die  li('»sun}^'i'ii  dir  1 'iind;irii>iitalglf'ichnng 
(7(J),  da  diejenigen  von  (42)  ilmcli  r,  ,  ;•.. ,  ...r^,  .  .  .  r,  be- 
'/eicdinet  wnrden,  dnr(di 

( TA)        r,        r,,     >  . ,  , 

dargesttdlt  sind.  iJildt.'L  man  nun  di«-  I  )illt'rcn'/,iii  aller  dieser 
Lösungen  und  der  ersten  in  der  he/ciclineten  Ifeilienlblge, 
so  dass  man 

(74)  r..  —  r.,,     r,  —  ;•,,     .   .  .  ;•„  —  r, 

erliält,  so  werden  diese,  <la  die  r  so  geordnet  waren,  dass 
die  reellen  Tlieile  auf  einander  folgender  Elemente  nicht 
waehsen,  keiner  von  Null  verschiedenen  positiven  ganzen 
Zahl  gleich  sein  können,  und  somit  den  Bedingungen  <les 
Satzes  in  Nummer  (>.  genügen;  es  hat  daher  das  lineare 
Oitferentialgleichungsystein  n  —  1**"^  Klasse  (60)  ein  regu- 
läres  Integralsystem   von  der  Form 

(75)  5,  =  (r        (/)'v  '.  r,  ,     z^_  =  (x       ay---  v. ... 

worin  r,  ,  v.,,...  r„_i  um  x  =  n  herum  endliche,  stetige  und 
eindeutige  Functionen  von  x  bedeuten,  die  nicht  sämmtlich 
für  X  ==  n  verschwinden.  Meachtet  man  aber,  dass  die  erste 
der  Dilferentialgleichungen  (58)  in  die  Form  gesetzt  werden 
kaini 

"  •'^  .''1 1  ;'i  I  Vi  I 

SO  folgt  mit    Hülle   von   (75) 

(77)  .,        a)';^;^  I. 

worin    H  von  der  Form 

(78)  Ur=  i:^^  l\^x        u)  i    1  : 

K  oenigtborgor,    Ijvhrliuoh.  .><> 
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ist,  und  somit  durch  Integration,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  nach  der  für  II.  gemachten  Annahme  r^  —  r^  entweder 
Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl  ist,  im  Allgemeinen 

(79)    ■/y,=^l]og(a:-a)+yl,,(a;-«.;-.+^,,(a;— a)--.+i 
und  daher  nacli  (59)   und  (75) 


■->;._,  =  A  log {x  —  a) -\-  Aq., {x  —  r/.)-''-»  -(-  A^^{x  —  a)-'-+^ 


(80) 


rin  =-  A  log  (x — a)  +^ü«  ix  —  «)-•'«  -\-Au  {x  —  «)-'«+i 


woraus  sich  endlich  vermöge  (55)  und  (5G)  ein  zweites 
Integralsystem  der  Diiferentialgleiehungen  (35)  in  der  Form 
erffiebt 


(81) 


in  welchem  auch  A  =  0   sein   kann,   und  welches,  wie  man 
unmittelbar  sieht,  wiederum  regulär  ist. 

Geht  man  ebenso  von  dem  linearen  Differentialgleichung- 
System  n  —  1**^"  Klasse  (60)  durch  analoge  Substitutionen  zu 
dem  entsprechenden  n  —  2*"'"  Klasse  über,  so  führen  genau 
dieselben  Schlüsse,  da  die  Quadratur 


^21   =  (^   - 

^^2  =  (^  — 

^)''  { ^'21  +  Au^i  log  {x  — 

^)''  {^^22  +  -^'*'l2  1^0  (^  "~ 

a)\ 
-a)] 

Ihn  =  {X  — 

«)'■'{  *'2«  +  AUin  \0g{x    — 

^)], 

J 


\og{x  -  n)  _^-^  =  i^  [log(.i;  ~  n)Y 


lautet,  zu  einem  Integralsystem  der  Form 

(82)  , 


:'/y.  =  ix—ay<  { t'i,  +  "'1 1  l^'g(-'^'  —  f^)  +  i^  "i  1  [log(a:  —  a)f } 
yM^={x  —  n)'''  { t',2-f?r,.^  \oiS,{x  —  a)-\-J)ll^.,  |  log  (a;  — rt)j- } 


y-in  =  (x  -  n)''  {  Vu,  +  /r,J()g(,<-  ~  a)-{-]iiiu,  \  log(.r  -  a)]' } , 
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•  las  wieileiiini  regulär  ist,  ii.  h.  w.,  so  dass  s'ult  im  Alhfrinriiini 
(/er  Gruppe  r, ,  r._, ,  •  ■  -  ^'x  '^^'  AniKilmif  II.  ciilsprcrlniiil  ilii  ). 
rci/Klärni    hifrrfralsi/sfrnir  rr(i(  Ikji 

.Ihn  =  U'  -  ay>  Huj 

ih,  =  {■>■  —  aY'  ( »:j'  -h  "',:,  \o^Ai'     '<) ; 
('«;v) 


/o?</  CS  /o/^^  ziKjlcich ,  dass  die  um  ganze  Zahlen  verschiedenen 
ller/Ae  r^ ,  r^,  ...  r.,  ivelchc  Lösungen  der  zu  x  =  a  (jeltöritjen 
determinirendeii  Fundamentahjleieliunij  icfircii,  auch  ihn  durch 
2ni  dividirfen  Logarithmen  der  Wurzeln  (o, ,  a.^,  .  .  .  oj/  der  zu 
X  =  a  gehörigen  Fundamcntalglcichimg  (14)  des  vorigen  Ah- 
sehn ittes  en (sprechen . 

Fassen  wir  die  den  Fällen  I.  und  Tl.  entsprechenden 
Resultate  zusammen,  so  erlialton  wir  den   folgenden   8af/: 

Das  lineare  Diff'ereidiah/leichungsi/sfeni 

(.•»   —   «)   '^^7    =    ^'l,//|     +    ('l,!h    4-     •    •        -f    ^'ln?f.. 

(•*"  ~  '^^  'rfs  ^  "''•''  +  ^''-''-  +  ■■  ■  +  ^'^-"l'' 


{x  —  a)  ^^^  =  (i„i!/i  +  a„-g.,  +  ••-!-  "«"//., , 

i)i  ivelchem  a„i  in   der   Umgehung    can   ./  =  a   endliehe,   stetige 
und  eindeutige  Functionen  hcdeuten,  hat  stets  in  der  Imgehung 
dieses   Pmditcs    ein    reguläres    Futnlamentalsystem    von    Infi 
gralen,  und  zwar  wird,  wenn  man   von  den   Lösungen  der  zum 

I'iiii/./r    r  ^=  (I   iirhöriiir»    ililii)iil)ii)iiidi)i    l'iDiildtin  uliitdlnthinni 


(tu    — 

r     r/,2 

r^ 

o'^ 

rC 

a„j 

m 

"•ii 


=  n 
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in  welcher  a[")  den  Wertli  der  Function  aaß  im  Punkte  x  =  a 
hemchnet,  alle  diejenigen  zu  einer  Gruppe  verbindet,  welche  ein- 
ander gleich  oder  sich  um  ganze  Zahlen  unterscheiden,  und  die- 
selben innerhalb  einer  Gruppe  so  ordnet,  dass  die  Differenz  eines 
folgenden  und  eines  vorhergehenden  Elementes  nie  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  das  erste  ^Element  einer  jeden  Gruppe  eine  im 
vorigen  Abschnitte  definirte  Gruppe  von  Integralsystemen  und 
zwar  regidären  Fundamentalsystemen  von  Integralen  nach  sich 
ziehen,  die,  wie  früher  hervorgehoben,  auch  tvieder  in  Unter- 
gruppen, deren  erste  Elemente  keine  logarithmischen  Glieder  be- 
sitzen, zerfallen  können.  Zugleich  erkennt  man,  dass  sämmtlichc 
Lösungen  r^,  r^,  ...  r„  der  zu  x  =  a  gehörigen  dcterminiren- 
den  Fundamentalgleichung  die  durch  2'jti  dividirten  Logarithmen 
der  Wurzeln  a^,  a.^,  . .  .  «„  der  zu  x  =  a  gehörigen  Funda- 
mentalgleichung  (14)  des  vorigen  Abschnittes  sind. 

8.  Nachdem  die  Umkehrung  des  in  Nummer  2.  dieses 
Abschnittes  ausgesprocheneu  Satzes  erwiesen  ist,  wird  auch 
die  Gültigkeit  der  Umkehrung  des  allgemeinen  Satzes  der 
Nummer  4,  festgestellt  sein,  und  es  wird  sich  somit  das 
Resultat  der  Untersuchungen  dieses  Abschnittes  folgender- 
massen  zusammenfassen  lassen: 

Die  nothivendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 
ein  lineares  homogenes  Differentialgleichungsystem  w*®'  Klasse  mit 
in  der  ganzen  unendlichen  Ebene  eindeutigen  Coeffmenten  und 
einer  endlichen  Anzahl  singulärcr  Punkte  a^,  a^,  ...  a^  in  der 
Umgebung  eben  dieser  sowie  ■  des  unendlich  entfernten  Punktes  nur 
reguläre  Integralsysteme  besitzt,  ist  die,  dass  dieselben  von  der 
Form  (31)  oder  durch  Substitutionen  der  Form  (32)  oder  durch 
successive  aus  solchen  zusammengesetzte  abgeleitet  sind, 

und  für  eine  lineare  Differentialgleichung  höherer  Ord- 
nung specialisirt: 

Die  nothivendige  und  hinreicJiendc  Bedingung  dafür,  dass 
eine  lineare  homogene  Differentialgleichung  n^"''  Ordnung  mit  in 
der  ganzen  unendlichen  Ebene  eindeutigen  Coefficienten  und  einer 
endliehen  Anzahl  singiüärer  Punlde  ay ,  a^,  ...  a,,  in  der  Um- 
gebung eben  dieser  spivie  des  unendlich  entfernten  Punkfes  nur 
reguläre  Integrale  besitzt,  ist  dir,  dass  dieselbe  von  der  Form  (33) 


111.  Ufber  d.Sulstitiitionögiupiifii  lincarerDifferentiulgleicbungsyöt.  4fj*J 

istj   ivorin   die  Grüssiii  A,    (jutizr  Tuiittionoi,   von  x   i<>n    )ii'lif 
höherem  Grade  als  dem  v{q —  1/*^^"  bedeuUii. 


III.    l'elKM'    dir    Siihstitutloiis^rupix'ii    liiiraicr    DiflViciilial- 
gleiciiungsv steine  ninl  deren  Aiiueiidun;;  aul'  die  Ermitthm;; 


algebraiselier  Inte^ralsysteiiie. 


1.    BiUUii    für    ein    lineares    Diftereijtialgleicliung.s)'.slem 
n^"  Klasse 


^^Ä  =  ^"^i'  ^'  +  '■^'-  y.^  +  ■••  +  -4'"^" 


(1) 


dx 


=  Yl,a  y/,  +  J„,  //,  + [-  y] „„//,., 


in   wckliom  die  Coefticienteu  ^4„v    in   iler   ganzen   EbenL'  ein- 
deutiue  Fnnctiouen  darstellen,  die  Integrale 


(Aj 


U-n      II T2 


!/>,!        Vn-l 


Vnn 


ein  simnltanes  Fnndainentalsystem,  so  wird,  wie  im  vorigen 
Kapitel  gezeigt  worden,  für  beliebige  Umläufe  der  unab- 
hängigen Variabein  x  das  System  (A)  stets  wieder  in  ein 
Fumiamentalsysteni  übergehen,  welches  für  alle  mi'»glifhen  von 
einem  Punkte  ausgehenden  geschlossenen  Umläufe  die  ver- 
sehiedenen   Werthe 

K),  (.ij,  w,  .  .  . 

annehmen   möge,    deren    Anzahl    unendlich   gross   oder  auch 

endlich   sein  kann. 
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Wir  icollcn  die   Uchergänge 

{A){A,),    (A)iA,),    (A){A,),    .  .  . 

res}),  mit 

(a)  Si ,  S., ,  S.^,    ... 

hezeichnen,  dieselben  Siihstittdionen,  und  die  ZtisammcnstcllniKj 
aller  Suhstitiitionen  (a)  die  Gruppe  des  Diß'crcniial(jlcichim(/- 
systams  (1)  nennen; 

es  ist  ersichtlich,  dass  sich  alle  Substitutionen  successive 
aus  denjenigen  zusammensetzen  lassen,  welche  aus  der  Um- 
kreisung der  einzelnen  singulären  Punkte  des  Differential- 
gleichungsystems  hervorgehen. 

2.  Betrachtet  man  nur  einen  Theil  der  n  simultanen 
Fundauientalsysteme  von  Integralen 


(B) 


iVu     Vvi  ■  •  ■  Vi» 

y-n   y^i  ■  •  •  2/2« 

yml    yw'2  ■   ■  •  ymn , 


so  kann  es  vorkommen,  dass  alle  geschlossenen  Wege  der 
unabhängigen  Variabein  das  System  (B)  immer  nur  in  solche 
lutegralsysteme 

(B,),    (B,),    (i?3),   .  •  . 

überführen,  welche  keine  anderen  Integralelemeute  als  die 
in  (B)  vorkommenden  enthalten,  und  in  diesem  Falle  tverdcn 
■wir  sagen,  das  JDifferentialgleiclmngsijstem  (1)  besitzt  eine  nicht 
primitive  Gruppe. 

Es  soll  gezeigt  werden, 

dass,  wenn  ein  lineares  Differentialgleichungsystem  n**^'"  Klasse 
mit  in  der  ganzen  Ebene  eindeutigen  Coeffkienten  eine  nicht 
primitive  Gruppe  besitzt,  ivelche  aus  m  simultanen  Integral- 
systemen besteht,  dann  dasselbe  in  dem  früher  angegebenen  Sinne 
rcduciibel  ist  und  zwar  so,  dass  sämmtliche  Infcgralsystcmc  eines 
gleichartigen  linearen  Differentialgleichungsijstcms  m^'''  Klasse 
auch  Elemente  von  Intcgralsystemen  des  ursprünglichen  Systems 
von   Differentialgleichungen  bilden;   und  umgehehrt,   wenn   dies 
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ilcr  Fall  ist,  so  hcsilä  das  J}i/}rn)dial<jlrkliuuifsystcin  n"^'  Klasse 
eine  nicht  primitive  Gruppe. 

CU-eift   man  ir.imlich    cl:is  System    von    Iiitc^'nüelfineiiteu 


(C) 


•   ]lu 


II  ■„. 


IJ.nl        llnri     ■     ■     ■     >Jn 


heraus,    uiul    bildet    das    lineare    Ditiereiitialgleiehungsystem 
m''^''  Klasse 


c^) 


<^^) 


(4) 


dx 

//i     !/•-•  •  • 

.   //„- 

du  Vi 

.'/i.    .'/„.. 

■  //i.» 

=  ^  o 

^^i',„L 

~dx 

Ihm    IJnr'  . 

.  .  !/.,.„. 

dx 

//,      //••    • 

■     .      Ihn 

tZx' 

Vn   .'/r.'   • 

.    .     ill.u 

=  0 

'/'/, 


dx 


Ihm  l)mi  •••!/.. 


so  i-st  /uuiiehst  klar,  dass  dasselbe  das  System  (C)  mm 
simultauen  Fuudamentalsy.stcm  von  Integralen  hat;  aber  es 
ist  auch  leicht /u  sehen,  dass,  wenn  das  n.lVerent.algle.ehung- 
system  (2),  (:V),  ...  (4)  in  di.  Form 
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du 


'In, 

(Ix 


-^  =  n„a  y^  +  B,„.  y.,-\ [-  B„„„  y,„ 

gesetzt  wird,  die  Coefficienten  Baß  gleichartig  mit  den  Coeffi- 
cienteu  des  Differentialgleieliuugsystems  (1),  d.  h.  in  der 
ganzen  Ebene  eindeutige  Functionen  von  x  sind.  Denn,  da 
der  Voraussetzung  nach  für  einen  beliebigen  geschlossenen 
Umlauf  des  x 

y^i  in  Ca  y^^  +  c\,2  2/2,  H h  c„«?/«i 

ya2  in  Cai  y^.>  +  0^2  !/22  H h  c„,«^„,2 


übergehen,  so  wird  nach  II.  5.  des  dritten  Kapitels 

Vn      Vvz  '  •  •  ^i/'-i    ^^'  Vif+i  '  •  .  yn 

/-jx  ß   ^  i!/2i    022  ■  •  ■  V'^f'-i  -j~;r  y 2^1+1  •  ■  •  y2n 


yml        yin2 


yn      Vu 


ym 

y2n 


y„n    y,.2  .  .  .  y>n,> 

weil    jede    der    Determinanten    für    den    betr.   Umlauf  des  x 
ihren  ursprünglichen  Werth  multiplicirt  mit  der  Determinante 


(8) 


^11        ^12     •     •    •     ^1'« 
C21        fg."    •    •    •    ^'2m 


C//(l       <'m2    .     •     .    C„ 
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iiiiiiiniiiit,  iiiivoriludert  bleiben,  also  alle  I?„^  in  der  ganzen 
Ebene  eindeutige  Functionen  von  x  sein,  und  es  wäre  somit 
der  erste  Tlieil  des  oben  ausgesprochenen  Satzes  bewiesen. 
Umgekehrt  ist  aber  auch  einleuchtend,  dass,  wenn  (C)  ein 
simultanes  Fundamentalsystem  eines  linearen  Difierential- 
gleicluing-systoms  Wi*"""  Klasse  (5)  bildet,  sämmtlicho  rnjläulV' 
des  X  die  Elemente  von  (Cj  immer  nur  in  lineare  Functionen 
oben  dieser  Elemente  überführen  werden,  und  dulior  das 
DiÖercntialgleichungsystem  (1)  eine  nicht  primitive  Gruppe 
l)esitzen  wird. 

3.  Aber  wir  können  diesen  letzteren  Theil  des  oben 
ausgesprochenen  Satzes  auch  noch  anders  ausdrücken,  wenn 
wir  zunächst  noch  folgende  Ueberlegung  anstellen. 

Wenn  ein  Theil  der  Elemente  eines  vollständigen  Intt- 
grulsystems 

(0)  r?i,     rj.,,     .../;„ 

des  Differentialgleichungsystems  (1)  z.  B.  ?/, ,  //^ ,  ...»/i,  worin 
V  <  n,  ein  vollständiges  Integralsystem  eines  gleichartigen 
linearen  üitferentialgleichungsystems   i^'*^'''  Klasse 

(10)  ''-' 


«„  ^,  +  (u.  z.,  + 


dx 


=  ff.i  *i  +  «ii~.  +     ■  ■  +  "..  ^y 


bildet,    so    folgt   durch  Vergleichung   von  (1)    und    (10)   das 
(ileichungsystem 

-^u Vi  +  ^'^12 %-\ h  ^iM V"  =  "ii '/.  +  "ij 'h.-i h  "!■ '/. 

,     .,  ^'lai Vi  +  -h^V^ H h  -■^^- V"  =  «-.1  Vi  -i-fhjV^-i ^ " ••  '/■ 


Sind  nun  alle  diese  Gleichungen  in  den  >;  ({rossen  iden- 
tisch, so  würde  daraus  folgen,  dass  die  ersten  i'  DitVerential- 
gleichungen  des  Systomes  (1)  ihis  Ditferentialgleichungsystem 
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(10)  selbst  bikleij,  und  säiumtlichc  vollsiriiidige  Iiitegralsysteme 
des  letzteren  würden  Theile  von  vollständigen  Integralsystemen 
des  ersteren  bilden;  sind  die  Gleichungen  (11)  aber  nicht 
identisch,  so  ergäbe  sich  jedenfalls 

(12)  r]„  =  2\7j^  +  2hV'2  H +  2hi-i Vn~i , 

worin  l\,P2)  ■  •  ■  Pn—\  linear  aus  den  A  und  a  zusammen- 
gesetzt sind,  und  substituirt  man  daher 

(13)  Vn   =PiVi    +  Ihlh   + h  Pn~lPn-l 

in  (1),  so  erhält  man  ein  gleichartiges  lineares  Differential- 
gleichungsystem n  —  1*"  Klasse 


(1-i) 


dx 
dx 


^nVl    +   i^22?/2   + h   Jy-Ju-liJn-i 


^Vn-l 


dx 


=  Bn-U  y^  +  Jjn-l2y.>-\ \-Bn-l  n-1  !/«-!  , 


welches  von  dem  Integralsystem  (9)  die  Elemente 

(15)  *?i,   %,    .  .  •  nn-i 

als  ein  vollständiges  Integralsystem  hat.  Stellt  man  jetzt 
wieder  (14)  mit  (10)  zusammen,  so  kann  man  ebenso  wie 
vorher  bei  der  Zusammenstellung  von  (1)  mit  (10)  schliessen, 
und  fahrt  man  so  fort,  so  kommt  man  jedenfalls  zu  einem 
linearen  Differentialgleichungsystem  v^'^^  Klasse,  das  mit  (1) 
die  Integralelemente  -j^j  ,  iq.^,  ...  ?;,,  gemein  hat.  Wird  nun 
angenommen,  dass  nicht  schon  ein  Theil  dieser  Elemente  das 
vollständige  Integralsystem  eines  linearen  Ditferentiulgleichung- 
systems  noch  niederer  Klasse  als  der  v*'^''  bildet,  so  können 
die  eben  gemachten  Schlüsse  nicht  weiter  für  das  zuletzt  er- 
haltene System  v**^""  Klasse  und  das  System  (10)  derselben 
Klasse  fortgeführt  werden,  und  es  folgt  somit,  dass  eben 
dieses  System  mit  (10)  identisch  sein  muss.  Da  aber  dann 
das  System  (l)  durch  die  successiven  Substitutionen 

{Vn         =Piyi+  PiVi  -\ h  Pn-iyn-l 

(IG)  ^"~^  =  'Zii/i  +  (liVi  H h  'u-'^yn-  - 


yy+1  =  ^iVi  +  >'.'!/2  H f-  'vy. 


III.  ÜL'bor  d.Substitution8{^riij)iicn  linearer  (»iHcrentialgleiciiurigHyBt.  47.') 

in  (las  .Systt.'iu  (10)  übergeht,  so  folgt,  dass  alle  vollstäriiligeii 
Integralsystenie  von  (10)  Tlicil«'  von  vollstäinligfii  Integral- 
systenien  von  ( 1)  bilden,  und  wir  i-rhaltcn  somit  den  folgen- 
den Satz: 

Wenn  ein  Thed  eines  vollständigen  Inietjtidsyskmes  eines 
Syslcmes  von  n  linearen  I )i Ifcre^dudyleidinuyni  mit  in  der  (janzen 
Kbene  eindeutigen  Coeffteientcn  ein  vollständiges  Systim  von 
lidegnden  eines  gleichartigen  linearen  IJiß'ercnlialgleichungsystcms 
v^*"'  Klasse,  ivorin  v  <  n  ist,  bildet,  und  lein  Thed  desselben 
das  vollständige  System  von  Integralen  eines  gleichartigen  linearen 
Ditferciüiulgleieliungsystcms  von  noch  niederer  Klasse  ist,  so 
uerdcn  sämmtUchc  Integralsysteme  des  DifJ'crcntialglcichung- 
syslems  v^"  Klasse  Theilc  von  vollständigen  Systemen  von  Inte- 
gralen des  gegebaien  linearen  Difl'crentialgleichungsystems  n'"" 
Klasse  bilden. 

Und  stellen  wir  nunmehr  diesen  Hülfsatz  mit  dem  vor- 
her bewiesenen  Satze  zusammen,  so  folgt  unmittelbar, 

dass,  tvoin  für  ein  lineares  Diff'erentialglciehungsystcm  n^" 
Klasse  mit  in  der  ganzen  Ebene  eindeutigen  Cocffieicnten  das 
vollständige  Integralsystem  eines  gleichartigen  Systems  von  v 
linearen  Di ffcreidial gleich ungen,  ivorin  v  <  n,  einen  Thed  eines 
vollständigen  Integralsyst^ms  bildet,  das  Diff'erentialglcicitung- 
system,  n*''"  Klasse  eine  nicht  primitive  Gruppe  besitzt. 

4-.    Habe  nun  das  lineare  Ditterentialgleichungsy.sti'Ui 


n) 


dessen  Coefficienten    in    der   ganzen   Ebene    eindeutige   Func- 
tionen sein  sollen,  m  algebraische  Integralsysteme, 


dtu            ,             ,       ,             , 

•  +  Ay„y„ 
■  +  A.„y., 

'      1      ■'*l;in  y»  7 

08) 


y.A   y,n^ 


y : 
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die  nicht  homogen  linear  mit  constauten  Coefficienten  unter 
einander  zusammenhängen ,  und  nicht  mehr  solcher  alge- 
braischer Integralsysteme,  so  kann  man,  weil  die  algebra- 
ischen Integralelemente  für  beliebige  Umläufe  des  x  nur  in 
einander  übergehen,  nach  den  obigen  Auseinandersetzungen 
durch  Bildung  der  m  linearen  Differentialgleichungen  (2),  (3), 
.  .  (4)  ein  lineares  Differentialgleichungsystem  w«*®'  Klasse 
bilden,  welches  offenbar  ebenfalls  in  der  ganzen  Ebene  ein- 
deutige Coefficienten  besitzen  wird,  und  dessen  simultane 
Fundamentalsysteme  von  Integralen  sämmtlich  algebraisch 
sind;  da  die  Coefficienten,  wie  aus  (7)  hervorgeht,  algebraische 
Functionen  von  x  und  zugleich  eindeutig  sind,  so  werden  sie 
rationale  Functionen  von  x  sein.  Ist  das  Differentialgleichung- 
system  (17)  in  dem  oben  angegebenen  Sinne  nicht  reductibel, 
so  muss  m  =  n  sein,  und  es  wird  das  System  (2),  (3),  ...  (4) 
offenbar  mit  dem  Diiferentialgleichungsystem  (17)  zusammen- 
fallen. 

Nehmen  ivir  nunmehr  an,  dass  das  lineare  Differential- 
(jleichungsystem  (17)  nur  algebraische  Integrale  habe,  so  iverden 
die  Coefficienten  Äaß  also  sämmtlich  rationale  Functionen  von 
X  sein. 

Aber  wir  können  auch  die  Form  dieser  rationalen  Coef- 
ficienten leicht  angeben,  indem  die  Existenz  von  nur  alge- 
braischen Integralen,  da  deren  Entwicklung  um  die  singulären 
Punkte  herum  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen 
enthält,  verlangt,  dass  das  Differentialgleichungsystem  nur 
reguläre  Integralsysteme  und  zwar  in  endlicher  Anzahl  er- 
fordert, und  es  muss  somit  nach  dem  vorigen  Abschnitte  jedes 
lineare  Differentialgleichungsystem  ii^"""  Klasse  mit  nur  algebra- 
ischen Integralsystemen  mit  Hülfe  von  dort  näher  angegebenen 
Substitutionen  aus  einem  Differentialgleichung  System  >i*^'"  Klasse 
von  der  Form  abgeleitet  sein 

{x—a;){x  —  a.^...{x-a^)  -^^  =  ^,v/l+^,//,-f hKy. 


dy 
\{x—ay){x  —  a.^...{x  —  a^)  ^^  =b„iy,+  b,r>y2^-+K,yn: 
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tvorin  &ji,  ...h„„  (jnnzc  Functionen  von  x  von  nicht  höherem 
(iradc  als  dem  q  —  l'^"  hrikutcii. 

Um  nun  die  hiureicliendeii  Hedinj^un^cn  dafür  /u  finden, 
dass  diese  stets  rogulären  Integrale  auch  silnimtlicli  alge- 
braiselie  seien,  werde  zunäclist  bemerkt,  dass,  weil  für  be- 
liebige Undüut'e  der  unabhängigen  Variabein  die  nur  alge- 
braischen Integrale  eine  endliche  Anzahl  von  Transformationen 
erleiden  können, 

die  Gruppe  des  DifferrnfinJ(jleicJn<n(jsi/sfcnis  (li>)  nothnrndif/ 
nur  eine  endliche  Anzald  von  Substitutionen  uird  mlhaltni 
dürfen; 

aber  es  soll  auch  umgekehrt  bewiesen  werden, 

dass  jedes  Diffcrentialglcichungsystcm  (19),  ivelches,  wie 
wir  tvissen,  nur  reguläre  Intcfjralsystemc  besitzt,  icenn  dessen 
Gruppe  nur  eine  endlicJie  Anzahl  von  Substitutionen  in  sich 
schliesst,  nur  algebraische  Integralsystcme  enthält. 

Denn  da  die  allgemeine  Form  der  IntegralsYsteme  in 
der  Umgebung  eines  singulären  Punktes  a  lautete 

(2r))  7/^,,  =  (.r  -  aV'  ( (p^„  +  9^'>  „,  log  (x  -  a) 

+  90^%  [log  (.r  -  n)\-  -f  •  ■  • 
+  <p(/;,-"flog(.r-^/'|'-'|. 
(()=1,2,  ...n) 

so  werden  zunächst  wegen  der  Regularität  der  Integrale  die 
unendlichen,  nach  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreiten- 
den Reihen  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen 
enthalten  dürfen;  ferner  folgt  unmittelbar  aus  der  Annahme 
der  endlichen  Anzahl  der  Substitutionen  der  (Jruppe  des 
üifferentialgleichungsystems  (19),  dass  die  Umkreisuug  des 
Punktes  a  nur  eine  endliche  Anzahl  verschiedener  Integral- 
systeme liefern  darf,  also  einerseits  keine  Logarithmen  in 
(20)  enthalten  sein  dürfen,  andererseits  r^  eine  rationale 
Zahl  sein  muss,  und  es  werden  somit  in  der  Umgebung  des 
willkürlichen  Punktes  a,  or  sei  ein  singuliirer  oder  nicht, 
die  liitegrah'U'inentc  eines  simultanen  KiMulamentnlsystems 
die  Form  haben 
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,,..x  ,?/2i  =  (-^  — ^'/"'^2i'  ?/.2=(-^-  — ^)''^9':;^    ••?/2.,  =  l^'  — ")'''^ä« 

y»!  =  (^-«/"95„i'  ?/„ä  =  ^•^-  '')'■"  9^.2'  •••?/„„  =-  ■>'-'')'"9P„„, 
worin  i\,  t\,,  .  .  .  r„  rationale  Zahlen  und  cp^^^  in  der  Um- 
sebuncr  von  x  ==  a  eindeutiere  Functionen  von  x  bedeuten, 
welche  nur  eine  endliche  Anzahl  ganzer  negativer  Potenzen 
von  X  —  a  enthalten. 

Sei  nun 

»^l  m.,  wi,j 

(22)  r,  =  — ,    r,  =  — ^ ,    ...  r„  =  —  , 

undjj  das  kleinste  gemeinschaftliche  Vielfache  von ^5^,^93,  ..-i?«, 
so  folgt,  dass  alle  Integrale,  da  sie  in  der  Form 

(23)  I 

ausdrückbar  sind,  sich  in  der  Umgebung  des  Punktes  a  in 
convergente  Reihen  entwickeln  lassen,  welche  nach  steigen- 
den Potenzen  von 

{x-aY 
fortschreiten  und  nur  eine  endliclic  Anzahl  negativer  Potenzen 
enthalten. 

Fassen  wir  nun  z.  B.  das  Integralelement  y^  auf,  so 
wird  dieses  nach  (23)  für  alle  Umkreisungen  des  singulären 
Punktes  a,  also  auch  für  alle  Umkreisungen  aller,  wie  oben 
hervor";ehoben  worden,  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen 
sinsulären  Punkte  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werthen 

vT^  y^\  •  •  •  y'? 

annehmen,  und  somit  die  Lösung  der  algebraischen  Gleichung 

(24)  y^-{yW^yfJ^...J^yi^)y^-^^...J^y'A)yf\,.yU)=0 

sein,  welche  in  die  Form 

(2r))  f  +  ^,  y'-'  +  A  y'-'  +  •  •  •  +  i'.  =  o 
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<ft.'braclit  werden  kann,  in  welclier  J\,  I'.,,  ...  7',  offenbar  in 
der  ganzen  Ebene  eindeutige  Functiom-n  von  x  bedeuten. 
Da  nun  die  Integrale,  also  auch  die  Coeliicienten  1\,  1\.,  ...  ]', 
sowohl  im  Endlichen  als  auch  im  Unendlichen  nur  von  einer 
endlichen  Ordnung  unendlich  werden,  so  werden  eben  diese 
Coefticienten ,  da  sie  in  der  ganzen  Ebene  eindeutig  waren, 
rationale  Functionen  von  x  sein,  und  .^omit  die  Iiüeyntir 
selbst  ahfehraische  Functionen,  was  gezeigt  werden  sollte.  Dit? 
Aufstellung  der  linearen  Differentialgleichungsysteme  mit  nur 
algebraischen  Integralsystemen  ist  somit  auf  die  Gruj)pen- 
untersuchung  der  in  (11  >)  enthaltenen  regulären  Ditferential- 
gleichungsysteme  zurückgeführt. 


IV.    hiscussioii  des  liyper^eometrisclieii  Dilfereiitial^^leicliuiiic- 
sysfems  zweiter  Klasse. 

1.  Um  die  allgemeinen  für  die  linearen  Differential- 
gleichungsysteme beliebiger  Klasse  angestellten  Untersuch- 
ungen au  einem  Beispiele  zu  erläutern,  wählen  wir  das  lineare 
Differentialgleichungsystem  zweiter  Klasse  mit  nur  regidären 
Fundamentalsystemen  von  Integralen  in  der  Umgebung  der 
einzigen  singulären   Punkte  a,  h  und  oo: 

\{,c  —  a)  {x  -  h)  f^  =  (A:,i  +  ^n^) !/.  +  (/'li  +  ^.-^0 .'/, 

(1)  '^ 

\  {x  —  a)  {x  —  h)  'f-  =  (/.\„  +  /„  X)  y,  +  (Ä-.,,  +  /,,.r)  //, , 

und   zwar  gleich   die  durch  algebraische  Substitutionen  leicht 
herstellbare  Form,  in  welcher 

rt  =  0,     h=\, 

.    «(y  — p)     1 I.    o(l  — ß)  (j  — vn«     ,      ' 

(2)  {  ^2  =  '*' 

'•-.'i—  1»  '.'i— ">        ''i2—     a-fj-fi      ' 

l^,,  =  \   -  (i 

ist,    so    dass    das    Ditferentialgleichungsystem    (1)    die    l'orni 
annimmt: 
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(3) 


durch  Differentiation  der  ersten  Gleichung  erhält  man  mit 
Benutzung  der  zweiten  für  y^  die  lineare  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung 

(4)  x{l~x)'^}+[r--{a  +  ß+'^)xY^^'^-aßy,==(), 

und  ebenso  durch  Differentiation  der  zweiten  für  y.^  die 
Differentialgleichung 

(5)  ^(l_:^.)^  +  l^-(«+^+l):r]^-(l-fa)(/3-:n^,  =  0. 

Aus  der  Form  der  Differentialgleichungen  (3)  erkennt 
man  unmittelbar,  dass  im  Endlichen  nur  die  Werthe  a;  =  0 
und  X  =  1  singulare  Punkte  definiren,  und  ebenso  sieht  man 
vermöge  der  Substitution 

(6)  ^=T^ 

dass  ^  =  0  oder  x  =  oo  ein  solcher  singulärer  F'unkt  ist. 

Während  sich  also  in  der  Umgebung  aller  anderen 
Punkte  a  ausser  x  =  0,  1,  oo  die  Integrale  des  Differential- 
gleichungsystems (3)  nach  positiven  steigenden  ganzen  Po- 
tenzen von  X  —  a  in  convergente  Reihen  entwickeln  lassen, 
wird  zur  Untersuchung  des  Charakters  der  Integrale  in  der 
Umgebung  der  singulären  Punkte  die  zu  diesen  gehörige 
determinirende  Fundamentalgleichung  aufzustellen  sein,  wobei 
jedoch  schon  nach  den  Untersuchungen  des  zweiten  Ab- 
schnittes aus  der  Form  des  Differentialgleichungsystems  er- 
sichtlich ist,  dass  zu  den  drei  singulären  Punkten  jedenfalls 
reguläre  Fundamentalsysteme  von  Integralen  gehören. 

2.  Was  zunächst  die  zum  Punkte  x  =  0  gehörige  deter- 
minirende Fundamentalgleichung 


<^-y)    _r   a(l-p)(P-y)(a-y  +  l) 


(i-ß)(«-H-i)   _ 


=  0 


(7) 

betrifft,  so  sind  deren  Lösungen,  wie  unmittelbar  zu  sehen, 
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sind  mm  die  beiden  Ijösungeii  derart,  dass  ;•_,  —  r,  wedt-r 
Null  noch  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  also  y  iicdcr  der  posi- 
tiven Einlicit,  noch  der  Nidl  noch  einer  neyativen  (/anzen  Xcdil 
(jleich  ist,  so  hat  nach  früheren  Auseinandersetzungen  das 
Differentialgleichungsysteni  jedenfalls  um  ./;  =  0  herum  ein 
Integralelcment  der  Form 

(!>)  yi  =  yl,  -^  A^x-\-  A.,x-  H , 

und  mau  lindet  die  Wertlie  der  Coefficienteii  dieser  Reihe 
leicht,  indem  man  ijy  und  dessen  Differentialquotienten  aus 
(9)  entwickelt,  in  die  Gleichung  (4)  einsetzt  und  die  Coefti- 
cienten  gleich  hoher  Potenzen  von  x  ideutificirt;  es  ergiebt 
sich  leicht 

■^  1.2.3.y(y4-l)(y  +  2)  "^   "^  " ' ' ' 

eine  Reihe,  welche  die  hypergeometrische  genannt  und  mit 

(11)  y,,  =F(a,  ß,  y,  x) 

bezeichnet  wird;  da  der  nächste  singulare  Punkt  ./;  =  1  ist, 
so  ist  ihr  Uonvergeuzbereich  der  Einheitskreis.  Da  ferner 
die  Diti'erentialgleichung  (4)  in  (5)  übergeht,  wenn 

v/i,  a,  ß  durch   i/.^,  ß  —  1,   1  +  « 

ersetzt  werden,  so  wird  das  zweite  Element  des  zugehörigen 
Integralsystems,  wie  unmittelbar  aus  der  ersten  Gleichung 
des  Systems  (3)  zu  ersehen,  durch 

(12)    y.  =  ^i^^-Y+T)  ^(1"  -  !■  '  + ".  ■'■'  ^) 

dargestellt  sein. 

Um  nun  die  zweiten  in  der  Umgebung  von  x  =  0 
gültigen  Integralelemeute  des  regulären  Fundamentalsystems 
zu  finden,  welche  zu  r^  =  \  —  y  gehören,  setze  man 

(13)  y,  =  a;'-'«,,     J/.  =  .t'"'»,, 

in  das  Dilfereutialgleichungsystem  (3)  ein,  und  erhält  sodann 

Kocuigsbergor,  Lchrbiicli.  31 
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(14) 


beachtet  man  nun,  dass  dieses  Differentialgleichungsystem 
aus  (3)  entsteht,  wenn  dort  a,  ß,  y  durch  a-\-l  —  y,  ß-{-l  —  y, 
2  —  y  ersetzt  werden,  so  ergiebt  sich  ein  particuläres  Integral- 
system 

(15)  V,  =  F{a  J^l-y,  ßJ^\-y,2-y,x), 

^2  =  ^Tß^f  ^(/5  -y,a^2-y,2-y,x), 
also 

(16)  y,,  =  x^-'F{a  J^  1  -  y,  ß  J^  l  -  y,  2  -  y,  x), 

y-^^^  =  ^^W=¥  '^'~'  F{ß-r,a^2-y,2-y,  x), 

vorausgesetzt,  dass  2  —  y  iveder  der  positiven  Einheit,  noch 
der  Null,  noch  einer  negativen  ganzen  Zahl  gleich  ist. 

Wir  finden  somit  durch  Zusammenfassung  dieser  Re- 
sultate, 

dass,  ivenn  y  nicht  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  das  allge- 
meine Integralsystem  der  Differentialgleichungen  (3)  in  der  Um- 
gehung des  Pimldcs  x  =  0  durch 

'y,  =  Ci F{a,  ß,  y,  x)-]-c.,x^'~''F(a+l—y,  ß+l-y,2-y,x) 


(17) 


y^-^.(-p:ir")7/XVi)^^^~^-  l  +  «.7,^) 


+  ^^  V(/4y  "''"''  F{ß-r,cc-h2-y,2-y,x) 
dargestellt  tvird. 

3.    Gehen  wir  zu   dem   singulären  Punkte   a;  ==  1  über, 
so  können  wir,  ohne  auf  die  zugehörige  Fundamentalgleichung 
zurückzugehen,  durch  die  Substitution 
(18)  x=\-i 

das  Differentialgleichungsystem  (?)),  wenn  y^  durch  —  y^  er- 
setzt wird,  in 
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^l!h 


//. 


Ull-ß)    ß-y)(u-y-\-ll 


(l  y.. 


-il-ß)(y-ß, 


Uo-5)',7^'=!/,+['i_7+-/'+(/i-i)s].. 

überführei),  uiul  die  Vergleichung  mit  (l)  und  (3)  zeigt, 
dass  diis  lot/tere  iu  (10)  ül)ergelit  durch  Substitution  von 
a  +  /3  +  1  —  y  statt  y, 

so  dass,  nenn  a  -\-  {i  -\-  i  —  y  nicht  eine  yanze  Zahl  dar- 
stellt, das  allgemeine  Integvalsystem  der  Differentialgleichungen 
(3)  in  der  Umgehung  des  PunJdes  x  =  1  in  der  Form  ge- 
geben ist 

y,  =  ^,  F{a,  /3,  «  +  /3  +  1  -  -,  1  -  x) 

+  C,  -e"-"-^  F  (y  -  li,  y  -  cc,    l  +  -/  -  a  -  ß,   l  -  x) 
.'/.  =  ^1  ~^ßT,^\^lß^Fiß  -  1,  1  +  «,  «  +  /3  +  1  -  :,  1  -  x) 

a-,^F(y-cc-],  y-li+\,  \-^y-a-ß,  l-x). 


,  c4-ß-\-l        .. 


4.  Wenn  y  oder  y  —  a  —  ß  ganze  Zahlen  sind ,  so 
werden  nach  den  Auseinandersetzungen  der  früheren  Ab- 
schnitte die  simultanen  Fundamentalsysteme  von  Integralen 
in  der  Umgebung  der  singulären  Punkte  0  oder  1  Loga- 
rithmen  enthalten  können.  Betrachten  wir  z.  B.  den  Fall 
y=l,  in  welchem  die  beiden  Li'isungen  (S)  der  zu  j:  =  0  ge- 
hörigen deterniiuirenden  Fundamentalgleichung  einander  gleich 
sind,  so  werden  die  beiden  zu  dem  Integralsysteme  (11) 
und  (12) 

(21)     .v„  =  F{a,  ß,  1,  .r),  //„  =  ^^^J-^^  F(ß  -  1,  «  +  I,  1,  x) 

gehörigen  Integrale  eines  simultanen  Fundaraentalsystems,  wie 
früher  gezeigt  worden,  lauten 

(22j     //,,  =T.  +  ^'K/^.  1,^0  loga:, 


worin    97,    uiul    (p.,    in    der    Unigeluing    von    .r  =  <•    endliche, 

31* 


(23) 
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stetige  und  eindeutige  Functionen  darstellen,  und  es  erübrigt 
q}^  und  9.2  zu  bestimmen. 

Setzen  wir  die  Werthe  von  y.^^  und  y,^.^  aus  (22)  in  das 
Differentialgleichungsystem  (3)  ein,  so  ergiebt  sich  mit  Rück- 
sicht darauf,  dass  y  =  1  und  die  Ausdrücke  (21),  oder  die 
Factoren  von  log  x  in  (22)  ein  Integralsystem  eben  dieses 
Systemes  darstellen,  für  gp^  und  q).^,  das  Differentialgleichung-' 
System: 

-(i—x)F(a,ß,l,x) 
.(l_.)^.  =  ^,+(^il^+(^_l).,)^^ 

-{^-^)"^^f:^F{ß-l,a+\,l,x), 

und  durch  Elimination  von  g)^  die  lineare  nicht  homogene 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  (p^ 

(24)  x{l-x)^^  +  [l-{a-j-ß+l)x]^-aßcp, 

=  2{x-  \)  ''^^''^/^  ''  "^  +  (a  +  /3)  F{a,  ß,  1,  x), 

welche  nach  dem  Obigen  in  der  Umgebung  von  x  ==  0  ein 
nach  positiven  steigenden  ganzen  Potenzen  von  x  eutwickel- 
bares  Integral  besitzen  wird. 

Da  nach  der  Entwicklung  (10) 

(25)  F  {a,  ß,  \,  x)  =^  1  -i-  Ä^x  -{-  A^ar  +  A.,x'  H 

ist,  worin 

/9ß^         A         «(«+l)--.(a  +  Ä;-l)P(p+l)...(p+fc-l) 
(^^d;      Jik  —  — r2".~2*T7.T* ' 

so  erhält  man,  wenn 

(27)  (p^  =  Ai  «1  X  -\-  A.j  a.,  x^  -\-  •  •  ' 

und  die  Reihen  (25)  und  (27)  in  die  Differentialgleichung 
(24)  eingesetzt  werden,  zur  Bestimmung  der  Coefficieuten  ttk 
durch  Identificirung  der  Coefficieuten  der  Potenzen  von  x 
die  Beziehung; 


IV.  iJiscu-sion  <1.  liypergooiiielr.  DiffL'rentialf^k'ichiinguyht.  2  Klasse.  485 
(«  +  /.)  (ß  +  /.)  A,a,  -  -  (h  +  1  r  ylx+iö;.+, 
+  («  +  /i  +  2A)  ylt  -  2  (/.•  4-  1 )  ^1/.  +  1  =  " 
oder  nach   (2G) 

(28)  «,4t  -  ./.  =  -  ,4i  +  .-t^-  +  ßlk' 

woraus  sich 

ergiebt,  und  ähnlich  bestimmt  man  ilie  Coei'ficienten  der 
Potenzreihe  für  (p.^,  so  dass  damit  das  zweite  Integralsystem 
(22)  gefunden  ist,  welches  mit  (21)  zusammen  in  der  Um- 
gebung des  Punktes  x  =  0  für  y  =  l  ein  Fundamentalsystem 
von  Integralen  für  das  Differentialgleichungsystem  (3)  bildet. 


Verbesserungen. 

S.  V   Z.  4  V.  u.  hinzuzufügen:  Grünfdd:  Ueber  Systeme  homogener 
linearer  Differentialgleichungen. 

(Deukschr.  d,  Wiener  Akatl.  B.  LIV.) 
S.  2  Z.  8  V.  u.  d'm^  statt  %;nn. 
S.  5  Z.  6  V.  0.  (3)  statt  (4). 
S.  5  Z.  7  V.  0.  (3)  statt  (4). 
S.  12  Z.  1  V.  0.  dt^  statt  dt^. 
S.  12  Z.  10  V.  u.   r^*  =  X  statt   \\*  =  x. 
S.  13  Z.  13  und  16  v.  u.  t^  statt  i,, . 

S.  31  Z.  2  V.  0.  hinter  „annimmt"  hinzuzufügen:  „in  welcher  Rich- 
tung man  auch  in  den  Punkt  x  ^  i,  eintritt". 
S.  41  Z.  11  V.  u.  hinttr  „Differentialgleichung"   hinzuzufügen:   .,in 
der  angegebenen  Weise". 

S.  79  Z.  6  v.o.  J,,+,,  ...F„^  statt  J,,^,,  J„^. 

S.  80  Z.  9  V.  0.  „irreductible"  zu  streichen. 

S.  97  Z,  12  V.  0.  bedeutet;  statt  bedeutet 

S.  117  Z.  8  V.  0.  dx"-^  statt   dx^-'^ 

S.  125  Z.  1  V.  0.  des  statt  der. 

S.  128  Z.  2  V.  0.  Tcn  statt  k. 

S.  171  Z.  1  V.  u.  ^  statt  ]. 

S.  224  Z.  3  V.  o.  4(  statt  4,  ( 

S.  254  Z.  7  V.  u.  Differentialgleichung-  statt  Integral-, 

S.  258  Z.  3  V.  u.  F.  {iv,  a,  b,  c,  . . .)  statt  F.,  («,  b,  c,  .  .  .)• 

S.  272  Z.  5  V.  0.  ;i  —  X'  statt  l  —  X. 

S.  276  Z.  10  V.  u.  F{x,  y,  t^)  statt  F{x,  y,  t). 

S.  301  Z.  8  V.  u.  waren,  statt  waren. 

S.  317  Z.  1  V.  0.  d"y   statt  dy"". 

S.  328   Z.  5  V.  u.   ^    statt    ^  . 

S.  358  Z.  6  V.  u.  (y/  -f  ^2)^'''  statt  (t'^"  -f  ^e,)C^ 

S.  379  Z.  9  V.  0.  r]n-  statt  r/'\ 

S.  386  Z.  4  V.  0.  Za   statt  Z". 

S.  388  Z.  12  V.  u.  ^«f(I«n  —  li)  statt  ^««il«,!. 

S.  388  Z.  4  V.  u.   r„  statt   Y". 

S.  398    Z.  4  V.  u.  c'^^j...Q    statt   c^q...q. 
S.  403  Z.  13  V.  u,  „sich"  fortzulassen. 
S.  405    Z.  6  V.  0.  r^.^._)_i  statt   »U-f-i_ 
S.  411  Z.  18  V.  0.  7j,,^_j  statt  rj,^^_. 

S.  427  Z.  16  V.  0.  4«  statt  ^ 

S.  440  Z.  12  V.  0.  [log(a;  — a)]-  statt  [log(a;  — a)]. 

S.  442  Z.  1  V.  u.  [log(a;  —  a)]''"^  statt  [log(.t;  — o)],u-i. 

<7 
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